1.Intervalový odhad pre strednú hodnotu 
[image: image1.wmf]m

 normálneho rozdelenia

Nech  (X1,X2,.....Xn ) je náhodný výber z rozdelenia N(
[image: image2.wmf]2

,

s

m

)

a.) parameter 
[image: image3.wmf]2

s

poznáme

konštrukciu oprieme o štatistiku 
[image: image4.wmf]X

~ N(
[image: image5.wmf]2

,

s

m

/n)

resp. po znormovaní                       ~ N (0,1) 

Hľadám (1-
[image: image6.wmf]a

)100% interval spoľahlivosti pre 
[image: image7.wmf]m


                     [image: image8.png]



                                  a                          b  
                   dolná hranica                horná hranica

              P(-u(
[image: image9.wmf])

2

/

1

a

-

< 
[image: image10.wmf]n

X

s

m

-

< u(
[image: image11.wmf])

2

/

1

a

-

)=1-
[image: image12.wmf]a


Úpravou pre 
[image: image13.wmf]m

 dostaneme  

t.z. (1-
[image: image14.wmf]a

).100 %  intervalom  spoľahlivosti pre 
[image: image15.wmf]m

 je

interval

                               
[image: image16.wmf](

)

(

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

-

-

n

u

X

n

u

X

2

/

1

;

2

/

1

a

s

a

s


kde  u(1-
[image: image17.wmf]a

/2)  je  (1-
[image: image18.wmf]a

/2) kvantil rozdelenia N(0,1)

Pr.1

Vybrali sme  náhodným výberom 256 absolventov  univerzít   v SR.

Zaujíma  nás nástupný plat  po skončení univerzity. Zistili sme, že priemerný nástupný plat je  545  € /mesačne  a smerodajná odchýlka   55 €. Nájdite 90 %  interval spoľahlivosti.
P(
[image: image19.wmf](

)

(

)

n

u

X

n

u

X

s

m

s

a

a

2

/

1

2

/

1

-

-

+

<

<

-

) = 1-
[image: image20.wmf]a


 1-
[image: image21.wmf]a

/2 =0,95 =p,   tabuľky kvantilov normálneho rozdelenia:  u(1-
[image: image22.wmf]a

/2) = 1,645
? ako sa zmení intervalový odhad, ak stačí len 60%

Pri konštrukcii intervalov, v prípade , že parameter 
[image: image23.wmf]2

s

nepoznáme,  potrebujeme štatistiky, ktoré majú špeciálne rozdelenia:

1.
[image: image24.wmf]2

c

– rozdelenie
Náhodná premenná Y má 
[image: image25.wmf]2

c

(n) rozdelenie práve vtedy, keď sa dá napísať v tvare                                kde Y1,Y2,....Yn sú nezávislé n.p., 
[image: image26.wmf]"

i, Yi ~ N(0,1).

n je počet sčítancov– parameter tohto rozdelenia

nazýva sa počet stupňov voľnosti

                             [image: image27.png])





E(Y) = n, var (Y) = 2n pre n
[image: image28.wmf]»

30 sa 
[image: image29.wmf]2

c

(n) skoro nelíši od N(n,2n)

2.Studentovo rozdelenie

Náhodná premenná T má  Studentovo rozdelenie s n stupňami voľnosti, 
T~t(n) , ak sa dá napísať v tvare

                              ,      kde X,Y sú nezávislé

      X~N(0,1)      a     Y~
[image: image30.wmf]2

c

(n)

Pre veľké  n
[image: image31.wmf]»

30 sa Studentovo rozdelenie príliš nelíši od N(0,1)

                                     N(0,1)

                         [image: image32.png]



Intervalový odhad pre strednú hodnotu 
[image: image33.wmf]m

 normálneho rozdelenia 

b.) ak parameter  
[image: image34.wmf]2

s

nepoznáme
Nech  (X1,X2,.....Xn ) je náhodný výber z rozdelenia N(
[image: image35.wmf]2

,

s

m

)  

Vieme, že     
[image: image36.wmf]~

X

                        a po normovaní

 
[image: image37.wmf]~

n

X

s

m

-


Pretože 
[image: image38.wmf]2

s

 nepoznáme musíme ho odhadnúť.

   Existujú 2 možnosti :

 výberový rozptyl M2   v.o.
 opravený výberový rozptyl S2  n.o.

preto   
[image: image39.wmf]n

X

s

m

-

  nahradíme                        = T 

Aké rozdelenie má T ?

Platí:

Nech  (X1,X2,.....Xn ) je náhodný výber z rozdelenia N(           ),potom 
[image: image40.wmf]n

S

X

m

-

 má Studentovo rozdelenie

označujeme t(n-1), čiže T~t(n-1)

Hľadajme interval spoľahlivosti  odhadu strednej hodnoty  pre koeficient spoľahlivosti 1-
[image: image41.wmf]a

.

Studentovo rozdelenie je   symetrické.                       .

                    [image: image42.png]



                               a                      b

Hľadáme a,b tak aby platilo  P( a < T< b) = 

Ak označíme t (p,n-1)  také číslo, že P(T<                 )=p,

bude horná hranica intervalu :

 b = t(1-
[image: image43.wmf]a

/2,n-1)  nazývame  (1-
[image: image44.wmf]a

/2).100% – kvantil Studentovho rozdelenia s n-1 stupňami voľnosti

Vzhľadom na hore uvedené tvrdenie platí:


[image: image45.wmf](

)

(

)

a

a

m

a

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

<

-

<

-

-

-

1

1

;

2

/

1

1

;

2

/

1

n

t

n

S

X

n

t

P

 

 Hľadaný intervalový odhad dostaneme

 úpravou nerovnosti tak, že  osamostatníme 
[image: image46.wmf]m


Pre n
[image: image47.wmf]¥

®

 sa Studentovo rozdelenie blíži 

k normálnemu rozdeleniu ,čiže už  pre n>30 možno namiesto Studentovho rozdelenia použiť normálne rozdelenie.

!!! Pre n<30 by táto zmena spôsobila značné chyby:

neodvôvodnené zúženie intervalu spoľahlivosti
Pr.2

Robíte normy pracovných úkonov v továrni. Náhodne 

Ste odmerali tieto časy: 3,6; 4,2; 4,0; 3,5; 3,8; 3,1.

Aký je 90% interval spoľahlivosti pre priemerný čas tohto úkonu?

2. Intervalový odhad parametra 
[image: image48.wmf]2

s

normálneho rozdelenia

a.) ak parameter 
[image: image49.wmf]m

 poznáme

Na odhad variancie sme v predchádzajúcom odhade uvažovali  dve štatistiky:M2  a S2, ale to sme nepoznali strednú hodnotu 
[image: image50.wmf]m

.

Kedže 
[image: image51.wmf]m

 teraz poznáme – využijeme to!

Dá sa ukázať, že  štatistika   
[image: image52.wmf](

)

å

-

=

n

i

X

n

S

1

2

2

1

)

(

m

m

 
[image: image53.wmf]*


 je nevychýleným odhadom parametra 
[image: image54.wmf]2

s

.

Platí :           nS2 (
[image: image55.wmf]m

) =  

              
[image: image56.wmf](

)

2

1

2

2

å

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

=

n

i

X

S

n

s

m

m

s


Pripomeňme, že  platí :

Náhodná premenná Y má 
[image: image57.wmf]2

c

(n) rozdelenie práve vtedy, keď sa dá napísať v tvare Y=
[image: image58.wmf]å

=

n

i

i

Y

1

2

, kde Y1,Y2,....Yn sú nezávislé n.p., 
[image: image59.wmf]"

i, Yi ~ N(0,1).

Je zrejmé, že  ak (X1,X2,.....Xn) je n.v. z N (
[image: image60.wmf]2

,

s

m

), tak

            
[image: image61.wmf](

)

(

)

(

)

n

X

S

n

n

i

2

2

1

2

2

2

~

1

c

m

s

m

s

å

-

=


Aký bude  interval spoľahlivosti pre odhad 
[image: image62.wmf]2

s

?

Vieme, že  funkcia  hustoty 
[image: image63.wmf]2

c

rozdelenia je nesymetrická .

                    [image: image64.png])





                           a                      b

Interval  spoľahlivosti (a,b) budeme voliť tak,

aby pravdepodobnosti, že veličina 
[image: image65.wmf]2

c

 nadobudne 

hodnoty mimo tohto intervalu napravo aj naľavo boli rovnaké.

                   P(
[image: image66.wmf]2

c



 EMBED Equation.3  [image: image67.wmf]£

 a) = P(
[image: image68.wmf]2

c



 EMBED Equation.3  [image: image69.wmf]³

b)          (1)

                 1– P(
[image: image70.wmf]2

c

> a)= P(
[image: image71.wmf]2

c



 EMBED Equation.3  [image: image72.wmf]³

b)  

resp.          P(
[image: image73.wmf]2

c

> a ) + P(
[image: image74.wmf]2

c



 EMBED Equation.3  [image: image75.wmf]³

b)  =1       (2)

a tiež 

                   P(
[image: image76.wmf]2

c



 EMBED Equation.3  [image: image77.wmf]£

 a) + P(
[image: image78.wmf]2

c



 EMBED Equation.3  [image: image79.wmf]³

b) = 
[image: image80.wmf]a

 
[image: image81.wmf]Û


              1– P(
[image: image82.wmf]2

c

> a)  + P(
[image: image83.wmf]2

c



 EMBED Equation.3  [image: image84.wmf]³

b) = 
[image: image85.wmf]a

     (3)

                            (2) +(3)          

                       1 + 2 P(
[image: image86.wmf]2

c



 EMBED Equation.3  [image: image87.wmf]³

b)  = 1+
[image: image88.wmf]a

   

 a teda              P(
[image: image89.wmf]2

c

< b)=1-
[image: image90.wmf]a

/2

Dostali sme  P(
[image: image91.wmf]2

c

< b)=1-
[image: image92.wmf]a

/2

Ak označíme 
[image: image93.wmf]2

p

c

také číslo, že P(
[image: image94.wmf]2

c

<
[image: image95.wmf]2

p

c

)=p, bude horná hranica intervalu

 b=
[image: image96.wmf]2

,

2

/

1

n

a

c

-

=(1-
[image: image97.wmf]a

/2).100%–kvantil 
[image: image98.wmf]2

c

rozdelenia

Dolnú hranicu vieme odvodiť podobným spôsobom,

a teda hľadaný intervalový odhad dostaneme:

                                 
[image: image99.wmf]b

a

<

<

2

c


         
[image: image100.wmf](

)

a

c

m

s

c

a

a

-

=

<

<

-

1

)

(

,

2

/

1

2

2

2

2

,

2

/

n

n

S

n

P


a pre 
[image: image101.wmf]2

s

 platí :

     
[image: image102.wmf]Použijúc  
[image: image103.wmf]*

 dostaneme 
[image: image104.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

å

å

n

X

n

X

n

i

n

i

;

2

/

;

;

2

/

1

2

1

2

2

1

2

a

c

m

a

c

m


Pr.4
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Pr.5
Daná je realizácia náhodného výberu z rozdelenia  X~ N(
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