     Testovanie  hypotézy o rozptyle náhodnej  veličiny   
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  s normálnym zákonom rozdelenia
Pri analýzach dát nás často  zaujíma variabilita dát- jej stred a veľkosť- rozptyl.  Nech v základnom súbore má náhodná premenná X~
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Jednoduchým náhodným výberom sme  získali 
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 pozorovaní x1,x2,...xn z tohto súboru. Úloha je otestovať,  či rozptyl 
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Testovacia štatistika má tvar :
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Štatistika 
[image: image9.wmf]2

0

c

  má 
[image: image10.wmf]2

c

 rozdelenie  s 
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Na hladine významnosti 
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 sa rozhodnutia o hypotézach realizujú takto :
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oblasť zamietnutia:
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Pr.1 Predpokladajme, že  vážiaci automat nerobí systematickú chybu a na overenie veľkosti rozptylu náhodných chýb bolo vykonaných 20 meraní etalónu hmotnosti 1 kg. Namerané hodnoty v kg sú:1,01; 0,98; 1,06; 1,08; 0,98; 1,05;1,03; 0,97; 0,99; 1,02; 1,03; 1,01; 1,00; 0,97; 0,95; 1,01; 1,04; 0,95; 0,96; 0,99. Na hladine  
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Pre  jednostranný test 
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oblasť zamietnutia: 
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Pre  jednostranný test 
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oblasť zamietnutia: 
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Zamietnutie hypotézy H0 znamená, že empirická hodnota 

rozptylu je významne väčšia ako 
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  Pr.2
V laboratóriu farmaceutickej firmy merali obsah účinnej látky v novom lieku. Liek sa môže dať do výroby, len vtedy, keď rozptyl obsahu účinnej látky v tablete nebude väčší ako 0,09. Pri náhodnom výbere 10 tabliet namerali hodnoty :

4,15   4,8   4,9   4,1   4,1    4,8   4,0   4,9   4,8   4,0

Testujte na hladine 
[image: image32.wmf]1
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 hypotézu, že liek spĺňa požiadavku o rozptyle a môže ísť do výroby.
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Testovanie hypotéz o rovnosti stredných hodnôt dvoch náhodných veličín s normálnym rozdelením

V praxi často treba porovnať 2 rôzne technologické postupy, 2 metódy spracovania,...
Z hľadiska štatistiky ide o porovnanie stredných hodnôt dvoch náhodných veličín,
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Sú možné dve situácie:
1.Párový test– ak zdroj dát je ten istý a meranie opakujeme- ide o závislé súbory

2. Nepárový test- ak máme dva rôzne súbory jednotiek, pričom pri oboch zisťujeme tú istú vlastnosť

1.Párový test

Najprv sa zistia hodnoty skúmanej vlastnosti pred akciou X1 a po akcii X2.

Napr:


[image: image35.wmf]·

Základný súbor  je súbor študentov v prípravnom kurze

na prijímačky na FIIT. Skúmame úroveň vedomostí z matematiky 2 testami na začiatku 
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 a na konci kurzu 
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V prípade, že 
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 – výuka nemala žiadny efekt
                   Ak 
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– výuka mala efekt na zmenu skúmanej vlastnosti
s n-1 stupňami voľnosti ( pre veľké súbory možme použiť  N(0,1).)

2.Nepárový test

Máme dva rôzne súbory jednotiek, pričom pričom pri oboch zisťujeme tú istú vlastnosť vyjadrenú premennou X.

Ide o 2 nezávislé súbory, skúmané premenné X1 a X2 majú normálne rozdelenie.

Napr:


[image: image42.wmf]·


Porovnávam výsledky tej istej písomky v 2 rôznych paralelkách.
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Porovnávam výsledky kontroly výrobného procesu na dvoch automatických linkách
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  Porovnávam rýchlosť tých istých operácií na 2 rôznych PC 
NEPARAMETRICKÉ TESTY

Pri parametrických testoch  sme  predpokladali  známe rozdelenie a hľadali sme  jeho parametre, napr. ( X~N(
[image: image45.wmf]2
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), X~ Po(
[image: image46.wmf]l

)……).
Teraz sa budeme venovať postupom, ktoré umožňujú preveriť predpoklady o type rozdelenia skúmanej n.p.

Ako získame tento predpoklad?

Štatistické  testy, ktoré umožňujú testovať hypotézu o type rozdelenia nazývame testy  dobrej zhody.

1.Pearsonov 
[image: image47.wmf]2

c

- test dobrej zhody              

je použiteľný v prípade diskrétneho aj spojitého rozdelenia. Používa sa za predpokladu, že rozsah súboru je dostatočne veľký .

Aby sme mohli rozhodnúť o prijatí, či zamietnutí hypotézy napr. 
[image: image48.wmf]0

H

: X má normálne rozdelenie t.z. 
[image: image49.wmf]0

H

: f(x)=f0(x), ( f0(x)-hustota normálneho rozdelenia), potrebujeme veličinu, ktorá by charakterizovala stupeň rozdielnosti medzi  nameranými výsledkami  a očakávanými výsledkami ( tými, ktoré by sme namerali, ak  by hypotéza bola správna).

 Pearson  pre mieru rozdielnosti volil štatistiku 
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kde r je počet triednych intervalov
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, j=1,2,....r; do ktorých rozdelíme všetky namerané hodnoty
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Pretože platí  
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 EMBED Equation.3  [image: image58.wmf]lim
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t.z. štatistika 
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kde s je počet parametrov, ktoré je potrebné odhadnúť, aby sme získali hodnoty 
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Preto pre dostatočne veľké n ( v praxi pre n
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 EMBED Equation.3  [image: image68.wmf](
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Z tvaru štatistiky 
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 je zrejmé, že veľké hodnoty 
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 signalizujú nezhodu  medzi nameranými- empirickými hodnotami a očakávanými -teoretickými hodnotami v jednotlivých triednych intervaloch.

Preto hypotézu 
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 zamietame na hladine 
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 prekročí

kritickú hodnotu 
[image: image74.wmf]a

k

, to znamená vtedy, keď   
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Potom zrejme
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  s   ( r-s-1) stupňami voľnosti.
To znamená, že kritickou hodnotou testu na hladine 
[image: image80.wmf]a

 je číslo 
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Pr.1 Pri simulácii náhodného výberu sa využívajú generátory náhodných čísel
 Pravdepodobnosť výskytu číslic  0,1,2,.......,9 by mala byť rovnaká. Ide o diskrétne rovnomerné rozdelenie s pravdepodobnosťou výskytu jednotlivých číslic, ktorá sa rovná 0,1. Testuje na hladine 0,05.
Na overenie rovnomernosti rozdelenia sa vygenerovalo 500 čísiel, t.j. očakávaná početnosť  výskytu jednotlivých číslic je 

n.pj =500 . 0,1 = 50

Namerané početnosti výskytu jednotlivých číslic sú nasledujúce:

	Početnosť
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	Spolu

	Teoretická (npj)
	50
	50
	50
	50
	50
	50
	50
	50
	50
	50
	500

	Nameraná (nj )
	49
	43
	51
	51
	56
	52
	55
	54
	48
	41
	500


Testovacia štatistika sa rovná :  
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Počet stupňov voľnosti  je :   r-s-1= 10 – 0 –1= 9    a kritická hodnota 
[image: image84.wmf]2
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(0,95;9)=16,93 , potom  
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hypotézu o rovnomernom rozdelení  
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Pr.2
Pri výrobe technických dosiek sa môže na každej vyskytovať určitý počet chýb. Predpokladá sa, že rozdelenie počtu chýb sa riadi Poissonovým rozdelením. Jednoduchým náhodným výberom sme vybrali  80 dosiek. Počty chýb boli nasledujúce:

	Počet chýb
	Počet dosiek

	0
	49

	1
	22

	2
	6

	3
	2

	4
	1


 Úloha je testovať, či rozdelenie počtu chýb možno považovať za  Poissonovo.


[image: image88.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image89.wmf]0
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Určíme parameter 
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 Urobíme tabuľku :

	Počet chýb 
	Počet dosiek nj
	pj
	Teoret.počet d. -n.pj
	
[image: image93.wmf]2

c



	0
	49
	0,5769
	46,16
	0,175

	1
	22
	0,3173
	25,39
	0,452

	2
	6
	0,0873
	6,98
	

	3
	2
	0,0160
	1,28    8,458
	0,035

	4
	1
	0,0022
	0,18
	

	5 a viac
	-
	0,0003
	0,02
	

	Spolu
	80
	1,00
	80
	0,662


Ukazuje sa, že tento test nedáva dobré výsledky ,ak npj < 5 

preto sme triedy, ktoré túto podmienku nespĺňali, zlúčili.

Pretože  počet stupňov voľnosti :r-s-1=  3-1-1=1  bude kritická hodnota 
[image: image94.wmf]2
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(0,95;1)=3,842.Kedže testovacia štatistika 
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2.Kolmogorov-Smirnov test dobrej zhody

je test,  ktorým overujeme hypotézu  o rozdelení spojitej náhodnej premennej.

 Formálne  H0 : NP má normálne rozdelenie (resp. iné)

                  H1 : NP nemá normálne rozdelenie (resp. iné)

Test je založený na empirickej distribučnej funkcii 
[image: image98.wmf](
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ktorej hodnoty získame z náhodného výberu.

Empirická distribučná funkcia je definovaná vzhľadom na množinu nameraných dát 
[image: image99.wmf]{
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[image: image101.wmf]n
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 kde i je počet tých xj, pre ktoré platí xj < xi.

Je zrejmé, že 
[image: image102.wmf](
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 môžeme chápať ako odhad neznámej  distribučnej funkcie F(x).

Dobrá zhoda medzi dátovým súborom a teoretickým modelom je vtedy, keď sa tieto dve distribučné funkcie veľmi nelíšia.
Za mieru nesúladu medzi empirickou distribučnou funkciou 
[image: image103.wmf](
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 a teoretickou distribučnou funkciou F(x) sa berie štatistika: 
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A.N.Kolmogorov odvodil rozdelenie štatistiky D a jej kvantily sú tabelované aj pre menšie rozsahy náhodných výberov.

Intuitívne je jasné, že veľké hodnoty tejto štatistiky sú pre hypotézu H0 kritické, čiže 
Hytotézu H0 zamietame, keď 
[image: image105.wmf](
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Pr.1
Na hladine 
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overte, či dátový súbor : 

49,23; 49,35; 48,86; 49,15; 49,52; 49,38; 49,02; 49,29; 49,22; 49,25 je náhodným výberom  n.p.X, ktorá má normálne rozdelenie.

H0 : dátový súbor z normálneho rozdelenia

H1 :dátový súbor nie je výberom z normálneho rozdelenia

Pretože parametre 
[image: image107.wmf]s
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  nie sú dané, nahradíme ich odhadmi:
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	Max

	1
	48,86
	0,024430
	0,075570
	0,024430
	0,075570

	2
	49,02
	0,133275
	0,066725
	0,033275
	0,066725

	3
	49,15
	0,339687
	0,039697
	0,139697
	0,139697

	4
	49,22
	0,485012
	0,085012
	0,185012
	0,185012

	5
	49,23
	0,506426
	0,006426
	0,106426
	0,106426

	6
	49,25
	0,549127
	0,050873
	0,049127
	0,050873

	7
	49,29
	0,632374
	0,067626
	0,032374
	0,067626

	8
	49,35
	0,745433
	0,054567
	0,045433
	0,054567

	9
	49,38
	0,794236
	0,105764
	0,005764
	0,105764

	10
	49,52
	0,942098
	0,057902
	0,042098
	0,057902


Rozhodnutie:

Kedže  D=0,185012 
[image: image112.wmf]Ï

(0,258;1), hypotézu H0 nezamietame.

Znamená to, že dátový súbor môže byť náhodným výberom z normálneho rozdelenia. Kritickú hodnotu 
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 sme vyhľadali v tabuľke pre odhadnuté parametre.
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