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Abstrakt

Cielom tejto prdce je ndjdenie kritickej hodnoty tlmenia
rovnice tlmeného kyvadla s konstantnym budenim. Tdto
rovnica modeluje jednosmerny elektromotor, kde
predpokladame konstantnit budiacu silu elektromagnetu
v pracovnom rozsahu nezavisli od vzdialenosti od
elektromagnetu.

1. Uvod

Medzi klasické ulohy v uvodnych kurzoch fyziky patri
aj opis dynamiky modelu kyvadla.

Idealne kyvadlo pozostiva znehmotného pevného
zédvesu uchyteného v priestore na jednom konci
a zévazia, ktoré je upevnené na druhom konci zavesu
tak, Ze medzi prvym bodom uchytenia a taziskom
zavazia je vzdialenost /. Tiazové zrychlenie ma
konStantni hodnotu g. Dynamiku opisaného systému
mozno zapisat’ diferencidlnou rovnicou v tvare:

s dsing=0 (1)
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Obr. 1. Nacrt kyvadla, zdroj: http://dmpeli.mcmaster.ca

Pre malé uhly vychylky mézeme predpokladat’, Ze:

slng ~ @ (2)
¢im dostaneme diferencialnu rovnicu druhého radu
s konstantnymi ~ koeficientmi,  ktora  dokazeme
jednoducho riesit’.

2. Netlmené a nebudené kyvadlo

Ak tlohu nezjednodusime, bude potrebné pracovat’ s
nelinearnou diferencialnou rovnicou druhého radu. Na
zistenie periody kmitania aniektorych  dalSich
parametrov systému netreba dand rovnicu priamo riesit’.
Dany dynamicky systém ma totiz vyuzitelna vlastnost’
ato, ze je hamiltonovsky, inymi slovami, celkova
energia systému ostdva  zachovana.  PrepiSeme
diferencidlnu rovnicu kyvadla na systém dvoch
diferencialnych rovnic prvého radu.

Xy = % (3)
¥y = —aalnx,

Néjdeme prvy integral systému (hamiltonian) H.
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PretoZe celkova energia systému je konstantna pozdiz
rieseni, plati Ze:

Hix,x.)= %= goosx, =C.Cef (5)
Hamiltonian upravime tak, aby jeho hodnota davala pre
nulové pociato¢né podmienky nulovil hodnotu.
Hixpxgl= 2= g1l - cosn,)= KK R (6)
Nech st pociatocné podmienky zadané vektorom

x" = ('), x";). Teraz mozno vyjadrit x, ako funkciu x;.
Nech je x”; =0. Potom plati :

Xy = 4 28 — Zall —cozx) 7
).";' - -
H=—+all-coexy



Kg = \r —2afl —cox,)

Aby mala funkcia redlne rieSenie, je potrebné, aby
platilo:

xf" = 26ll — cosx,) ®)
Po hlbsej analyze funkcie a vykreslime fazovy portrét.
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Obr. 2. Fazovy portrét netlmeného a nebudeného
kyvadla s parametrom a=1.

Systém je 2z periodicky v premennej x;.

Pevné body systému st (0, 0) a (z, 0).

Pre 0<(x",)’<4a dostaneme periodické rieSenia systému.
Situacia (x",)’=4a zodpoveda heteroklinickej orbite
(spojnici dvoch sediel). Limitna peridda 7=

Ak (x’,)’>4a, potom je energia systému tak velka, ze
zavazie zafne rotovat okolo bodu uchytenia. Na
fazovom portréte su tieto stavy zachytené krivkami,
ktoré sa nedotykaju osi x;. Jednd sa o periodické
rieSenia druhého druhu. Periodické riesenia druhého
druhu je rleseme systému, pre ktoré plati, Ze:
r_'at--;, .:'“_wn..- (9)
a (B4 T = x, (€1 &+ 2w

Periodu kmitania perlodickych rieSeni mozno ziskat
aplikovanim vety o derivacii inverznej funkcie. Plati:
nech rleseme prechadza bodom (A, 0), potom
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TiA) i I' ¢ Jalroryernadl (10)
ll.:'.li'._.l'_.:_. l.'_l;"ll.‘-l = :-I_:— (11)
Hmy.. T4l = +w (12)

3. Konstantne budené netlmené kyvadlo

Pridanim konStanty budenia do systému dostaneme
systém:

Frasnry=5 (13)
Podobne ako v pripade nebudeného a netlmeného
kyvadla existuje hamiltonian systému:

E_:-—mcl:usr:—hr; =L (14)
Analyzou hamiltonidnu dostaneme v zavislosti na
parametroch systému a, b nasledovné vysledky.

Ak b>a, potom systétm nemad pevny bod aani
periodické rieSenie.

Ak b=a, potom ma systém jeden pevny bod (7/2,0)
apodobne ako v predchadzajicom pripade nema
periodické rieSenie.

Pre pripad b<a systém ma periodické rieSenia a dva
pevné body, (arcsin(b/a),0) a (m-arcsin(b/a),0). Systém
nema periodické riesenie druhého druhu.
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Obr. 3. Fazovy portrét netlmeného konstantne
budeného kyvadla s parametrami a=1,6=0,2.

4. Timené a konStantne budené kyvadlo

Zaujimavé spravanie ma predchadzajtci systém po
pridani tlmenia linearne zavislého od rychlosti pohybu
prostredim.

f+asluysor=5 (15)

Ak b<a, tak systém ma rovnako ako systém bez tlmenia
dva pevné body (arcsin(b/a), 0) a (w-arcsin(b/a), 0),

v pripade rovnosti parametrov sa tieto body stotoznia do
bodu (7/2 ,0). Okrem toho existuje také c,>0, ze ak
c=cy, potom existuje periodické rieSenie druhého druhu
a systém ma jednu heteroklinickt orbitu, ak c¢>cy,
neexistuje periodické rieSenie a systém ma dve
heteroklinické orbity. Cielom prace je aspon priblizne
urcit’ ¢y ako funkciu parametrov a, b. Na rozdiel od
prechadzajucich pripadov si uz pri rieSeni nemdzeme
pomoct’ hamiltonianom, z dovodu jeho neexistencie.

5. Casova substitiicia a jej dosledky

V rovnici (15) urobime ¢asovu substiticiu t=kz.
Nasledne vyJadrlme dy/dt a d’y/d’t.

FE} + aslnyle) + M) =5 (16)
t =kt
Fke) + aatny (el + cplkr) =5
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Predpokladajme pripad a=b. Potom cy=f{a,b) =f{a,a).
Z rovnice (17) mozno vidiet’, Ze Casovou substituciou
sme dostali opat’ povodny tvar rovnice, len

s rozdielnymi parametrami. Ak teda pre rovnicu (16)



platilo cy=f{a,a), potom z rovnice (17) plati
kc0=f(k2a,k2a). To znamenad, ze v pripade a=b musi
mat’ funkcia f{a,a) tvar:

fla.a) = kpva (18)
Ak b<a nech plati b=asin(p) pre ¢ z intervalu

[0, 7/2].

6. Numerické hPadanie ¢y priamou metédou
V pripade ¢=n/2 potrebujeme najst k,. Potrebujeme

ur€it’ ¢y pre rozne hodnoty parametra a a z nich nasledne
urcit’ priblizni hodnotu &, pretoze predpokladame, Ze k,

bude vystupovat vo funkecii f(a,b) aj pre p<u/2.
Pri urovani ¢, pouzijeme software MATLAB a balik

SIMULINK od spolo¢nosti MATHWORKS.

Modelovat’ budeme numericky pouzitim metdéd Runge-

Kutta.

Ziskané vysledky porovname

z numerického programu PHASER.

s vysledkami

Tab. 1. Hodnoty c, ziskané priamym numerickym
rieSenim rovnice (15) v MATLABe. Metoda Runge-

Q a a a a a a
° 1 2 3 4 9 16
0 0 0 0 0 0 0
5| 0069 | 0097 | 0118 0,138 | 0,206 | 0,275
10| 0138 0,194 | 0239 | 0275 | 0412 | 0,549
15| 0206 0291 | 0355 | 0411 | 0,617 | 0822
20 | 0274 | 0388 | 0475 | 0548 | 0,822 | 1,095
25 | 0342 | 0484 | 0592 | 0684 | 1,026 | 1,368
30 | 0410 | 0580 | 0,710 | 0,820 | 1,230 | 1,639
35 | 0478 | 0676 | 0827 | 0955 | 1432 | 1910
40 | 0545 | 0,770 | 0,944 | 1,090 | 1,634 | 2,179
45 | 0612 | 0865 | 1,060 | 1,224 | 1,835 | 2447
50 | 0,679 | 00960 | 1,175 | 1,357 | 2,035 | 2,714
55 | 0,745 | 1053 | 10290 | 1489 | 2234 | 2978
60 | 08I | 1,146 | 1404 | 1,621 | 2431 | 30242
65 | 0876 | 1239 | 1517 | 1,752 | 2.627 | 3.503
70 | 0941 | 15330 | 1,632 | 1,881 | 2,821 | 3,762
75 | 1,001 | L1421 | 1,740 | 2,009 | 3.014 | 4,018
80 | 1,069 | 1,511 | 1855 | 2,137 | 3,204 | 4273
85 | LI31 | 1,600 | 1959 | 2,262 | 3393 | 4524
00 | 1,189 | 1682 | 2062 | 2,385 | 3,575 | 4,769

Tab. 3. Tabul'ka hodnoét &, v zavislosti od ¢.

Kutta, ¢as simulacie 500s, krok 0, 1s >° 10° 15° 20° 25° 30°
[ A A a a a a a 0,01374 | 0,01373 0,01371 | 0,01369 | 0,01368 | 0,01366
° 1 2 3 4 9 10 16 35° 40° 45° 50° 55° 60°
0 0 0 0 0 0 0 0] 0,01364 | 0,01362 0,01359 | 0,01357 | 0,01354 | 0,01351
5 0,069 0,097 0,119 | 0,138 | 0,206 | 0,217 0,274
k) k) L) E) b b} 2 650 700 750 800 850 900
10 0,138 0,194 0,238 | 0,275 | 0,412 | 0,434 0,548
15 0.206 0.291 0356 | 0411 1 0617 | 0.650 0.822 0,01347 | 0,01344 | 0,013339 | 0,01335 | 0,01330 | 0,01327
20 0,274 0,388 0,474 | 0,548 | 0,822 | 0,865 1,095
25 0,342 0,484 0,592 | 0,684 | 1,026 | 1,081 1,368
30 0,410 0,580 0,710 | 0,820 | 1,230 | 1,296 1,639 , , , .
35| 0478 | 0676 | 0827 | 0955 | 1432 | 1510 | 1o0o | /- Amalyza nameranych udajov
40 0,545 0,771 0,944 | 1,090 | 1,635 | 1,723 2,179 | .., , . e i
45 | 0.021 0.865 1060 | 1.224 | 1,836 | 1.935 | 2.447 | Udaje ziskan¢ obidvoma postupmi st priblizne rovnake.
50 0,679 0,960 1,175 | 1,357 | 2,035 | 2,146 | 2,714 | Srasticou hodnotou ¢ boli rieSenia coraz menej
55 | 0,745 1,053 1,290 | 1,490 | 2,234 | 2,355 | 2,979 | numericky stabilné. Velkou mierou sa na neurcitosti
2(5) 82;; };gg }‘5“1)2 igg ;‘6‘;; g;g; ;?gi vysledkov pre vysSie hodnoty ¢ podpisali aj rastice
s > , > , > > 0 A S X s : >
- EEXT 220 Te2o T Tasr 282 2972 3761 hodnoty x, potrebné pre testovanie, ¢i je systém uz
75 T 1005 | 1420 | 1740 | 2000 13014 13177 | 2019 | utlmeny alebo nie. Prihliadajuc k tymto skutocnostiam
20 1,069 1,511 1,850 | 2,137 | 3,205 | 3378 | 4273 | mozno analyzou tabuliek vyslednych hodnot dospiet
]5 1,131 1,600 1,959 | 2,262 | 3,397 | 3,577 4,524 khypotéze, ze Vysledné funkcia parametrov a, b je
00 | 1206 | 1.686 | 2,065 | 2,386 | 3,578 | 3,775 | 4,71 | linedrna v premennej ¢ za predpokladu b=asin(yp).

Obr. 4. Vystup zprogramu PHASER pre systém
s parametrami a=1, b=1, c=1,170, x’)=2.

Tab. 2. Hodnoty ¢, ziskané priamym numerickym
rieSenim rovnice (15) v programe PHASER. Metoda
Dormand-Prince, ¢as simulacie 500s, krok 0,01s.

8. RieSenie pozdiZ hamiltonianu

Dalsia moznost’ ziskania pribliznej hodnoty ¢, je
vyjadrit’ rieSenie tlmené¢ho abudeného kyvadla ako
funkciu pozdiz hamiltonianov systému bez tlmenia
abudenia asysttmu bez tlmenia s konStantnym
budenim.

Nech H, je hamiltonian systému bez budenia a bez
tlmenia a H, je hamiltonidn systému s konStantnym
budenim bez tlmenia. Potom pre tlmeny a budeny
systém plati:

dry &= aalnr —cxg

qay Xy

= bx, +acosxl - ¢ || xghoeg Jdae g

2

Nech g(x;))=Hy(x;, x2(x})).




Potom:

aHy : — _
—=b-o;=b—-0 2H lm, xy ) + 2o coa g
gy - y sTee -
Hxd=b - c\f2H;'ﬁ\x;.r;':r: 1) 4+ 2e cos

Kedze nas zaujimaju  periodické rieSenia druhého
druhu, potom pre x’,=-arcsin(b/a) a

x",=3m-arcsin(b/a) plati :
ﬁI:rE:I — El:rf N 2:‘::] — ,'I-G; — h.‘

V pripade vyjadrenia H, pozdiz rieSenia budeného
kyvadla nech plati g;(x;)=H,(x;, x»(x;)), potom

dhixd= —c\jEH:';x;.r;'ir::',i'- b, + 26 coBx,
ghxf) = =ba + baln™ =4 v = b

pre x’,=m-arcsin(b/a) a

——

golxf) = —3bw + baln™ =4 e — b

SN L

Pre x’;=3x-arcsin(b/a).

Problém sa transformoval z nelinearnej diferencialnej
rovnice druhého radu na nelinedrnu diferenciadlnu
rovnicu prvého radu.

Pretoze hladame periodické rieSenie druhého druhu,
v pripade systému bez tlmenia a bez budenia musia byt’

hodnoty hamiltonidnu v bodoch (4,B) a (A+2xB)
rovnaké. Pre systém s konsStantnym budenim buda
hodnoty hamitlonianu v bodoch (4,B) a (A+2xB)
posunuté o -27b.

9. Zaver

Analytické rieSenie problému je nezname.

V pripade a=b je kriticky parameter ¢,=k,\a, priom
hodnotu &, sme stanovili numericky na ky,=0,01355.

V pripade h<a je kriticky parameter c,=ky(p)Va.
Funkcia ky(p) vychddza z numerickych experimentov
v programoch ~MATLAB  aPHASER linearna
v premennej ¢, a teda ¢,=0,01355. ¢. \a.
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