vahou p konverguje Vv strede k f na <£0,a> s vahou p.
d) Ak funkcia T Je spojito diferencovatelna a splha okrajové podmienky

(3.2) potom uvedeny rad absolutne a rovnomerne konverguje na intervale

<0,a>.

Vetu nebudeme dokazovat, Je) dbékaz vyzaduje hlbslie matematické znalosti,

D6kaz mozno najst napr v knihéch (1], {1B)

Priklad 4.1
Najdite rozdelenie teploty Vv ty¢i dlzky a, ktorej) povrch je tepelne

izolovany od okoliteého prostredia, koniec x = 0 sa udrziava pri nulovej
teplote a druhy koniec X = a vyzaruje teplo volne do okolitého prostredia s
nulovou teplotou. Zacliatoéne rozdelenie teploty v tyé¢i je dané funkciou f(x)
Rie&eniie. Rozdelenie teploty u je riesenim ZOU
u = k u R R R A el b
t XX

ai{x. D) = Tix) , DS X s A

O£ ) = Ba L 220

hu(a.t) + (s, t) =0, 0, >0
x
Riesenie ul(x,t) vyjadrime najprv v tvare
uix,t) = X(x)T(t)

Obvyklym spoésobom dostaneme rovnice

X % XK =0
T . AKT = {)
kde A > 0 Jje separa¢na konstanta. Rovnica

X' + AKX =0
s podmienkami
X(0) = 0%, hifa) + X'(a) = 0

je Sturmovym-Liouvilleovym systémom, ktory ma podla vety 4.1 spocitatefne
mnoho vlastnych hodnot i 8 im zodpovedajuce vlastné funkcie Xn(x)
Riesenim tejto ulohy s podmienkou

X(0) =0
je funkcia

X(x) = B sin Vax

kde B Jje konstanta. Ak dosadime toto riesenie do druhej podmienky, dosta-

neme rovnost

h sin YAa + VA cos YAa = 0 ak B # O

ktoru mbézeme prepisat do tvaru

tg YAia = - Va/h

Ak zavedieme substitiuciu n = VAa dostaneme rovnicu
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tgn=-oan,

1
kde @ = gz - Tato rovnica md postupnost korenov {nn}, ktoré su x-ové

suradnice prieseé¢nikov grafov funkcif{ tg n

y —an . Kazdému korenu n
zodpoveda vlastna hodnota n

|:J
(S I

y EER -

n

in=1,2.3,
a

Teda exlistuje spoé¢itatelne mnoho vlastnych hodnét
kl < Az < Aa <
pric¢om

lim A = ®
n
n=0

Zodpovedajuce vlastné funkcie su
X (x) = B.sin VA x
n n n
Riesenie druhej rovnice dostaneme v tvare

T (t) = Cle ™"
n n

Koneéné riegenie budeme hladat v tvare
S Ak —
ulx,t) = z ae o sin VX x
n n
n=1
Podla vety 4.1 vlastné funkcie sin Vlnx tvoria ortogonalny systém na
intervale <0,a>» (s vahou p = 1). Koeficienty a ur¢ime zo zac¢iatocnej
n

podmienky
u(x,0) = f(x)

Ak predpokladame, zZe funkcia f Je integrovatelnd na <0,a>, potom ju mozZno
rozvinut do radu podla vlastnych funkcif
(o]
Pix) = z a sin YA x
n n

n=1

odkial
f:f(x) sin anx dx

a =
i3 §°sin?Vx x dx
o n

Besselova rovnica a Besselove funkcie

Pri riegeni ZOU alebo OU s radialnou alebo cylindrickou symetriou
metédou separacie premennych sa ¢asto stretavame s ulohou, ked treba riesit
Besselovu rovnicu:

xzy-' o xy' + (X2 - uz)y » QgD O (3.3)

kde v Jje nezaporné readlne ¢islo. Ohranicéené v okoli bodu O riesenie rovnice

(8.3) mozno najst v tvare zov&eobecneného mocninového radu

®
s+n
y(x) = nZlanx (3.4)

Ak dosadime rad (3.4) do rovnice (3.3) a porovname koeflcienty pri rovnakych
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mocnindch premenne) x , dostaneme systém rekurentnych vztahov, z ktorych
mame :

= = =1.2.3.
s iu'GZK-l o R

Po zvoleni s = v dostavame

K,V
e {=1)"@.1'tp *+ 1) R £ =1 2,
2l e ik i)
kde [ : (0,m) = R Jje gama funkcia definovana parametrickym integralom (([1],
(10])
s e
rix) = [ e™t*dt
0
Ak v Je prirodzené ¢&¢islo potom plati:
Pln- & LYasante o000 1 2o inr i a0l ey
Obvykle sa volli
a0=_u;__
Zelip-F ¥
a zodpovedajuce riegenie sa nazyva Beccelova funkcia pwého dwhu rdde v a
oznacuje J (x) , pricdom na zaklade rekurentnych vztahov pre koeficienty
Vv
plati
® K 2k+V
f=11 X
JU(X) ™ le KIT(v + kK + 1) ['2 ]
Uvedieme (bez doékazu) niekolko Jjednoduchych rekurentnych vztahov, ktoré
splnaju Besselove funkcie
() & 22 5 tg) < g ()
V41 X =P V-1
X.oof X)) (x): = ). or)
v V-1 v
X JLx)Y=vidix) = 73 (x)
v v V41

Z dalsich vlastnost{ Besselovych funkcii{ uvedieme pre néas doblezitu

vlastnost rozlozenia ich korenov.

Tvrdenie 4.1 ((1], [19]).

Kazdéa Besselova funkcia ma& nekone¢ne mnoho nulovych bodov, ktoré su

jednoduché okrem bodu x = 0 , ktory mdéze byt aj viacndsobnym nulovym bodom.

Podobne, ako sme formulovali Sturmovu-Liovilleovu ulohu pre rovnicu

(3.1), sformulujeme tuto uUlohu a) pre (zovseobecneni) Besselovu rovnicu s
parametrom

A xzy patl, k- Gdl o (sz - uz)y w30y x )0 (8.6
ktoru mozno vyjadrif aj v tvare

2
{xy')’ + Axy - ;— Yo 0. % >0
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Pozndmka 4.1

Tvrdenia vety 4.1 platia za ur¢itych predpokladov aj pre Sturmove-

Liouvilleove ulohy na neohranidéenych intervaloch, alebo s funkciou p(x)

rovnou nule v jednom alebo v oboch krajnych bodoch intervalu <0,a>. Okrajové
podmienky v  takychto bodoch sa nahradzaju podmlenkami ohraniéenosti v ich
okolf.

Uvazujme Sturmovu-Liouvilleovu ulohu pre Besselovu rovnicu

2
vy v
(xy*)" * Axy - Tk L Q00 < x <.a (3.6)
s podmienkami
y(x) je ohraniéend pre x - 0* (3.7)
y(a) =0 (3.8)
Porovnanim rovnic (3.6), (3.5) s pévodnou Besselovou rovnicou (3.1) vidime,

ze vlastné funkcie tejto ulohy maju tvar

y(x) = JU(VTX)
Podmienka (3.8) implikuje, Ze hladané riesenie mus{ vyhovovat rovnici

JU(VIa) = 0

Ak u: su korene rovnice
e bplY WO apim 4 5 @au®, v, (3.9)
v n
potom
v
7 2
A=[—“] e RN G P (3.10)
n a
su vlastné hodnoty a
v
= i =
yn(x) Ju[ 5 X ] R ) SR PN TR 3. 11

im zodpovedajuce vlastné funkcie ulohy (3.6), (3.7), (3.8).

Nasledujuce tvrdenie je dosledkom vlastnosti ortogonality a uplnosti

systému vlastnych funkcii z vety 4.1.

Tvrdenie 4.2

Nech v 2 0 je lubovolné. Ak u: w2 0« s rieSenia rovnice
v
Ju(un) 0
potom
i :
onJv[ o ]Ju[ g ]dx =0 pre m n

t.). funkcie {J (VA x)} su ortogondlne s vahou X

AK n =m, vtedy
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2
a & v 2 Vi a_ v 2
« g Il &g [, 00

Fourierov rad kazde) integrovatelne} funkcie :<0,ad>—+R podla
ortogonalneho systemu {JU(VAnx)} konverguje v strede s vahou X na intervale

(0,a) Kk funkcii f

CVICENIA 4.3

V ulohach 1 - 4 najdite vlastné hodnoty a vliastné funkcie nasledujucich

Sturmovych-Liouvilleovych uloh:

i X°' % AX =0 ; X(0) = X(n) = O
Sy ¢ X D XiD)s Xell) w O
8% g 3 0 X'(0) = X(w) =0
By Sl = ARG =g XCL) X (L) e D
6. Najdite rozvoj funkcie 1 - x2 na intervale 0O ¢ X <1 podla vlastnych
funkecii JD(VASX) Sturmovej-Liouvilleovej ulohy
(%)’ 2 A% =0 . 0C % < 1
u(1) = 0 , u Je ohranic¢ena

VYSLEDKY CVICENI 4.3

2

. X wmRn Xn(x> = ginh nx pre n=1,2, 3,
n
. b 2 )
g 59———1] 2 il e mnio e tam £, 5,
n 2 n 2
- A n2 N tn)} = co8 Nk pre m.= 1.2, O,
n n
4. A = u2 v X (X)) = 8ln RX Zwp U = 1 O , pric¢om B su riesenia
n n n
rovnice tgu = -pu
n n

e JARYY. 3 R" 20
2 k 0 k

- S 8 g
k 1 k

Navod: pouzite vztah %;lmem(x)l = x"J l(x) a integraciu per partes.
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4.4 ULOHY NA KRUHU

V tejto C¢astl sa budeme zaoberat riegenim uUloh s Laplaceovym operatorom
na kruhu alebo Jeho ¢asti.

Laplaceov operator v kartézskych suradniciach ma tvar

2 =2
A:g__2+o_
IxX ay2
a ak zavedieme polarne suradnice
X =P ecosp , Y=1r sin ¢
mdézeme ho vyjadrit v tvare
-2 : 2
bl B R T £ e
ar ; r2 apz
Riedme Dirichletovu okrajova ulohu na kruhu s polomerom a
Au w0 e ica® (4.1)
WYY =i e V) x%+ y2 = a? (4.2)

Po prenasobeni Laplaceovho operatora v polarnych suradnicliach funkciou s
ma OU (4.1), (4.2) tvar

2 a%u au . a%u
r<—+

5 ) + ST O 2.0 8 Fr Cagt0 £ 9ois 21 (4.3)
or o9

u(a,p) = flg) , 0 < 9 < 2n (4.4)

Hirs0) ="uir . 25l % U ¢ Fr - u (4.5)

Podmienka (4.6) vyjadruje spojitost riesenia, rovnako predpokladame a}

spojitost funkcie £ na Jjeho hranici, a teda aj splnenie vztahu
£(0) = f(2n).
Hladajme riesenie rovnice (4.3) v tvare u(r,p) = R(r)o(e). Metddou sepa-

racie premennych dostaneme

STa R e e A
odkial
r’R'' + rR* - AR = 0 (4.6)
@'’ + A0 = O (4.7)
®(0) = ®(2n) (4.8)

Riesme najprv ulohu (4.7), (4.8). Aby existovalo jej nenulové riesenie, musi
byt A 2 0. Ak A = 0, riesenim potom je lubovolna konstanta
00(0) = Ao
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AK A > 0, vseobecné riesenie rovnice (4.7) ma tvar

®(p) = A cos Vip + B sin Vg

a z podmienky (4.8) dostavame

YA = n pre nw=i 3,8,

® (p) = Acos np + B sin np, n = 1o @y By
n n n
Dosadenim hodndét A := A = n2 do rovnice (4.6) dostaneme rovnice

r?R'* + rR' - n°R_ =0 (4.9)
n n

n
WL TR0 e

Dosadenim sa lahko presvedé¢ime, Zze véeobecné riesenie rovnic (4.8) ma tvar

Ro(r) &G Danir orE> 0 (4.10)
Rir) = CrYd DEt D0 0 e 20 o (4.11)
n
(Rovnica (4.9) Jje typ Eulerovej rovnice a substituciou r om o Ju mozno
transformovat na ODR 2. rdadu s konstantnymi koeficientmi) ([(10], (18]).

Aby riegenie pdévodnej Laplaceove) rovnice bolo ohranic¢ené v kruhu polo-

meru a, musi mat riesenie rovnice (4.8) vlastnu limitu pre r =» 0+ , a teda
v (4.10) a (4.11) kladieme D = O.
Potom riesenia rovnice (4.3) dostavame v tvare

u (r,p) = Cr"(Ancos ng + anin np) -pre: R i=<0; 14-2,

n
Riesenie okrajovej ulohy (4.3), (4.4), (4.5) vyjadrime v tvare radu
w (o))
= = I 2
u(r,e) nzoun(r,w) a, + n21r (ancos ne + bnsln ne) (4.12)

Z okrajovej podmienky (4.4) dostaneme vztahy

(4]
f(p) = u(a,p) = a_+ z a"(a cos np + b sin nyp)
0 S n n

odkial z tedrie Fourierovych trigonometrickych radov

1 2n
8, = 5 jo f(p) do

) 2n 1 2m
an = J f(p)cos nep do , bn = J f(p)sin ne de¢

Riesenie danej ulohy ma potom tvar

{ 2N
u(r,e) = I f(p) do +
0

o n 2mn
1 r 2n
= nzl[g) [[Io f(p)cos nwdw]cos ne + [I f(p)sin nodp]sin np]

e 0
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Druha uloha, ktorou sa budeme zaoberat, je uloha o prieénom kmitani
tenkej kruhovej elasticke) membrany s polomerom a, ked uvazujeme iba osovo-
symetricky ohyb. Laplaceov operdtor nezavis{ v tomto pripade od premennej ¢,
to znamena, Ze jeho tvar jJe

[ Jal
ar?

Ak predpokladame, Ze membrédna v ¢ase t = O mé tvar, ktory je dany funkciou

A = +

==
Q‘IQ
3

f(r) , za¢ne kmitat s nulovou zaé&iatoénou rychlostou a na okrajl r = a Je
pevna, potom ZOU pre jej pohyb mdéZeme sformulovat takto:

2 ;
2 0 u
utt = cC { —_— i o%u ] v Vil ot 8

ar2 r or
Uir;0) = TUpYy . O 9 S:g
ut(r.O) = 0., 0 s'Pa. a (4.13)
uta ity g Sew 2 0
lim*u(r,t) < ®
r=0
Posledna podmienka znamena, Ze vyzZzadu)Jeme, aby riesenie bolo v bode r = 0

ohranic¢ené. Riedenie opat vyjadrime najprv v tvare
u{r,t) ==R(r)I{t)

Po dosadeni do vlinovej rovnice dostaneme:

R PPk Gl R o L T e A
R e P
a dalej
rR! Y #RR* 2 APR =0 (4.14)
T'* + Ac’T = 0 (4.15)
Rovnica (4.14) mbéze byt vyjadrena v tvare
d dR 3
- - = (4.16)
. [ r ] + ArR = 0
a spolu s podmienkami
R(a) = 0O (4.17)
lim R(r) < o (4.18)
r=0

dostaneme Sturmovu-Liovilleovu ulohu pre Besselovu rovnicu nultého radu.

Z predchadzajucej ¢astil vieme, ze jej riesenim je postupnost vlastnych hodnét

ez
A = [—EJ combmnd s w8y 81 S (4.19)

a vlastnych funkecii

(4.20)

]
[ 5
(=]
—
| =
2
e
el
=
]
-
[)
W

R (r)
n

kde Jo je Besselova funkcia radu 0 a

Ja) nb .o nwey BN
0 n
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ri¢om
” 0

0
< K, < Ky <

0 S u?

Dosadenim A = A do (4.16) dostaneme rovnice
n
AR A czT o 0y, e 1 2, . (4.21)
n n n n
Vseobecné riesenie rovnice (4.21) je potom vzhladom na (4.19)

0
5 m

T (t) = A cos —ct + B sin —ct
n n a n a

a riesenie ZOU (4.13) ma tvar radu

(L)
u(r,t) = ) R (r)T (t) =
av i n n
A % = (4.22)
B n n n t,)
= z Jo( 2T ](Ancos g—ct 3 anln ge
n=j
za predpokladu, 2ze rad konverguje. Derivovanim radu (4.22) podla %
dostaneme:
0 0 0 0 0
- n n n n n
ut(r.t) - 21 JO[ = ](—An = sin E-Ct o Bn 3 €os a—ct)
ne
Z podmienky u‘(r,O) = 0 vyplyva Bn = 0 . Riedenie ma potom tvar
0
N “n un
Bir.rj) = nZ‘ An Jo( T Jcos Efct (4.23)
Koeficienty An ur¢ime zo zac¢latoéne) podmienky
un
u(r,0) = f(r) = & [ Hp ]
n 0 a
n=j
odkial
0 0
a un a “n
j rf(r)d [——r ]dr 2! rfirsd [ —r ]dr
o o a o 0 a
;e g w0 — (4.24)
a H a [J1(“ )]
f r[ J [ —r )] dr it
ol a

0
Potom riesenie ulohy (4.13) je dané radom (4.23) s koeficientmi (4.24).

Integraly vo formule pre koeficienty A mozno vyjadrit analyticky len
n
pre niektoré 3pecidalne typy funkcii f ., vo vseobecnosti treba pri vypocéte

pozit niektoru numericku metdédu. Hodnoty Besselovej funkcie J mozno najst
0
v tabulkéch Besselovych funkcii.
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4. Najdite riesenie Laplaceovej rovnice vnutri kruhového vyseku O < r < R

CVICENIA 4.4

1. Metdédou separaclie premennych najdite riegenie ZOU pre rovnicu kmitania
kruhovej membrany s polomerom R , ktora je upevnend na okraji , v d¢ase

t = 0 ma tvar rotaé¢ného paraboloidu a zadéne kmitaf s nulovou zaé¢iatoénou
rychlostou.

Matematicka formulacia ZOU je

2
el
u :Cz[_u+la_u]'r(R't>()
te 2
ar o

I oy
g

u(r,0) = A[l - ——] 3310 gl e oty 108 -
R2

ut(r,O) mig s ORe r € R

iRyt ) = Qv t = O

im-uair,t) € ©

r-+0+

2. Metddou separacie premennych najdite riegenie ZOU pre rovnicu kmitania

kruhovej membréany s polomerom R , upevnenej na okraji a kmitajiacej v pros-—

tredf{, odpor ktorého Jje umerny jej rychlosti. Zaéiatoény tvar membrany Je

dany funkciou ¢(r) a zaéne kmitat s nulovou zaéiatoénou rychlostou.
Matematicka formulédcia ZOU je

a%u , 1du

_— t — ] PSR @ (hije nalé ¢islo)

ar2 ror

u(o,t) je koneéna , u(R,t) =0

u - ] 10 BRI cz[
tt t

i Oles glr) oS = a

ut(r,O) =0, 0:< riaR

3. Najdite rozdelenie teploty vo vnutri nekoneéného kruhového valca s polome-

2

rom R , ked zac¢iato¢na teplota valca je rovna u(r,0) = uo[ i EE ] a
R

boénad plocha valca sa udrziava pri nulovej teplote.

Matematicka formuldcia ZOU je

2 3
RETSL (e b 1 Ou
Yo m ¢ [ 3:5 + k- ) vdeCapaG iRyt >0

n
o

u(r,t) ohrani¢éena, u(R,t)
2
r
u(r,0) = uo[ 1 EE ] e pos R

0 < ¢ < a , ktoré splna OP

u(r,0) = u(r,a) = 0 , u(R,p) = Ap
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N

VYSLEDKY CVICENI 4.4

r
J = u ;
u(r,t) = 8A § ol!n R cos ﬁﬂct , kde p_ sU korene rovnice
n=1 u: Jx(“n)

Jo(un) = 0
jiir
J ! L ! R e
o
. B h 0 R n ¥
ulr,t) = 57 Z e'"[cos at + == sin ant] = : f sw(s)Jo( R ]ds
R® n=1 n Jx(un o
cu 1/2
= s h2
kde " su korene rovnice Jo(un) Q8 @ { Rz
r 2
® J |u R -(U c/R) t :
ul(r ¢} = 8u L5 e , kde m su korene rovnice
’ o X
n=1 U Jl(u )
Jo(pn) = 0
2A ® 3 - niti/ax sin ng
e e B Navod: zavedte poléarne
u(r,e) = z il ( R n -

suradnice.
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4.5 ULOHY NA OBDLZNIKU

Uz v predchadzajuce) c¢asti 4.4 sme skumali eliptickd ulohu s dvoma
priestorovymi premennymi a hyperbolicku Glohu s dvoma priestorovymi a Jednou
¢asovou premennou. V pripadoch prve) ulohy sme nemall 2ziadne tazZkosti so
separaciou dvoch premennych, potrebovali sme iba vyrie&it trochu odlignu
ulohu na vlastné hodnoty a vlastné funkcie. V druhom pripade nam

zjednodusilo to, Ze sme sa obmedzili iba na osovosymetricku ulohu,

situéaciu

a tak sme
vlastne zredukovali dve priestorové premenné na Jjednu - polomer kruhu. V

tejto ¢astl budeme riesit obdobu Sturmovej-Liouvilleovej ulohy na obdIzniku,
a nle na intervale ako doteraz. Tato uUloha je dblezitd pri rieseni ZOU hyper-
bolického a parabolického typu s dvoma priestorovymi premennymi a jednou
¢asovou premennou na obdlznikovych oblastiach.

Skumajme teda Ulohu na vlastné hodnoty a vlastné funkcie pre Laplaceov
operator na obdlzniku <0,a> x <O,b>.

AUk A QT U Qg )G AT T (65.1)

pricdom A > O s podmienkami:

U0 -v) "m OF R Ty S

ule,y) = 0" "0 "< vis B (6.2)
u(x,0) =0 , 0 s x < a i
S o) e o PER(0 I - TR e

Rovnica (5.1) sa nazyva (homogénna) Helmholtzova rovnica. Ulohu (6.1)-(5.3)
budeme rie&it metddou separacie premennych. Riesdenie hladdme v tvare

ulx.y) = X(x)Y(yv)

a po dosadeni do rovnice (6.1) dostaneme:
X'I Y"

s sl

e Y et
kde p > O . Teda musime vyriesit Sturmovu-Liovilleovu ulohu
p GG 10 SR

s podmienkami
X(0)y =07, "X(a) =0
Jej) riegenim je mnoZina vlastnych hodndét

2
k1t
“k’[—a] TR

a im zodpovedajucich vlastnych funkcii
knx

Xk(x) - Aksin S

Ostava nam e&te vyriegit druhd rovnicu
v

—Y——g—(k_uk)
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Nech y= A& =3 @ 0 Rie&ime teda Sturmovu-Liouvilleovu ulohu

le,._vv-o
Y(0) =0 , Y(b) =0

ktorej riedenim je mnozina vlastnych hodndt:

2

nn
BN [ )i e

a im zodpovedajucich vliastnych funkcii

Yely) = anln L 4

Tak dostavame, 2e

T

su vlastné hodnoty a

knx nny =
EhER Lol LS e i BT DS IR (B U WS
ukn(x,)) cknsin & sin b

(c = AkB ) zodpovedajuce vlastné funkcie.
kn n

Druhy problém, ktory budeme riesit, Jje dvojrozmerny problem vedenia
tepla v tenkej obdlZznikove] doske. Uvazujme obdlZznikova dosku so stranami
dizky a , b , ktora je tepelne izolovana od svojho okolia na stranach x =0
a x = a . Ostatné dve strany sa udrziavaju pri nulovej teplote. Nech

zac¢iatoéné rozdelenie teploty v doske Je dané funkciou f(x,y). Hladame

riesenie ZOU:

o KA O ¢ex ¢a . U CY<Db , >0 (6.4)
ulx .y 0) = fixy) ., 0 sx sa: 0SSy s b (6.6)
u‘(O.y,t) =0 (6.6)
u‘(a.y.t) =0 (6.0}
u(x,0,t) =0 (65.8)
u(x,b,t) = 0 (6.9)

Danui Glohu budeme rie&it metédou separécie premennych. Pretoze hladand funk-
cia uix,y.t) je funkciou dvoch priestorovych a jednej c¢asove] premenne],

riegenie budeme hladat v tvare
alx,y.,t) = U(x,yT(t)
Po dosadeni do rovnice (p.4) dostaneme

.

e o St

kde A > O . Odkial dostaneme dve rovnice
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i+ AKT =0 (6.10)
AU + AU = 0 §8.11)
Uloha (6.11) s podmienkami:
Ux(O.y) =0 , U'(a.y) =0
Ux,0) =:0:,: Ulx,b) = 0

Je podobnd s predchadzajucou ulohou, tuto Glochu nebudeme podrobne riesgit

¢itatel sa méze podobnym spdsobom ako v predchadzajucej Glohe presvedéit, ze

g k g n 5
A n[[g] +[5]],k=0.1,...,n=1.2,

su vlastné hodnoty a

& . knx nny
ukn(x,y) = a cos b sin i ] ) ptte RN T W (G 2
su zodpovedajuce vlastné funkcie. Dosadenim A ) do (5.10) dostavame
kn

riesenie rovnice (6.10) v tvare

2 2
e-[(k/a) +(n/b) ]ﬂth

Tkn(t) =C
Potom riesenie rovnice vedenia tepla na obdlzniku, ktoré splha okrajové
podmienky (6.6) - (5.9), mbézeme napisat v tvare
u(x,y,t) = i ia e_—((k/a)zun/b)zmzmco Bk nny
Y L L e B sin s (56.12)

(6.12) je dvojity Fourierov rad, ktorého koeficienty su:

a b
B o E% fofo rix,y) sin E%l dxdy (6.18)
a8 pra K el
s sl & knx nny
on  ab J"OIO f(x,y) cos === sin —=p= dxdy (65.14)

Teda riegenie rovnice vedenia tepla v obdlzniku je dané vztahom (5.12) s

koeficientmi (6.13) a (6.14).

CVICENIA 4.5

1. Metéddou separacie premennych rieste ZOU kmitania &tvorcove] membrany,
votknutej po svojom obvode, ktord v ¢ase t = 0 ma tvar Axy(b - x)(b - y)
a zaéne kmitat bez zaéiatoénej rychlosti. Matematicka formulacia tohto

problému je takato:

uu=czAu.0<x<b.0<y<b.t)0
{0, ¥.it) = ulh y, ) =0 Ord vy s Th Swen 2480

u{x,;0,t) = uw(x, byl = 0 0= X Sb 4620
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u(x,y,0) = Axy(b - %)l g} Ly A .
$ 1 -[_.]4-[_2] el ;
u‘(x.y.O) =0 kn a b ) ’ » 2, 3, a u_ su korene rovnice
B ny
t - - = o K7t
B B . a u (x,y) = sin === sin B
(2k + 1)nx (2n + 1)
2, 2 @ ® sin ny
32a’b z < cos o ;
(2k + 1)%(2n + 1)°

6. U(x,y,t) L .
n k=0 n=0

a vlastné funkcle ouU:
2 2
o~ ((2k+T/a)" + ((2ne1)TL/2b)7IKE

2. Najdite vlastneé hodnoty
Ay & Kusei Qg yroreRTs e cy ¢ h
ullD, ¥y = a1 y) =0, O<ysh
u(x,0) = 0 , u(x,h) = au {x.h) =0+ 0 'SK S 1 , a = const
y X
3. Rieste ZOU:
By KAu 5 Q. CoXaN B ey ¢ Db
u(o,y,t) = u(a,y,t) = 0. 0=y sDb
nix.0,0) & U (. D) =0 ; O:s N & 8
y
u(x,y,0) = x(a-x)y
4. Najdite vlastné hodnoty a vliastné funkcie ulohy:
B %aAn = 0 320 € X S & 5 0 ¢y ¢'b
u(0,y) = u(a,y) =0 , 0 sy s b
ulx.,0) = 0 , ulx,bl * uy(x,b) ans 0 S X <D
6. Rieste ZOU
e Kl <0 €% da 70 € ¥y ¢ b e 0
u(0,y,t) = ufa,y,t) = O .0y SshH &t 5.0
u (x;0,t)Y =l ;bt) ="0 ; 0's X+S et 0
y
ulx. ¥.0) = x(a = X)(Bh & y)2
VYSLEDKY CVICENI 4.5
K+ 1 2n + 1
_ 64Ab4 ® ® sin ———S——nx sin ———E__"y
1. Bix,y.C) = = z z X
«' e Gk S IF I Y1)
XCOS ¥ (on . sl (an + 1P 9%£
2 S
el k1t n
2. )‘kn‘[ﬁ]*‘[’h—].k.n—l.Z,S, :
( /) = si e . X a
u_ix,y} »8 n X sin gV kde u ~su korene rovnice tgun = f By
3. mix.y,5) =
2k + 1 2n + 1
2 ® o sin ——nx sin —f—
g 64a5b z z 2 2b -((Zkol)ﬂ/a)2*((2n+1)1!/2b)2)Kt
n k=0 n=0 (2k +.1)%(2n + 1)°
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4.6 NEHOMOGENNE ULOHY

Riesenie nehomogénnych parcialnych diferencialnych rovnic budeme
demonstrovat na najjednoduchsich ZOU pre parabolicku a hyperbolicku rovnicu,
Uvazujme nehomogénnu rovnicu vedenla tepla a nehomogénnu rovnicu Kkmitania
struny, t.j. hladana funkcla u bude zavisiet iba od jedne]J priestorove)

premenne])
ittt -
t }=cu (x,t) + £ix,t) (6.1)
o tx,t) i
e
Funkcia f(x,t) vyjadruje vnutorné zdroje tepla v pripade parabolickej

rovnice vedenia tepla a kolmy tlak na strunu v pripade hyperbolickej rovnice

kmitania struny.
Najprv uvazujme rovnice (6.1) s homogénnymi zac¢iato¢nymi podmienkami

u(x,0) = 0
},Osxsa (6.2)
u{x,0) =9 ut(x,O) =0
a s okrajovymi podmienkami
au(0,t) + Bu‘(O,t) = 0., 20 (6.3)
nia .t % 6u‘(a.t) =iy L2 0 (6.4)

Riesenie na zaklade vety 4.1 mdézeme rozvinut do Fourierovho radu podla orto-
gonalneho systému vlastnych funkecii {Xn} Sturmovej - Liouvilleovej ulohy
Xiteg A miQue Qg ¢ 8

aX(0) + BX'(0) 0

0

yX(a) + 6X'(a)

ktoru dostaneme metodou separacie premennych z homogénnej parcialnej diferen-

cialne) rovnice. Teda riesenie hladéme v tvare

o
ulx,t) = z‘y (t) X (x) (6.5)
n n
n=1
kde
1 a
¥ (t) = = [ uxt) X () ax (6.6)
x| 0 b
n
Funkciu fix. t) rozvinieme do Fourierovho radu podla ortogonalneho systéemu
vlastnych funkcifi {Xni a oznacime:
1 a
£ (t) = o f Tix, 61 8t ax (6.7)
X 12 “o g

vztahy (6.56) a (6.7) dosadime do rovnice (6.1) a dostaneme rovnost dvoch
Fourierovych radov. Porovnanim koeficientov pri &lenoch funkciach X (x)
n
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dostavame systém rovnic:

¥ (t) }
== ¥(t) + T (t) (6.8
Ll g e " :

s doplnujucimi podmienkami pre parabolicku rovnicu:

a
¥ (0) = —— [ u(x,0) X (x) dx = 0
BT &
n
a pre hyperbolickd rovnicu
1 a
¥ (0) = - J' ul(x,0) X (x) dx = 0
10 el i
n
: 1 ‘
¥'(0) = j u (x,0) X (x) dx = 0
n 2 t n
Ix_ 1% %o

Tak dostavame nehomogénne lineadarne obyc¢ajné diferencidlne rovnice, ktoré uz
vieme riesit . V pripade parabolickej rovnice mame

. A (t-s)
ity m L2 fn) 6t i (6.9)
n 0 n
a v pripade hyperbolickej rovnice riesenie je
1 t
¥ (t) = — [ £ (s) sin VX (t - s) ds (6.10)
VA 0

n

Teda riesenim ZOU pre parabolicku resp. hyperbolickd nehomogénnu rovnicu je
rad (6.5) s funkciami Wn(t) definovanymi vztahom (6.9) pre parabolicku
a vztahom (6.10) pre hyperbolicku rovnicu.

ZOU pre parabolicku alebo hyperbolicku parcialnu diferencialnu rovnicu

ut(x,t) s
} =cC ux‘(x,t) + TR A) 70 ¢ RiSen (6.11)

b (6 19 4),
tt

s nehomogénnymi zac¢iatoénymi podmienkami

u(x,0) = ®(x)
0 s %X's '8 (G.12)
u(x,0)

Qx5 ut(x,O) = ¢1(x) }
a s okrajovymi podmienkami (6.3) a (6.4) rilesime tak, 2e riesenie hladame
v tvare suétu dvoch funkecif

ulx . t)e s vinif) + wix t) (6.13)

pri¢om funkcia v(x,t) Je riesenim ulohy

v (%.5) “
s } sreiy . GEEY QKN & (6.14)
x

x

Ve t)

tt
so zad¢iatoénymi podmienkami
v(x,0) = ®(x)

} 008 xS a (6.15)
v(x,0) = &(x) , vt(x,O) - 01(x)
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