Rie¥te »krajovi dlohu pre Leplaceovu rovnicu v medzikruZ{ o<9' <r<92,
sk si dené okrsjové podmienky

o) ulg,, ) = g (¥), u (92, @) = g,(¥)

b) u(q‘. ({’)

du
c) — (g, ) = g, (@), ulg,, ¥) = g,(¥)
dr

3
g, (@), —2 (9 .Q) = 32(¢)
1 ar 2

7. Ndjdite staciondrne rozdelenie teploty v doske tvaru kruhového vyseku
0<r<g, 0<Y<e<, ek je dand teplote na jeho okraji: u(g,(p) = g(@),
u(r,0) = u(r,0¢) = 0.

8. Riedte Dirichletovu okrajovd dlohu - &u = f(r, @), u’aQ= 0, pre prie-
hyb kruhovej membrdny 2 polomeru 0, ak

A(:oef
2

a) £f(r, Q)

Ar2

b) £(r, Q)

Ndvod: PouZite vzorce (2.43), (2,44).

9. Néjdite staciondrne rozdelenie rozdelenie teploty u(r,so,z) vnitri val-
c8 pslomeru o ® vysky d, ek

z
) u(r, ¢,0) = ulr, @,d) = 0, u( , 0,2) = A 1 = =
2) u (,0 u (,0 ulo (p z z( d)
) au( C{) ) ( ) ( (
D) = : ,0) = — 2 ,a) * O . ' B) =
= r . r (P ule (P z g(z)

(Obe zékledne velca si tepelne izolované)

n

c) u(g,(p,z) u(r, ¢,2z) =0, u(r, ¢,d) = 92 7 ,.2

du
d) u(r, p,0) = = (p,¢,2) =0, ulr, ¢,d4) = g(r)

du
u(r, ¢,4) =0, -k 5 (r, ¢,0) = q
z

(cez dolnd zékledAu prddi kon3tantny tok tepla q)

e) ulp, ¢,2)

10. Ndjdite potenciél elektrostatického pola v polonekoneZnom valci polo-
meru ¢ pri nulovom néboji, ek

8) jeho povrch je uzemneny 8 zéklsdfie mé potencidl V
0

b) Jjeho zékledfis je uzemnend a povrch mé potencidl Vo

Ndvod: PouZite pndmienku 1lim ulr, ¢,2) = 0
zZ >0

11, Ndjdite rozdelenie teploty vo valci polomeru @ @ vidky d, ek v nom
pbsob{ zdroj tepla vyjadreny funkciou tepolnej hustoty ¢ = t(r, p,2),
prifom

a) na povrchu je udrZiavanéd nulovéd teplota a obe zékladne si tepelne
izolované,

b) ne zékledniech je udrZisvend nulové teplots & povrch Je tepelne izo-
loveny.

12. Rie3te okrajovi dlohu pre Lapleceovu rovnicu v guli polomeru 9, 8k

C0321"

) ulg,¢,d)
b) u(g,(p,'ﬂ') = gin® ¥

3 e
) (u* u)“?,‘ﬁ.%ﬂwosz&; e 0 g

or




e
lll. Nestacionarne rovnice

n
+. Wech ns )0y, NGy =6, 1 435, Ldeflieens 0}
{=1

a feC(), flniGH'(ﬂi); 2 dynemls
‘ v tejto kapitole sa budeme zsoberat parcidlnymi diferencidlnymi rovnicemi

Dokédite, 2e fEH (. 2, rédu vyjedrujicimi fyzikélne deje zAvislé od gasu, V rovniciach bude vy-
gtuonvat popri priestorovych premennych Xyy seey Xp 8) &esovéd premenna t.
Medzi ne jd8leZitej3ie nestacionédrne rovnice patria psrabolické rovnice mode-
lujice procesy vedenise tepla a difuzie a hyperbolické rovnice vy jedrujice
kmitenie, slebo vlnenie. Pri rieden{ budeme pouZivat podobné metody 8ko
v II. kapitole, & to metodou separédcie premennych & integrélae metody. Bu-

deme pritom vyuZiivet niektoré vysledky 2z teorie eliptickych rovnic.

§1. NIEXTORE FYZIKALNE DEJE VYJADRENE NESTACIONARNYMI ROVi' CAMI

1.1 Nestacionérne vedenie tepla a difdzia

3

Uva¥ujme teleso zaberajice ohranifend oblast QCR”, v k Trom al spojite
rozlo%ené s &esom sa meniece tepelné zdroje vyjedrené f. <ciou

£ :Q x (0,0) — R - hustotou rozloZenia tepelnych zdrc ov v tase t. Bu-
deme postupovat podobne a8ko V pripade staciondrneho vedenia tepla v kap.
II, 1.1. Urobime tepelni bilenciu v lTubovolnej Zasti Dc<x v malom &asovom

intervale (t,t + A t). MnoZstvo tepla vyprodukovaného zdrojmi f Je rovné

Ty " ( gg( £(x,t)dx) & t, x = (x‘,xz,x3)
D

8 tok teplas cez povrch D V smere vonks jdej normaly je

du
Q, = -( 4§>k(s) — (g)ds) & t
on
oD

kde k : Q) — R Je funkcia - koeficient tepelnej vodivorsti &
u:9 x (0,0) =R Je (neznéme) funkcia popisujuca rozloZenie teploty
t. Na rozdiel od stacionarneho pripadu uvaZu-

v telese - oblasti 2 v lase
jeme &j mnoZstvo tepla

| Q3=(§§§c<x)9<x);dx)m.

ktoré sa spotrebuje na zmenu teploty v Zesti D 28 xasovy dsek (t,t + &),
pri%om ¢ :$2 — R je merné teplo a8 ¢ .. —> R Jje hustota telesa.
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Podls zékone o zachovan{ energie plati

a po vydelen{ s &lenom At dostaneme tym istym spOsobom ako v pripade st
ciondrneho vedenis tepla rovnicu pre nestacionérne vedenie tepla g

XeEQ tE.(O,m)

du
c o by div (k(x)gred u) = f(x,t); (1.1)

Rovnakého typu je a&j rovnica nestaciondrnej difiuzie

du
c é_ - div (D(x)gred u) = f(x,t);
t

XED i 1 -4€(0:00 ) 1.:2)

kde ¢ je koeficient porovitosti prostredia, D je koeficient difizie a

funkcis u vyjadruje koncentrédciu difundujicej létky.

1.2 Rovnice kmitania a vlnenia

Uvn¥?jme proces kmitenie tenkej struny, ktord nekledie odpor priehybu, ale
kladie odpor roztehoveniu, t.j. vektor nap#dtia vznikajiceho v strune ;éamn
dotyZnice k jej okemZitému profilu. Budeme skimat iba teké kmitenie, pri kto-
rom struns ostédve v jednej rovine a vektor posunutia je v kaZdom boée kolmy
ne os o, (prieZne kmity). Poloha struny je potom vyjadrend funkciou

U: (e,b) x {(O,m) —R, kde (a,b) je interval (aj neohrani&eny) na redlnej

osi o a {0,00) %a : :
x ( sovg interval. Nevy3e skumeme len malé kmity, t.j. moi-

no zanedbat vyraz (Q&) . :
3 a velkost T napédtia vznikajiceho v strune nezé-

visf od t (obr. 17).

%L’;

=u(l)

l
l
I
|
|

Y

X, x; X

A O, 1Y
aat kKmite juicej struny

-,49-

prie¥ne kmity si spdsobené vonkajs{mi eilemi a priemetom T ,6 napities ne os
u, ktory mé velkost

du
tgoC )
T =T einoc =T - = T - = 7 Eg
v 1+ tgPec e (%‘1) ax
X

Nech (xl,xz) je Tubovolny intervel. Hybnost %asti struny v intervale

(x,,%p) v Zose t je rovné

X
2 3
u
H(t) = g — (x,t) 0 (x)dx
ot
*

je funkcia d{¥kovej hustoty struny. Podla druhého Newtonovho zékona

kde
t = t2 i, rovné impulzu p8sobiacich eil, ktoré

je zmene hybnosti z8 tas

sa v tomto pripade gkladaji zo sil napétia Tu = T %% pdsobiacich na kon-

p &

(vnitri intervalu sa zrudia) a z vonkajsich sil f F(x,t)dx,
X

coch Xy, X,
1

kde F je hustota tychto sil. Plat{ teda rovnost

X .
P i ( )} (x)d
e (x5 Lo (X e
g \ZSt b 1 paneS
ot

X
It du du 2s2
= —_— +
-S [T(xz) 5; (xz,t) - T(xy) = (xl,t) dt

t

F(x,t)dxdt

[ad
- -+
St

X
1 2
erencovatel’nd, potom pouZitim Legrenge-

je dvekrat spojite dif
x2> a vety o stred-

Ak funkcia u
na intervaloch (t,,%57, (Xys

ovej vety o strednej hodnote
nej hodnote pre integrdly dos

percidlnu diferenciélnu rovnicu

taneme po predeleni s vyrazom (t2-t‘)(x2—x1)

2 : .
9u G) du
gix) —a ' e (T(x) g—) = F(x,t) (1.3)
3t2 ox X
ktord v pripade kondtantného napdtia T @ kon3tentnej hustoty ¢ mé tvar
2 2
9u 9%u
—_— - g% — = fx,t) . (1,4)
32 ax?
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kde a i

)

Rovnica (1.4) sa nazyve aj vlnové rovnica.

1
r(x,t) = - F(x,t)
Q

Vv dvojrozmernom pripade vy jedruje rieSenie u rovnice

3%u
g(x) £ div(T(x)grad u(x)) = F(x,t) (1.5)
ot

(x,t)enx (0.); A€ R2

prie¥ne kmity membrény, ktorej priemet do roviny (xl,xz) je oblast O .

V trojrozmernom pripade rovnica
32u 5 3
—: - qLAU = f((,t), ()(,T-)QR X (O)m) (‘ 6)
e :
snpisuje proces 3f{renie zvuku v homogénnom prostredi a elektromagnetickych
vin v homogénnom nevodivom prostreif. Funkcia u mdZe vyjedrovat hustotu
s tlsk plynu, potenciél rychlosti kmitejuceho plynu, eko aj zloZky napitia
nestaciondrneho elektrického » megnetického pola & im zodpoveda juice poten-

ciély.

Ak kventova #sstice hmotnostli m, 88 pohybuje v 3ilovom poli 8 potencié-

lom V(x). potoz jej vlnové funkcia Y je riedenim nestacionérnej Schrddin-
gerovej roviilce
3 ¢ h<
Rl Ui 0 AY - Vix)Y(x,t) =0 (1.T)
“0
1 S -217
kde 1 = 1 4,11 je Planckova kon3tantsa.
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62, PARABOLICKE ROVNICE

v tejto &asti sa budeme zaoberat rovnicami vyjedrujuicimi nestacionérne ve-
denie tepla a difdziu.

2.1 Zékladné dlohy pre parabolickd rovnicu

pefinicia 2.1. Nech L je elipticky operdtor v oblasti q (C R® tvaru

m

0 du
(Lu)(x) = -. 2- S;T (aij (x) ng ) + q(x)u(x)
i, J=1 1 3

Potom parciélna diferencidélna rovnica

dJu
5—+Lu=fuﬁh (x,t)exx (0,m) (z.1)
t

se nazyve perabolické rovnica.

Porovnenim s (1.1), (1.2) vidime, %e rovnice pre nestacionérne vedenie tep-

le & difyziu sid parabolické.

Podobne ®ko v pripade eliptickej rovnice aj v perabolicke] rovnici hladéme

rieSenie, ktoré nkrem rovnice (2.1) splna 8 niektoré daldie podmienky.

Definfcia 2.2. Ze&iato&nd dloha pre parabolickd rovnicu je @loh&e néjst

funkeiu u : R® x {0, ) -»R, ktord je riedenim rovnice (2.1) na mnoZine

R® x (0,0) =& spine za&isto&nd podmienku

u(x,0) = uo(x), x € R® (2s2)

kde u, R® — R je dané funkcia.
K Zakiato&no-okrajové dloha pre pa-
g :&x (0,0) —R, ktoré je rie-

apiﬁe gggiatoénd podmienku

Definficia 2.3. Nech 2 je oblast Vv
rebolicki rovnicu je ulohe ndjet funkciu
na mno%ine St X (0,m),

Senim rovnice (2.1)

Mxﬂ)=|%(ﬂ, X €S2 {2.3)
8 okrejovi podmienku
du
o<(s,t) — (8,t) * /G(s,t)u(s,t) = gls,t), (s,t) €052 x (0,0)
o (2.4)

A




kde u,
Bls,t) 20, ocla,t) + Ala,t) >0 pre vietky (s,t)€0R x(0,m) o

o
3 du

a E (8) — (s,t)n;(8); (s,t)€dQx(0,m),
—nA (B.‘) ; J‘l ‘ij 8 a‘i J

prifom n(s) = (n,(s),...,nm(a)) je jednotkovy vektor vonkajSej normély

k hrenici 8 v bode sedsSL.

Teda pri zeXistoZno-okrejovej ulohe kombinujeme zeZisto¥nud podmienku vzhlg.
dom ne ¥se & okrajové podmienky zndme z teorie eliptickych rovnic.

2.2 Jednozne®nost riedenia zaiatolnej & zagiato&no-okrajovej udlohy

Podobne ako v pripasde eliptickej rovnice budeme sa najprv zaoberat otdzkou
jednoznalnosti riedenia zalistolnej a za&iato&no-okrajovej Ulohy a 8% v dal-
5{ch &astiach &issto¥ne aj existenciou rie3enia. Problematika existencie
rieSenia je dost néro¥néd & 8j v tomto,pripade sa zavéddza pojem slabého rie-

Benia (podrobnejdie nepr. v [5], [12], [18]).

Nech DCR™'. Symbolom c®' (D) budeme ozna¥ovat mno%inu v3etkych funkcif
u : D—>R, ktoré maji spojité na mnoZine D v3etky parcidlne derivécie

2
9°u du
5———3—— e spojitd parcidlnu derivéciu 5— . S2bude nadelej znamenat ohrsni-
x. Ox. t
1 J

Zendi oblast v priestore R®. Zevedieme e3te nasledujice mnoZiny:

e Tty N e B T

kde t 2 0O je pevné &islo

Qp = 2x (0,T) - vnitro velca v priestore g s dolnou zékladfiou
f, o vrcholom Q..I., T>0
Bp = 9 <2 x(0,T) - plddt valce < (obr. 18).

Nasledujuca vets mé velky vyznem pri dSkaze jednozne&nosti riesenia zalis-
toZnej & zsliatoZno-okrsjovej dlohy pre parabolickd rovnicu. Obmedzime 88
pritom n& rovnicu s operdtorom L tvaru

Lu = - div (k(x)gred u), k(x) 2k > 0
o

pre vi3etky x €€, k¢ c! (D)

Q—>R; 8o, A0 x(0,00) =—>R sud dené funkcie, oC(s,t) 20,

e,
// \\
e ~
%
/—/ \\
Xq Xy~
Obr. 18
Casovo-priestorovéd oblest rie3enia parabolickej
rovnice

Veta 2.1. (Princip mexima e minime.) Ak funkcia u ec(a;)f\C2'1(QTL)§1T)

je rie3enim homogénnej pesrabolickej rovnice

du

5— - div(k(x)gred u) =0, (x,t)€Qq (2.5)
L
tek
mex u(x,t) = max u(x,t) (2.6)
(x,t) €Qp (x,t) €, UByp
min u(x,t) = min u(x,t) (2.7)
(x,t) €Qp (x,t) €9 UB,

t.j. funkecia u : 6& — R nadobida meximum @ minimum na zékladni, alebo

pldsti vaelca 6}.

D8kez: Ozne¥me M = mex u(x,t), m = mex u{f,t):_
(x,t)eQ'5 (x,t)€Q UBy

C{ele M, m existujdi, pretoZe funkcia u Jje spojitéd na ohranifenych uze-
< M. Aby sme dokézali vztah (2.6),

vretych mnoZinéch 5}, fioL)E}, Zrejme m <

ste®{ ukézet m = M. Predpokladsjme, Ze m< M. Potom existuje bod

.t )E QTL)QT (t.j. vaitri velca, elebo na jeho povrchu) teky, Ze
o’ ‘o

u(xo,to) =M




B v

Z definfcie &{sls m & nerovnosti t - t & T dostéveme nerovnost

M-m M+mn
vix,t) £ M+ ~ =

<M pre vietky (x,t)eﬁoua';

SdiZasne v(xo,to) = n(xo.to) = M. Potom funkcia v nedobida svoje meximum

ne mno%ine Q'.I. v niektorom bode

(¥, ¢, )€ Q‘I‘UQT
V bode (y,t‘) platia nutné podmienky existencie maxima funkcie v ne mno-

fine Q.r:

- (y,t,) Z0 v ( ) =0 o (y,t,)
b e | e yvt‘| i, 2 Fr¥q? = 0; i=1,...,m

Prvéd nerovnost vyplyva z toho, %e m8%e byt By T, aak t.1<'1‘, tak

5—; (y,t;) = 0. Funkcia v potom splne v bode (y,t,) nerovnost

ov
[a - div (k(x)grad v)] (y,ty) 20 (2.8)

Z vyjedrenis funkcie v a rovnosti (2.5) dostsneme vztahy
M-m
2T

av
[a— - div(k(x)gred v] (y,t‘) = - <0

v
€o Jje spor s nerovnostou (.-.3). Teda bod (y,t,) nemdZe byt z mnoZiny
QpUSp, ale je z mnoZiny 5 UBp. Z predchédzajicich dloh Vyplyva, %e po-
tom nuai_ byt m = o a toda plet{ rovnost (2.6), ktorui sme chceli dokézat.

Ak predchédzejici postup zopakujeme s funkciou -u, dostaneme &j analogické
tvrdenie o minime funkcie u, ktoré je totoZné e maximom funkcie -u.

Tvrdenia vety mAZeme interpretovat tak, %e v pripede chybajicich vndtornych
tepelnych (difundujdcich) zdrojov pretieha tepelny (difizny) proces tak, Ze
teplo (difundujica létka) se premiestnuje z miest s vy33ou teplotou (koncen-
tréciou) ne miests s niZsou teplotou (koncentréciou),

Prejdeme teraz k otézke jednoznednosti riesenia zafiatodnej a za&iato&no-
-okra jovej dlohy.

(2.,10)

u(s,t) = g(e,t), (8,t)EIS2 x (0,0) (2.11)

né nejviac jedno riedenie uECz"(Qx(o,o))nc(ﬁx {0,m).

D8kaz: Nech existuji dve rie3enia uiecz'1(ﬂ x(0,m)) NC(fx {0,m ),
i=1, 2; dlohy (2.9), (2.10), (2.11), Potom funkcia

v - u2€C2’1(Qx(O,oo))f\C(Qx {0,m))

je rieSenim dlohy
ow

a—t- - div(k(x)gred u) = 0, (x,t)eqax (0,m) (2.12)
wi(X;0) =0, " €@ (2413
wis,t) =0, (s,t)€9Rx(0,00) (2.14)

PodYa principu mexime ® minima pre lubovolny bod (x,t)e x(0,0),
0<t<T; platia nerovnosti

min w(x,t) < w(x,t) £ max w(x,t)
(x,t)enoust (x,t)eq UB,
kde o = ax {0}, Bp =28 x<0,T.

Na zdklede nulovej ze¥iato¥nej & okrajovej podmienky méme w(x,t) = O pre
vietky (x,t.)en.ou By & teda aj w(x,t) = 0 pre vietky (x,t)€Qp & tym

je d8kez jednozna¥nosti rie3enia skoneny.

V pripede zeXisto&nej ulohy budeme kvdli jednoduchosti uvafovat operédtor
L = -ezA, e8>0, a = kon3t.

Vete 2.3, ZaZisto¥né ulohe

2 - 82Au = £(x,t), (x,t) € R* x (0,) (2.15)
ot
u(x,0) = uo(x), xec R® (2.16)

mé nejviec jedno ohranilené rieSenie
uec ' (R® x (0,00))N C(R" x (0,))
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D8ksz: Nech existuji dve ohrenilené riedSenis
ug € 2 (R" x (0.0 ))NCIE® x (0,@)), 4 = 1,2; Wlohy (2.13), (2,16},
Potom ohrenilend funkcia ‘

w=u - uZGC")’l(Rm x (0,00))NC(R" x {0,))

je riedenim homogenne] dlohy

Ow

. 2Aw =0, (xt)ER x (0,0) (2.17)
wix,v) =0, x¢€ R™ (2.18)
Nec
Iw(x.t)] < M pre vietky (x,t)ERmx (0,00) (2.19)
yznalme
3 = x .t »h*n*1 le\Q, t:O}
- \ X t\t:m*] x| <Q, 130}
B = $({x.5% »rFm*‘ Ixi=g, =% >O}
inkcise y jefinovend vztshom
; 2Mms* |x|2
%) & 3 ) (2.20)
Q 2m82

je rie3enim rovnice (2.17). Na zéklade podmienok (2.18), (2.19) pleti nerov-

nost
iw(x,t)] S vix,t) pre vietky (x,t)EG UB
0
Funkcie v + w, VvV - w su potom nezéporné na mnoZine GOUB e spinaji rov-
r y > 4°7) N 1 ’ . .
nicu (Z. ). No zéklade principu minima dostédvame potom nerovnosti

v +w)(x,t) 20, (v - w)(x,t) Z0 pre vietky (x,t)€3

z ktorych vyplyve nerovnost

. o 2
: & falin 2Wne” / |x|© \
wix.t7}] S vix, L) o + t)
Q Zsz y

pre vietky (x,t)€Q

velx x 3 a 5
KedZe &1s " , "
lo 9 mBZ%eme zvonlit JYubovolne velké, dostaneme 2z {Za)] nerovnost

- * <
|w(x,t)] =0 pre vietky (x,L)é.Rm x (0,00)

B teds w =90 5 m o ¥ : ‘
" R x (0,0) &im Je vz jednoznalnosti rie3enis zak18-

R .
to&nej ulohy (2.17), (2.18) skoneny.
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pri dbkaze jednozna¥nosti riedenia zadiatodno-okrajovej lohy s Neumennovou
alebo Newtonovou okrejovou podmienkou pouZijeme Greenovu formulu podobne

oko v pripade eliptickych okrajovych dloh., Budeme pritom opédt uveZovat elip-
ticky operétor L vo v3eobecnom tvare

(Lu) (x) - : (o, .(x) Bu)
u)(x) = = — (8, (x) =)+ q(x)u(x), xeQ
{ 3= axi 1J axj

Symbslom ¢ Ozx (0,0 )) budeme oznaZovat triedu v3etkych funkcif spoji-
tych ne mnoZine Q x{0,mo) 80 spojitymi perciédlnymi derivécismi prvého ré-
du pndla vSetkjch priestorovych premennych v mnoZine x 0,00 ).

Veta 2.4. Zze¥iato¥no-okrajové udloha

du
-a— + Lu-= £(x;8); (xjt) en x(0,0) (2.22)
t
u(x,0) = uo(x), XE Q2 (2.23)
du
= (s,t) + A (s,t)uls,t) = g(s,t), (s,t)€0Qx(0,m) (2.24)
n
A

né nejviac jedno riedenie ueCz"(Q x(0,® ))ﬂC"O(Sf?_x {0,m)).

Dokez: Ak u,,u, sy dve rie3enia ulohy (2.22), (2.23), (2.24), tek funkcia

ws=u - uzecz"(Qx(o,m))ﬂc"o(ﬁx (0,®)) je riedenim homogénnej dlohy

ow
ol 0. U, 52 05 x(0,00) (2.25)

ot
w(x,0) = 0, xesx (2.26)
ow
—t Al 8)win;b) ¥ O (s,t) € 92x(0,) (2.27)
anA

Postupnym pouZitim rovnice (2.25), pod-

Nech te€(0,00) Jje lubovolné &islo. - :
2 ~ OW
u -2 wl(x,t) = 2 Sx,t)wix t)
ot ¢ & ;

mienok (2.26), (2.27) Greenovej vety & vzteh

dosteneme rovnosti

; 1 : - Ow Ow
ow
0 = - Imiuin. Elin 4T 5, = wz(x,t)dx + E eij(x) —_— %
ot 2 $7 Sl axi ox .
(V22 Q 0 1,0 J

+ q(x)wz(x, ’t’)> dx + fﬁ(a,'l“)w?‘(s,t’)da ar
Iy
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posledne] rovnosti sui nezdporné na zékla-

/3etky integrdly na pravej strane
dpornosti funkcif q,/ . Potom musf byt

de eliptickosti operétora L @& nez
wix,t) = 0 pre vietky (x,t)enx(0,0)

s teds lohs (2.22), (2.23), (2.24) sé pajviac jedng (klasické) risbuuis
we e (ax(0,0))Nnc0(Rx<0,@)).

2.3 Rielenie za¥iatolnej ulohy pre perabolicku rovnicu

Ns vyjedrenie rieSenisa za¥isto¥nej dlohy pou%ijeme Fourierovu transforméciu,
3e Fourierova transformécia je zobrazenie jr} ktoré prirad{

Pripomefime si,
# sbsolitne integrovatelnej na celej redlnej osi R funk-

ka3dej funkcil
eiu F tie? sbsolitne integrovatel’ni na R a definovany vztahom

o o)

-ixy
Fly) = f(x)e dx, Yyé€R (2.28)

- 00

Funkcie f m3%e byt nsopsk vyjadrenéd pomocou svojho Fourierovho obrazu F

v tvere

f(x) =

==

o0
g F(y)et™Wdy, xeR (2.29)
(0]

Zo vztehu (2.28) dostaneme po integrécii per partes vzorec pre Fourierov
obraz derivéacie funkcie f:

#[£)(9) = (" F(y), yeR (2.30)

kde F = F(f), priZom predpokladédme, Ze funkcia f & vietky derivécie

f(J), j =1,...,k; 8l sbsolitne integrovatelné na R, odkial vyplyveju aj
vztahy

1im £P(x) = 1im £P)(x) =0, p=0,1,...,k-!
X =» 0 X => 0

Podobne ako v pripade L¢; laceovej transformécie plat{ vzorec pre Fouriero-
vu trensformdciu konvolicie:

F(r»g)

F(r) Fg) (2.31)
kde

(f«g)ix)

K r(§)glx - §)d§ = S f(x - §)g(§)d§

-

UveZ¥ujme zaliato¥nd dlohu vyjadrujicu vedenie tepla v neohresnifenej ty&i:

du 2 Ozu

-a—t - a ;—; = f(x,t), (x,t)ER x (0,0) £2.32)
x

ul(x,0) = uo(x), x €ER £2:33)

Predpokledsajme, Ze dsné funkcie f, u,, eko aj rieSenie u maji vliastnosti
potrebné ne to, aby sme v del3om priebehu mohli pouZit Fourierovu transfor-
méciu.

Oznalme
U = #(u) - Fourierov obresz predpokladaného rie3enia u
Pou?itim vzorca (2.30) a pravidla o derivoveni nevlastného integrélu podla

perametras Jdostaneme nemiesto udlohy (2.32), (2.33) zafisto&nd dlohu pre oby-
gajnd diferenciélnu rovnicu

aUu(y,t) 2 2

———5———-+ a“y“U(y,t) = F(y,t), (y,t)ER x (0,00) (2.34)
t

U(y,0) = qﬁy). y ER £2:35)

kde F, U  su Fourierove obrazy funkecif f, u,. Rie3enie U(y,.) :{0,)-R
mé pre ka%dé y€ER ‘tvar
2.2 :
U(y,t) = Uo(y)e-'a ki g e
0

2.2
-8y (+=(y, vIaT (2.36)

-1
Funkciu u = # U néjdeme ne zéklade vzorce (2.31) pre Fourierovu trans-

forméciu konvolicie, pri¥om vyuZijeme znémy (103, 8.4.6) Fourierov obraz

zlo%enej exponencidlnej funkcie:

[jr(g)](y) = v i e Y /4c s wglx) = S L (2.37)
Cc

-1
2,1 8 2
Ak poloZfme vo vzorci (2.37) postupne ¢ = kaa"t) -, e = [(48 (t- t?] ;
dosteneme vyjedrenie rie3enia u pAvodnej dlohy (2.32), (2.33) pomocou kon-

voluénych integrélov:

- 2
1 s - §)
Wl €) W St ( exp [ = —— Ju (§ld§ +
2a [Tt 48° ¢
- Q0

(2.38)
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g a— VR R
o __j ( L Ry f(f.'t'),dfd'b‘
20 |07 it -t 4a%(t -T)

-00

(x,t) €ER x (0,00)

Ak pouZijeme m-rozmernd Fourierovu trensformédciu, dostaneme riedenie zalia-

toZnej dlohy (2.15), (2.16) v tvare

2
1 [x - §|
u(x,t) = ——m——— f exp | - ——————)uo(ﬁ)dﬁ +
(20 |7 ¢)® B 492t.
t 2 (2.39)
1 1 [x-§|
+ g ( exp | - f(%,'t’)df aT
(28 ()™ F- et 48°(t-1)

(x,t) €ER®™ x (0,m)

Vzorec (2.39) ss nezyva Poissonove formula.

Poznémks 2.1. Pri odvodzovani vzorcov (2.38), (2.39) sme postupovali fias-

to¥ne formélne, ked sme predpokladeli dopredu, %e rieSenie u s pouZitymi
vlestnostemi existuje. V knihe ([121, 23. §3) je dokézané, Ze funkcia defi-
novend Poissonovou formulou (2.39) je naozaj rieSenie zaliatolnej ulohy
(2102, 2,180,

Poissonovu formulu mAZeme vyjedrit aj v tvare

t
alx,t) = j G(x- §,t)u, (§)as +g f G(x- §,t-T)2( § ,TIag aT
. O gm (2.40)
kde
6(x, t) : ( |’('2) (x,t) € B® (2.41)
BR AN Sppreegeanen Sl Ly ; L)€ ] 2.
(28 {Tre)0 " 48y ’ AR

Funkcim G je Greenova slebo zdrojovd funkcia rovnice vedenia teple v pries-
tore. Ak poloZi{me vo formule (2.40)

i I
u f) =ifiln F22), e ¥; fix,t) 50, (x,8) €Xx(0,0)
dnstaneme podl'a definfcie Dirscovej funkcie

¢

ulx.t) = .0l% & xo,t), (x,t.)(-'_Rmx(O,oo)

Teda funkcis (x,t) —»G(x - xo,t) Je rie3enim zadiato&nej dlohy
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du
-a—- - 8%Au =0, (x,t)€R" x (0,)
t

u(x,0) = S(x-xo), x €R®
%o zodpovedé vedeniu tepla v pripade bodového tepelného zdroja sustredeného
do bodu Ky e i¥ Cese t = 0.

Ak dalej poloZime

u (x) =0, flx,t) =6(x-x;, t-t,), (x,,t,)€R" x (0,m)

potom op#t podle definfcie Direcovej funkcie dosteneme 2 (2.40)

- ~ = 3 m
u(x,t) = G(x Xgy t to)’ PRy TP

T» znemend, %e funkcie (x,t) —»G(x K B —to) vyjadruje teplotu pri vede-
ni tepls v priestoru R® o»d %esového oksmihu t‘o' v ktorom vzniklo v bode
xqeRm jednotkové mnoZstvo tepla.

2.4 Ulohy

1. WPomocou Poissonovej formuly rie3te zadiatodnd dlohu
)

N ’//

du 3u
— = g¢ — = 0, u(x,0) = uo(x),' XCRy LD
ot 9%

z

2 -y“dy
a rie3enie vyjedrite pomocou integrélu chyb ¢(z) = Tr;- S e , ak

0
*) 0, | x1:> e >0
a(x) =
o} ~
\Uo' Ix1 £¢
b) U1, x <0
uo(x) =<
U2, X >0
c) Q. x<£0
-
uo(x) 5
Npg” %K. $250; AER, >0
2. Kieste zaliato&nd iulohu
2
G} o OFR
—u- LA e w G, alEp) B uo(x); 2 €R,  t 20, ak
- axz 2X x2 xz
-x2; i ) = gin x e
a) uo(x) T s b) uo(X) 2083 u (xl sin




