€2, ELIPTICKE ROVNICE

V tomto persgrafe zevedieme pojem eliptického operdtora a eliptickej rovni-
ce, ktord zahrne aj percidlne diferencidlne rovnice odvodené v §1.

2.1 Definfcis eliptickej rovnice

Ako sme u? v dvode spomineli, budeme sa zaoberat len percidlnymi diferen-
cidlnymi rovnicsmi druhého réddu.

Vo v3eobecnosti mé percidlne diferencidlnse rovnica druhého rédu tvar

du du 9% 9%u 8%u i
F(x eeeyX _,U Yo i A _,—5’...,———'..., =
‘D ’ ’
. ax, ax, 3x1 0x; axj axm

m2 +5m + 2

kde F je funkcia premennych a u :52 —R, QCR® , heznéma

funkcis. 2

Rie3en{m parcidlnej diferencidlnej rovnice 2. rddu je ke%dé funkcia uecz(QL
ktord po dosaden{ do rovnice spolu so svojimi parcidlnymi derivdcismi spine

tito rovnicu v krZidom bode oblasti Q . Takto definované rieSenie sa nazjva
8j klasické,

Delej s» budeme zaoberet len rovnicemi Specidlneho typu, pre ktoré je vypra-
covend dostatolne boheté teoris ich riedenis.

Zobrezenie z jednej triedy funkcif{ do druhej triedy funkci{ budeme nazyvat
operétor.

Definfcia 2.1. Nech q : 2 — R je spojité funkcia a aij :2 —» R,
i,J = l,+..,m; 8d spojite diferencovatelné funkcie na oblasti 2 C R apI-

fis jice vztahy

aij(x) = aji(x) pro.kaldd xeQ, 3,5= 1.y (2.1)
- 2

§ 8;;(x) Ty T52 0 |T], >0 (2.2)

i,J=1

pre vietky xeQ e vietky T = (’C’,....,’C’m)ERm

Potom operdtor L : CZ(Q) — C(R) tvaru

4
g
g
&

« -

m
2 du
Li{u) = = — (B, .(X) ——
u 15'521 3:1 ijix axj) + q(x)u, uecztcz) (2.3)

sa nezyve eliptickd operédtor ne oblasti $2 .

Poznémka 2.1. Elipticky operdtor (2.3) je v tzv. divergentnom tvare. V od-
bornej literatdire se &sato vyskytuje v tvare

- 82u < du
L(u) = - E 8 ;(x) = + E by (x) — + q(x)u y3)
i3 axi axJ e 9xy

Tver (2.3) je vyhodnej3f{ z hlediska del3ieho pou%itis & viac zodpoveds fy-
zikédlnym modelom.

m 2
9
Prikled 2.1. L=-4, kde A=) i Lapleceov' Joperdtor. Vidime,
i=1 dx
b
m m
= & = 1 1 = - 2
2e q(x) (o) aiJ(x) 513» i3 l,...,m;8 E aij(x)Tsta = E T} 4TF.
i,3=1 i=1

Teda - £ je elipticky operdtor s kon3tantou o= 1.

Prikled 2.2. L(x) = -div [k(x)grad u] + q(x)u, kde k :SL —R, k(x)zl%po

m
na Q , q€C(Q). V tomto pripade aij(X) = Sijk(x), i% Bij(x)'t’i ’C’j =

= k(x)l"C’l2 2’kolTﬂ2 a operdtor L je elipticky s konZtentou 0C = k

(o)

Definfcis 2.2. Percidlna diferencidlns rovnica tvaru

(Lu)(x) = f(x), x €q (2.4)

kde L je elipticky operétor definoveny v (2.3) @ f :Q —» R je dsné
funkcie, sa nazyve eliptické rovnics, alebo parcidlne diferencidlne rovnice

P>znémks 2.2. V dvojrozmernom pripsde je eliptickd rovnica definovend aj

N rovnica tvaru

32u 3% 3°u du Jdu
a(x,y) + 2b(x,y) Foeliv) + F(x,y,u, — __) =
2 axdy 35° 9x 9y

kde koeficienty - funkcie vystupujice v rovnici splnajd nerovnost

g LAPLACE Pierre Simon (1749-1827), frencizsky metematik, fyzik a estronom.
Nejvyznamne j8i prdace mé v diterencidlnych rovniciach & v teorii pravde-
podobnosti. Zaviedol integrdlnu transformuciu nesdcu jeho meno. Rozpra-
coval metodu chyb a metodu najmeni{ch &tvorcov. V slgebre dokdzal vyz-
nemnd vetu o vypolte determinentov.




-

bz(x.y) - a(x,y)e(x,y) {0 pre vdetky (x,y) € 2c R

si diferencovetelné na 2 a spo-

Ak Q je ohranilend oblest, funkcie &, b, ¢

s = 3 da b\ du /@b dc)du _
e, re, 32,80)- (2. D)2 (G * o) ay - 9 * F2),

potom m8%e byt uvedend rovnica vyjedrend v tvare

) du du 9 du du
- — — + b(x,y) — |- — |blx,y) — + c(x,y) —| +
dx [;(x,y) dx e ayJ oy [ 9x Oy

+ q(x)u(x) = f(x), xeR

Ak funkcie a (& tede aj c¢) je kladnd, potom je rovnica eliptickd aj

v zmysle definicie 2.2.

Prikled 2.3. Rovnica A u = 0 sa nazyve Lepleceove rovnica & jej riedenia
s® nazyveji hermonické funkcie. M8Zu vyjadrovat rozdelenie teploty v homo-
génnom telese v pripede staciondrneho vedenis tepls za nepritomnosti tepel-
n¥ch ¥riediel v telese. Vyjedrujd @j potencidl rychlosti pridenia kvapaliny
bez Iriediel,slebo potencidl elektroststického pola staciondrneho pridu za

nepritomnosti nébnja.

18)

Priklad 2.4. Rovnica - Au = f(x), f f O, sa nszyvse Poissonovs rovnica,

Jej rieSenie u vyjedruje nsprikled rozdelenie teploty v homogénnom telese
pri stacionérnom veden{ tepls, prifom f = % y kde F Jje hustote tepelnych
friediel » k koeficient tepelnej vodivosti. V dvojrozmernom pripesde m8Z%e
rieSenie vyjedrovat velkost ohybu membrény pod vplyvom sily s hustotou
F=fT, kde T Jje tuhost membrény. Ak f = -4p, kde @ Je funkcis obje-

movej hustoty néboje, potom funkcis u vyjadruje velkost elektrostatického

potenciélu.

Priklaed 2.5. Rovnica -Au - k2u = f(x) sa nazyva Helmholtzove'g) rovnica.
w e g ; ] - : -

Ak k = e » Potom jej riedenie vyjadruje emplitddu u(x) periodického pohy-

bu u(x,t) = u(x)et®?t vzbudeného vonksjdou silou tveru tix tl. =

= azf(x)elu)t.

2
Priklad 2.6. Rovnica - }E"A(#’ V(x)ql = EYJ 88 nezyva (staciondrna)
0

20)

Schrddingerova rovnice. Jej rie3enie vyjadruje asmplitudu Y(x) vlnovej

187 " p
POISSON Simenn Denis (1781-1840), frencizsky metematik s fyzik, jeden zo

zrkladatel'sv mAtemstickej fyziky. Rozpracovasl teoriu Fouri

- E . rierovych radov
neur&itych integrélov. Sformulovel mnohé z&klsdné pojmy a vetyvteérie '
oravdepndobnasti, predln?il Jednn z nAajdAle?itej3fch rozlelen{ néhod -
n¥ch premenn¥ch. Przpracovel metemeticky teoriu elektrostatiky.,

19) . P
H?LMHOLTZ Hermann Ludwig Ferdinend (1821-1894), nemecky matematik a fy-
z1k, fyzinloe. ZAkledné préce venoval mechanike, termodynemike a geo~-

metrii. Dokézel pouritie princ{pu nsjmendieho G&ink
£ : - > tepelnych, op-

tickfch » elektromrgnetickych Javoch. Skdmenie et AR ] ot Wl 0

vieilo k odvodeniu Helmh»sltzovej rovnice. procesov kmitenie ho pri-

-39 -

2 pre lt
 funkcie ((x,t) = e ék Y(x), pl“.lhl"lo Je hmotnost kventovej &estice

pohybujicej sa v silovom poli potencidlu V(x), E je energies Zastice e
h = 1,054.10’27 Jje Planckov02‘) konitenta,

2.2 Lepleceov operdtor po trensformécii sdrednic

Videli sme, %e d8leZiti triedu tvories eliptické rovnice s Lepleceovym operé-
torom. Pri rieden{ uvedengych rovnic je ¥ssto vghodnejdie pouZi{vet iné sired-
nice eko kerteziénske. Volba tychto sdrednic pritom zdvie{ od tveru obles-

12 .

Nech je dené regulédrna transformdcia sdradnic
fi - fi(xp---»‘m)v i=1,...,m (2.5)

Predpokladédme, Ze funkcie gi’ i=1,...,m 8d dvekrédt spojite diferencove-
telné na oblasti$2 a vzhladom na reguldrnost transformécie Je

m
af;
det| — # 0 tekmer v3ade na S .
o
J7i, j=1
Ozna&me 3(§) = u(x(§)), §eﬁ, kde & je obraz oblesti 2 pri transformécii
(2.5). Na zédklade vztahu

By, = 30 @jFeic TR a0 798¢
+

— . - S 2 ! i",...,n (2.6)
’ 3§J 3§k axi 3xi = 9§ ax,

2 f—
Sxi Jik=

dosteneme trensforméciu Leplsceovho operdtora v tvare

.
i=1 i
2 029 i obE - N e RE SR aet
-y oy B .y > B LA
SyEe1 “IeT 93y Az, AREFR Comieer X, A4S

Dble%ité si najm¥ trensformdcie Laplaceovho operdétora pomocou polérnych,
cylindrickych & sférickych siradnic.

20) SCHRODINGER Ekrwin (1887-1901,, rakusky teoreticky fyzik. Rozvinul vl-

nuvi koneepciu necheniky, zékladom ktorej.je po ﬂqn pomenovanéd rovnica-
Dukézel ekvivel.ntnoat vlnovej @ kvantoyea mechgnlky. Ukézel, Ze vlno-
véd wechanika je zov3eobecnenim klasickej mechaniky.

21) PLANCK Mex Ernst Ludwig (1858-1947), nemecky fyzik. Najvyznemmej¥ie vy-

sledky dnsimshol vo vyskume tepelného Ziarenia, kde ako pryy objevil je-
ho kvgntovv charnkter & stédl tek pri zdrode kventovej fyziky. V roku

1918 dostel Nobelovu cenu.




'

a) Polérne sirednice (r, ), 0<r¢ow, 0 = p<2m

x =r cos , y =r 8ing,

x
/arccotg; i R y~au

rg,x2+y2' ¢=\

arccotg -+ 8 ek ~p<0
y

ar x or y ;
R J— = co8s (p B e B g 8 B3N sa
ax /‘2 5 y? Oy x2 + yZ

3¥®r  3%r 1 1

3 y sin 0 x cos
_? s - = (P . _(P = = (P 5 A¢ =0
ax &£ o y2 r By, y2 r

a teda

2 2
~ 0 g 1 3
LR it ol o i e e  JEENE [ S (2.8)

1
or r r rl 8@2 r or or i a(PZ

b) Cylindrické siradnice ("'80' z)

O<r<m, 0 S Y<2T, m<z<m

x rcos(ra,y=rsin$o,z=z

erccotgi‘- ) ak y>O0

[ g

x
arccotg—+§2", ek y<¢oO
y

P>éobne sko preitym dnstaneme vyjesdrenie
2
D il calinciban isipe oydhs izl

P wie b e o ¥ B r

A
A =

- |+ &
:2""'—

2
ar r o 2 a(PZ -822 r or or BS"Z B

(2.9)

¢) Sférické siradnice (r: (,0,19')

O<r<m, OSPIIN GEP

X=p coe(psin‘&—, Yy=r sin(psin‘lp', zZ =r coatlr

X
arccotg — , a8k y >0
y

4 z
r = sz 4'y2+z2 i 1}: 8rccos —— y @=
xz*yz +z2 x
erccotg —+ 7f’, ak y<oO0
y
o Mgty | §° Ialpardyd cosdt 9
E — - — 4 , e T =
o T 2 sin7t B(Pz r? b rsini 94
(2.10)
- E 1 32 1 ) )
EarTEEoE 5 —
r2 or or x‘2c03215L Gl r2sin19~ o aét

V del¥%om texte budeme 8j pre trensformovany Laplasceov operédtor pouZivat

ozne&enie A .

2.4 Okrerjové dlohy

Podobne sko v pripede oby&sjnych diferencidlnych rovnic aj percidlna rov-
nice m8%e me' nekonefne vels rie3eni, Napriklsd Tubovolny polynom P prvé-
ho stupfia

P(x) = Bad Mol oo . Bk aJ.eR, J=0,1,cce,m

Je rieSenim rovnice

x 32u
E ai,j(X) ——— =0, xef2
i'J,_.’ axl axd

Jednoznalnost md%e byt zebezpelend, sk od riedenis Ziadame, aby plnilo ur-
%ité podmienky ne hrnnici oblesti €2 . Tieto podmienky maji v konkrétnych

Ulohdch aj prisludné fyzikédlne interpretécie.

Definfcia 2.3. Nech $2CR™ je lipschitzovsk4 oblast, n = n(s) = (n,(s),
...,nm(e)), 8€dR; je jednotkovy vektor vonkej3ej normdly k hrenici €2,
<, : 3. — R 84 nezdporné funkcie & toké, Z%e oC(s) + A(s) > 0 pre viet-
ky sedqx.

Okrejovou dlohou nezyveme dlohu nédjst funkciu u :¢L —> R, ktord je riede-

nim eliptickej rovnice

B G) du
& § 22 tain (%) —)+ q(x)u(x) = f(x), xeQ (s 11)
el | T 3x .
1,1 i J




e splie okrejovd podmienku

2 P a - 05 (2.12)
| : (e)u(s) = gls), €
x(s) 'ij(’) (s)na(s) Ji

i,i= -

ne hrenici %2 oblasti 2 .

Okrejovd podmienku n& hrenici 0%2 mOZeme skrétene vyjedrit v tvere
rejo

oc(s) EL(5)+ ﬁ(ﬂuh)= gls), 8€3R, (2.127]
anA
ked sme oznalili
» du
- ase (2.13)
— = 8. .(s) — (8)n.(s8), B8E
St N
fa i,J=1 i
tzv. derivédciu podle zov3eobecnenej normdly n, patriacej k ellptifkému
operédtoru
3 : . (2.14)
= - s LA Y ) - BEE 14
g Zax 1J ox -
p B0 J

ktory ss nezyve 8j hlavné Zast eliptického operétors L.
V aplikéciéch vystupujd najlestejdie eliptické operétory s hlavnou &esstou
A = -div (k(x)gred), k(x) 2 k0>0, XEQ

V takych pripadsch aij(x) = k(x) Sij 8 teds
Bu = du
— (s) = k(s) ) — (s)n;(s) = k(e) — (a)
3nA - axl n

%o vedie k okrasjovej podmienke tvaru

du
mu)g-(w *ﬂ(ﬂﬂs)=gwh 8 €02 (2.15)
n

Spomedzi okrajovjch podmienok rozlidujeme tri zékledné v zévislosti od funk
ci{ o<, /3:

a) Ak o&(s) = O,/5 (s) =1, 8€£0% ; potom podmienka

u(s) = gls), 8€dR (2.16)

22)

aa nezyve Dirichletova okrajové podmienka

- %3

b) Ak oc(s) = 1, ﬁ(a) =0, 8€3S2 ; potom podmienka

du

— (8) = g(8), B8€02 (2.17)
anA

sa nazyva Neumannova okrsjovd podmienka.

¢) Ak X(8) = 1, /5(9)70, 8 €0¢2; potom podmienka

du
— (8) + ﬂ(ehﬂe)= ZUs), ""8 g 0L (2.18)
anA

23)

sa nazyva Newtonova okrajovd podmienka.

Prislu3né okrejové dlohy sa nezyvajd Dirichletova, Neumennova a Newtonovse

okrajovd dlohs.

Ak hrenica 09f2 oblesti S2 je rnzdelend ne dve, slebo tri &asti, ktoré sa
nens jvyd dotykeji & riedenie md spIlnat ns ka%dej z nich ind z predchédze ju-
cich Hkrsjovych podmienok, hovorime o zmie3anej okrsjovej dlohe.

V pripede rovnice pre stecionérne vedenie tepla v telese znsmend Dirichle-
tova okrsjovd podmienka predpisendi teplotu na jeho povrchu, Neumsnnove pod-
mienka predpiseny tok tepla cez povrch & Newtonove podmienka vyjadruje pred-
pisani vymenu tepla s okolitym prostredim danej teploty.

Ak rie3enie eliptickej rovnice vyjedruje velkost ohybu membrédny, potom Di-
richletova podmienka vyjadruje predpisené sprdvanie okraje membrény, Neumen-
nova podmienka predpisuje napdtie ne okraji @ Newtonova podmienka vyjadruje
pruzné upevnenie okrsja membrany.

Oblesti §) v predchédzajucich fyzikédlnych modeloch boli ohranifené. Okrajové
dlohy pre teké oblasti sa nazyveju vnitorné.

Ak 2 je oblast, ktord mdZeme vyjedrit v tvere
ovw R e T
kde G je ohraniZend oblsst, potom okrajovu dlohu pre oblast 2 nsazyvame

vonkaj3ou okrsjovou dlohou.

DIRICHLET Le jeune Peter Gustav (1805-1859), nemecky metematik. Fracoval
v teorii &{sel, mntematickej annlyze, matemetickej fyzike. Vvznamné vy-
sledky dnsimshnl v teorii prvoX{sel. V matematickej analyze sko prvy za-
viedol pojem relatfvnej konvergencie radov, sformulovsl podmienky kon-

vergeneie Fouriernvych radov, rozpracoval i1ilohu hl'adania harmonicke
funkcie rovnei drnej funkcii na hranici oblassti (Dirichletova dLohng.
NEWLON issac (1643-1727), snelicky matematik, fyzik. PoloXil zAklady

klasickej mechaniky & matematickej mnalyzy. odhalil zAkon zemskej pri-
taXlivysti, rozpracoval diferencidlny 8 integralny polet. Zakladom je-
ho met%dy boli fluxie (derivdcie) a fluenty (neurgité Lntegrély). ie=-

22

23)

3il diferenciflne rovnice pomocou mocninovych radov, 8ko prvy interpo-
loval funkcie.




v M
prtrebovat nhktar‘ nt

Nech L je elipticky opcrner ne ohrenilenej lipschitzovskej obluu (
Q CR™:

idin&ity tvlaunnt 8 cliptiekyni

?
(Lu)(x) = - E —_ (a (x) a—-) + q(x)u(x), xeR
X ;.

{,3=1 0% g

Ak u, v sd lubovolné funkcie z mnoZiny CZ(Q)(\C‘(Q), potom na zéklade

formuly (I.1.8) integrovenie per pertes dosteneme vztahy - Greenove formu-
ly pre operdtor L:

m
du dv

f(Lu)(x)v(x) dx =][E 83 a—- 5—- + q(x)u(x)v(x)]dx -
X.

o g

g Li,j=1 o
(2.19)

du

-f — (8)v(s) ds
E)nA

9.

T )
fL(LU)(X)V(X) - ul(x)(Lv)(x) | dx =Jl:u(s) —v- (8) -v(s) -T- (B)J ds

n on
;. o A A
(2.20)
Ak funkcie u, v splnaji homogénne okrajové podmienky
3u
(s) =—— (8) + A(s)u(s) =
‘anA
% (2213
o<(s) — (s) + f(s)v(s) =0, s€df .
anA ;
potom dosadenim do pravej strany identity (2.20) dosteneme vztsh
f(Lu)(x)v(x) ax = [ux)(Lv)(x) ax (2.22)

(74

V tomto pripade hovor{ j i
me, Ze operétor L je symetricky na mnoZine b tych

funkeif
2 1
VECT(QINC (), pre ktoré LVGLZ(Q) 8 platf (2.21)

Podmienky Lu, Lv ¢ Lz(Q)

znbe i 3 : ;
{2:22). zpefujd existenciu oboch integrédlov vo vztahu

Pomocou vztehov (2, 19) (2.
20), (2.22) dské%eme ed
ciu) rieXenia okrejovej dlohy (2. 1) iobe. ) P R e

Nejek8r si zevedieme pojem klesického rie3enia,

inn s wcy

(2.23)

du
x(8) — (8) + P(s)uls) = g(s), eed2 (2.24)

anA
ek splna rovnicu (2.23) pre vdetky xeS2 a okrajovi podmienku (2.24) pre
vietky s8cdS2 .

Poznémke 2.1, V pripede Dirichletovej okrajovej ulohy je oC(s) = O na 9352
a teda od riedenis u stel{ %isdat ueCZ(Q)ﬂ c().

Veta 2.1. Nech (2 je ohreniZend oblest v R"; aijec' 610 oG ey pUe g
qeC(®), q(x) Z 0 pre v3etky x €S2 .

Potom Dirichletova & Newtonova okrsjové dloha pre eliptickd rovnicu (2.23)

meji najviaec jedno rie3enie.

Rozdiel YTubovolnych dvoch rieden{ Neumsnnovej dlohy je rovny na S2 kon3tente.

Ak navy3e q(x) # O ne @, potom 8j Neumennova okrajové dloha mé najviac
jedno rie3enie.

D8kez: Nech u,, u, sd dve rieSenie okrejovej dlohy (2.23), (2.24). Funk-
flal w =iuy iwu, je potom rie3enim okrajovej udlohy

s 3 2w
(Lw)(x) = - 5 _ (ai-(x) —-)+ qixIwix) =290, “'xe 2
1—3;1 axi J axj

ow

< (g) —(s8) + ﬂ(s)w(s) ®Q, aedss
n
A

Pou?itim Greenovej formuly (2.19) dosteneme vztahy

= f Gl tu i) oh

Q
m Ow dw ow
) —_— q(x)w (x)| dx - g —— (8)w(s) ds =
ax J dn,
2 o
ow 9 ] ()
x) -—: 5 + q(x)wzkx) dx + { /3 wl(s) de A
:* Ox; Ox; X (s)
% J oQ

ek oC(s))O pre vaetky s €9 .




V pripede Dirichletovej ulohy méme w(s) = O na 3R @ integrédly po hrenij-
ci 30 budd nulové. PretoZe funkcie o0, A el nezdporné ne 9 , dostene-
me ne zdklade podmienky eliptickosti (2.2) nerovnost

m 3 2
0S¢ zg: -—: dx + J'q(x)wz(x) g, ¢ >0
axi

o i=l R 8
W
nef2 , musia byt — =0 na R, i=1,...,m a teda

X.
1

PretoZe q(x) 20
w(ix) =C ne
V pripade Neumesnnovej dlohy to znsmend, Ze

u, (x) = u,(x) = C = kon3t. na (P)

V pripede Dirichletovej dlohy méme w(s) =0 na O e teda C = 0, odkial

dratdveme jednozna&nost riedenia,
Ak q(x) # O, potom existuje bod X €Q , v ktorom je

q(xq) >0

Na zéklede spojitosti funccie q existuje okolie 0(x°) bodu x, ‘také,
Ze

q(x) 2 q, >0 pre vietky x €0(x,)C Q

PretoZe platia nerovnosti

0 =S ‘f a(x)w?(x) dx < q fw2(x) dx

O\xo) O(xo)
us{ byt = ! i
mfs yt w(x) 9 pre vietky x€<3(xo). PretoZe sme uX vy33ie ukézali, Ze
w(x) = C ne mnoZ2ine Q y dostaveme rovnost
C=0 a teda u,(x) = uz(x) pre v3etky xen

Zostéve ném elte pripad Newtonovaj ilohy. VyuZitf{m okrs jovej podmienky &

klednosti » spojitosti funkcie f: 32—>R dosteneme v tomto pr{pade ne-
roavnost

aw \2 4 2
_..—)dx B ﬂqu (s) dx, c >0, /jo>o

: 1 ax :

pade

wix) =Cc=0 pre v3etky xe¢Q

&o dokezuje Jednoznsé&nost rie3enia,

- @i

Poznédmka 2.2. Rovnekym spAsobom moZno ukdzat, Ze aj zmie3end okrajové dlo-
he pre eliptickd rovnicu mé nrjvisc jedno riedenie.

V pripade Neumrnnovej okrsjovej dlohy plet{ nesledujice nevyhnutné podmien-
ke existencie rie3enisa,

Vets 2.2. Ak u je rie3enie Neumennovej okrajovej Wlohy

; . ( (x) i
- ——NB UK ekt ® (%), X €02 (2.25)
T G s
i,3=1 axi axj
Qu
- (8) = g(s8), 8¢edQ ; (2.26)
8nA
potom plat{ rovnost
(f(x)dx + J g(s)ds = 0 (2.427)

Q on

D6kaz: Rovnost (2.27) je d8sledkom formuly (2.19), kde poloZime qQ =0,
v Tl

V pripade vedenies tepla v telese vyjedruje podmienka (2.27) ten fakt, Z%e
z telesa unikéd rovnrké mno%stvo tepla, sko v Hom vzniké.

Vo v8esbecnosti zAvis{ existencia klesického rieSenis okrejovej dlohy
(2.23), (2.24) od hladkosti dét dlohy. Rie3enie existuje neprikled, ak pra-
véd strens f 8 kneficienty rovnice sd nekonene velakrdt diferencovatelné
funkcie ne mno%*ine 2 & funkcie ao,ﬂ, g 98U nekonelne velskrdt diferencova-
teI'né na hledkej hrenici 9S (kruZnics, sféra). V inych pripsdoch, napri{-
klad ek oblast Q je obdI%nik, kvédder, alebo valec, nemus{ klesické rieSenie
existovat, sle existuje tzv. slabé riedenie, ktoré sice nemé vietky vlast-
nosti rieSenis diferencidlnej rovnice, ale plne vyjedruje fyzikélnu podsta-
tu skimeného javu. Podrobnejdie sa budeme tymto rieSenim zeoberat v §5.

Prikled 2.7: Rie3me okrajovd udlohu
e 3 du
s Z et b —)x 0, xeS (2.28)
e Bxi axj
du
oC—— (8) + Bu(s) =C, 8€d, CER (2.29)
an‘

ne ohranienej nblrati Cl(lRm-

Lahko vidno, %e funkcia u = C je rieSenim Dirichletovej (oC =0, A= 1)
Ulohy, Na zdklade vety o jednozne¥nosti riei nia je toto rieSeni jediné.




-

V pripede Newtonovej (o< = 1, ﬁ)O) dlohy dostdveme jediné riedenie u = g._

Na zéklade vety 2.2 mé Neumannove dlohs (0¢ = 1, A= 0) rieSenie len ak
C = 0. V tomto pripade dostaneme nekonefne vela rieSen{ u =c, kde ¢ je

Tubovol'né redlne &islo.

Poznémka 2.3. V pripede vonkajdej okrajovej dlohy jednoznalnost rie3enia
v tej forme sko vo vete 2.1 neplati. Kv8li jednoduchosti se obmedzime na

Poissonovu rovnicu
-Au = £(x), XQQCRm (2.30)

V rovinnom pripede m = 2 existuje najviec jedno ohraniZené na oblesti 2
rieSenie Dirichletovej okrajovej udlohy. Lubovolné dve ohraniZené riedenia
Neumennovej Ulohy s® v tomto pripede 1i8ie o kon8tentu. Ak m =3, potom
existuje nesjvisc jedno rieSenie Dirichletovej, &lebo Neumennovej dlohy

v triede funkcif uec?(@ Nc'(3), pre ktoré lim u (x) = 0. V&E&ie po-
X| —» Q@

| XI|
drobnosti moZno nédjst v knihéch ([12], §12), ([22], §28). 4

Priklaed 2.8. Rie3me ulohu o elektrostatickom potencidli nekone&ného valco-

vého telesa
-Au =0, xz*y2>f,9>0 (2.3}
u(x,y) = A, x%+ y° = o° (2.32)

Ulohe (2.31), (2.32) je vonksjdia Dirichletova dloha. Ulohu budeme riedit
pomocou polédrnych sirednic. PretoZe d4ta Ulohy nezdvisia od uhloveg premen-
nej @, budeme hlesdat rieSenie 8&ko funkciu premennej r. Teda 3u _ 0

@ funkcia u = u(r) je riedenim okrajovej udlohy pre oby&ajni diferencidl-
nu rovnicu

G} du
bl F S h® O) 2 (2033)
ar 3€> g

ug) = A (2.34)

P> prv-m integroven{ rovnice (2.33) dostesneme
du du C
r — = C, alebo — = CER
[ r
Delsim integrovenim dostéveme vZeobecné rieS8enie rovnice (2.33) v tvare
u(r) =Clnr + b, r>p, C, DER

VyuZitim podmienky (2.34) méme riedenie okrajovej dlohy (2.33), (2.34):

' i
u(r)=Cln——¢A
1

kde C Jje Tubovolné redlne ¥fslo. Vidime, %e Dirichletova dlohs V23,
(2.32) méd nekonelne vels rieSenf. Ak k okrajovej podmienke (2.32) pridéme
pr%irdavku nhrenifenssti riedenie u, potom must byt C =0 a dostédveme
trk jediné ohrenifené rielenie

u(x,y) = u(r) = A, x + y2 = r? > 92

Priklsd 2.9. Rie3me vonkaj8iu Dirichletovu okrajovd dlohu pre potenciél
nabitej gule:

-Au = 0, x> + y2 W 22>92, >0 \2.:35)

u(x,y,z) = A, X2 # .Yz + 22 = 92 (2.36)
Ulohu riedime pomocou sférickych siradnic. Rovnako ako v predchddza jicom
priklede hladéme rieSenie ako funkciu zévisld len od vzdislenosti r od
stredu siradnej sustavy. Funkcia u & u(r) je na zdklade vyJjedrenia (2.10)

Laplaceovho operédtora v sférickych suradniciach rieSenim okrajovej dlohy

1 0,2 Ou
bl b i i g Ol 20
-7 ax-( - Q (2.37)
u(g) = A (2.38)

Dvojnésobnym integrovenim rovnice (2.37) a vyuZitim podmienky (2.38) dosta-
neme riedenie udlohy (2.37), (2.38) v tvare

u(r) :C(l_‘—)-&A
oy

kde C je YubovoIné redlne &fslo. Tede Dirichletova \iloha mé opdt nekone&-
ne vela riedeni{. Ak budeme %iadst splnenie poZiadavky

lim u(r) =0 (2.39)
r -+ o

%o je prirodzend poZiedevke ne elektrostaticky potencidl, potom dosteneme
Jediné riedenie dlohy (2.35), (2.36), (2.39) tveru

u(x, y) = u(r) = A g = A ————g————— (2.40)

r x2 R y2

2.5 Ulohy na vlestné hodnoty & vlestné funkcie

Budeme sa zsoberat nmsledovnou okrsjovou udlohou pre eliptickd rovnicu:

(Lu)(x) - xu(x) = 0, A€R, xe (2.41)
on

oA(a) + /3(o)u(r—x) =0, se€dI (2.42)
3nA
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kde 3
m 9 < u ‘
— (8 i (x) = |+ q(x)u (2.43)
Lu = - ij P

Z ox; Oy

i,
Je zrejmé, Ze funkcia u = O je riedenim dlohy (2.41), (2.42). Delej sa bu-
deme zsujimat o tie ¥{sle A, pre ktoré existujd ej nenulovd rie3enia.

Propomefime si, %e symbolom DL sme oznalili mnoZinu v3etkych takych funkcif
wec(@Nc' (), pre ktoré je Lu€L,(D) e ktoré splneji okrsjovd podmienku

(2.42).

Definfcie 2.5. Redlne ¥{slo A, pre ktoré existuje nenulové rie3enie
u €D okrse jovej dlohy (2.41), (2.42) se nazyve vlestnd hodnots a zodpoveda-

jdce ried3enie u vlestnd funkcie operédtors L : D - L, ().

Velky vyznem mé nesledujica vets o existencii vlestnych hodndt analogické
veta I.2.1 o Sturmovej-Liouvilleovej udlohe.

Veta 2.3. Nech Q2 je ohrenifenéd oblest s hladkou hrenicou, L : D —»Lz(Q)

je elipticky operétor s koeficientmi 8; 5 QeC® () o o<, B: 9SL = R ne-
zdporné hledké funkcie, o<(s) + A(s)>0 na 932 .

® 00
Potom existuji postupnosti {;\n}n=1 i {un}n=1 vlastnych hodnét a im zodpo-

vedajuicich vlestnych funkci{ operdtora L s vlaestnostemi:

8) Mno%ina v3etkych vlastnych funkcif zodpovedajicich tej istej vlestnej
hodnote tvor{ kone&norozmerny linedrny priestor.

b) s APV EX ... £ 4) £ .. lim ), = ©
xe 2 ) X i T
prifsm kaZdd vlastni hodnotu uvddzeme tolkokrédt, kolko je jej nésobnost,

t.j. dimenzis priestoru jej vlastnych funkcif.
0
¢) Postupnost {un}n:‘ vliestnych funkci{ je ortogondlna v priestore LQ(Q).

t.J.

fuj(x)uk(x) s %0, Sk 19k s 1.2 ..,
9]
d) KsZd4 funkcisa fe LZ(Q) mb8%e byt vyjedrend v tvare Fourierovho radu

o

£(x) =:§— chun(x), xeq
n=1
-1
2
ch =(fun(x)dx> Jf(")un(““' n=1,2..,
Q

2

it =

priZom deny rad konverguje v strede (v Ly(R)) k funkcii f. Ak nevyZe fen,
potom deny rad konverguje k funkcii f rovnomerne na mnoZine 2 8 red, kto-

ry vznikne jeho derivovanim podla xg konverguje v strede k funkecii of
51-
;!

& ®a1y2, neenille

D8kaz: Rovnakym sp8sobom ako vo vete I.2.1 by sme dokézali, %e mnoZina
vlastnych funkcii zodpovedajicich tej istej vlastnej hodnote tvor{ lineér-
ny priestor. Pomocou Greenovych formil (2.19), (2.22) op4t enalogicky ako
v pripade Sturmovej-Liouvilleovej udlohy, mo%no dokédzet dolny odhad vlest-
nych hodnAt v &ssti tvrdenia b), sko aj ortogonalitu vlastnych funkcif.

D8kezy ostetnych tvrden{ vety sd velmi néro&né e vy%eduji spardt integrél-
nych rovnic @ funkciondlnej ensalyzy (nepr. [22], §21).

Ulohe na vlestné hodnoty @ vlestné funkcie sa rie3i aj v pripesde oblesti s
po &astiasch hlsdkou (lipschitzovskou) hranicou. Veta 2.3 v tom pripede ple-
ti{ pre zov3eobecnené vliestné hodnoty a vlastné funkcie.

Pomocou vlestnich hodndt 2 vliestnych funkcif{ budeme rie3it okrejovdi dlohu

(hn)ix) = £(x), REC (2.44)
3u
o<(g) — (8) +A(8)u(s) = 0, sedR (2.45)
3nA
kde L : D, —v—LZ(QJ je elipticky operdtor definoveny v (2.43).
00 00

Nech {}n}n=1’ resp. {un}n=l si postupnosti vlastnych hodndt, resp. orto-

gonélnych vlastnych funkcii operdtora L. RieSenie nehomogénnej iulohy (2.44),
(2.45) hledédme v tvere Fourierovho radu podla vlastnych funkcif{:

@

u(x) =Z cnun(x), X €L

n=1

Predpoklads jme navy3e, %e v3etky vlagtné hodnoty su nenulové. Koeficienty
c se potom dmji vyjedrit v tvare

n
1
fu(x)un(x)dx g ulx) ?;; (Lu ) (x)dx
i 7 &5 R .
P %
f“i(’"d* fuﬁ(x)dx
2 2
f(Lu(x)un(x)dx ‘gf(x)un(x)dx :
i s LG o
2 : ') :
s r‘uﬁ(x)dx Y J‘u;(x)dx n




