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1.6) hrenicu 90 lipschitzovekej ob-

f.
zmysle de dly k hranici 0S1 , ak

te (v
3. Anslyticky popid vonka j8ej norm

lesti 0 & jednotkovy vektor n

2, A
o) L= (a,b) X (¢,d); b) Q-{x(R ¥ \x\(a},
g .
c) ﬂs{xenz; 6 s Tlev]; a) SLo={xer"; 0< a<ixl};

xER u|<a}; f)fl'{xﬁﬂ% 0<9<|H}3

e) {
g) {x + xg < 82, 0« x4 < h‘};
h) {x€R3 x$+x§<x§, 0<x3< h}.

. 2
4. Doké2te, Ze Greenove formula v priestor R tveru

(29 a2 f)dxdy = § P(x,y)d! - Q(!.y)dy

Iz %

Q an

Je ekvivelentnd s Gaussovou-Ostrogredského formulou (1.7).

¢ 2. sturMovA''’-LI0UVILLEOVA'2) ULOHA A SPECIALNE FUNKCIE

Pri riefen{f percidlnych diferencidlnych rovnic sa &esto vol{ teky postup,
pri ktorom ea 'iloha pre funkcie visc premennych rozdelf na postupnosti idloh
pre oby&ejné diferencidlne rovnice. Pri pouZit{ 3pecidlnych siradnic dosté--
veme ur&ité typy rovnic, ktorych rieSenis si Specidlne funkcie.

2.1 Sturmove-Liouvillenva \dloha

Budeme sa zeoberat oby&sjnou diferenciédlnou rovnicou 2. rédu

~(p(x)u’(x))” + q(x)ul(x) = A 9(x)u(x) = 0, x € (a,b) C2:1)

s okrsjovymi podmienkami

cule) » Bu'la) =0, 0620, 20, o6+ >0 £2.2)

gu(d) + § u'(b)

0, 420, 620, g+8>0 (2.3)

Lahko vidiet, %e funkcia u = 0 Jje rie3enim dlohy (2.1 - (2.3). Nds budd
zeujimat tie ri:3enia, kiiré si nenulové.

Definfcia 2.1. Ulohe nédjst teké ¥fsla )\ €R, pre ktoré existuje nenulové
rieSenie u okrajovej udlohy (2.1) - (2.3), sa nazyve Sturmova-Liouvilleova
dlohe, Cfslo A, pre ktoré existuje nenulové riedenie u udlohy (2.1)-(2.3),

sa nazyva vlastnd hodnota ® zodpovedajice rie3enie vlastnd funkcia (zodpove-
de jice vlmstnej hodnote A ) dlohy (2.1) - (2.3).

Nech -oo<8<b<+ . Oznalne

DL={uec2(n,b)nr’<n,b>; u€L,y(s,b), u eplia (2.2), (2.3)}
Zavediemns operédtor L : DL - Lz(e,b) predpisom
Lu=-(pu')'+qu,u€1)L 2.4)

eme 2.1, Nech pecC'(s,b>, q€C<a,b>. Potom operdtor L:D, — L,(5,b)

'a linedrny ® symetricky, t.j.

1 g &, :
1 STURM Jeen Charles Frencois (1803-18%%), avajliersky matemutik. Zasobe-

ral sa okrajovymi ilohami pre oby&sjné dxierenc1élne rovnice 8 algebra-
ickymi rovnicawi. Dokdzal vetu o korerfloch algebraickej rovnice v denom
intervale.

12)

LIOWTILLE Jooern (1309-1882), francuizsky matematik. Pracoval v teorii
Xfrel, diferen:14lnej geometrii, v reAlnej a komplexnej anslyze, kde
dnkAznl vetu o tom, 2e celd snalytickéd funkcia ohranilend n& celej ro-
vine ie kon¥*tantné. Spolu so Sturmom s& zaoberal dlohemi ns vlestné
hniroty pre oby&sjné 1iferencidlne rovnice.




b b

[ (La)(x)vix)dx = [ (Lv) (x)u(x)dx (2.5)
a 8

pre vietky u, V eDL

Lineérnost operétorse L je zrejmé z lineérnosti derivovania. DokédZe-
u,v € D . Integrovenim per partes & vyuZitim okrajo-
(2.3), ktoré epine aj funkcia v, dostaneme vztehy

Ddkaz:
me vzteh (2.5). Nech

vych podmienok (2.2),

b b b
f(Lu)(x)v(x) dx = - {(p(x)u'(x))'v(x) dx + [ q(x)ulx)v(x) dx =
8 ® 8
b b
. b
= S p(x)u’(x)v (x) dx + g q(x)u(x)v(x) ax - [p(x)u (x)v(x)]a =

® 8
b b
= ( a(x) (-p(x)v’(x)) ‘dax + S qg(x)u(x)v(x)dx +
SJ 8

b
S b
+ [ p(x)(u (x)v'(x) - u (x)v(x)ﬂ8 = u(x)(Lv)(x)dx

|

a
pridom posledny vyraz v hrenatej zdtvorke je rovny nule n& zdklade okrajo-
vych podmienok (2.2), (2.3).

Prikled 2.1. Rie3me Sturmovu-Liouvilleovu dlohu

v

- {x) = Aulx) = 0, (2567

x€e(0,T)

ulo):= wliFr) = 0 (2.1

Neech A<0. VZeobecné rieBenie rovnice (2.6) mé& potom tver

-Y-2ax V-2x

u(x) = c, e +c,e

Dosadenim okrsjovych pndmienok (2.7) dosteneme a teda u(x) =

= 0 8 &f{slo A nie je vlastnd hodnota.

By =8y 8 0

Rnovneko ss presvedlime, Z%e ani A=0 nie je vlsstnd hodnota,

Nech teda A >0. V3eobecné riedenie rovnice (2.6) mé potonm

u(x) = e, cos|(Ax + c, sin\2Ax

PouZitim podmienky u(0) =0 dostaneme ¢, =0. Z podmienky
delej ¢, 8in {27 = o.

tver

u(T) =0 méme

SR R IR

-2 -

Aby pletilo u # O, musf byt c, # 0 & teds sin VA% =0, & platf pré-
ve vtedy, ked

A= ln=n2.

nes ols, 25 Sale (2.8)

o
Tede postupnost {nz}n=| tvor{ mnoZinu v3etkych vlastnych hodnft udlohy
(2.6), (2.7) a funkcie u_ :¢0,T) — R,

un(x) RN Y, st 2 (2.9)
tvoria zodpovedajici systém vlasstnych funkcii. Pritom plet{
1 X (2.10)
n - 0o
>

G AR ™ ST Ay 3

.{uj(x)uk(x) dx = 0, ek (2a1it)

0
Z teorie trigonometrickych Fourierovych radov ([8]) vyplyve, Ze Fourierov

rad ke%dej funkcie u € Cl< (oAl g2 3
nomerne konverguje k u

u(0) = u(7); podra systému (2.9) rov-
na intervale (0,7 > . Vzhladom na vetu 1.3 konver-
guje Fourierov rad podl's systému (2.9) ke%dej funkcie €:f€.L2(O,1V) v stre-
de k funkcii f 8 teda postupnost {“n}:ll tvor{ dplny ortogondlny systém
L,(0,T).

v priestore

Ako vidno z nesledujicej vety, uvedené vlasstnosti meji v3eobecnej3{ cherak-
ter.

Nech pEC](e,b),
xeea,b).

Veta 2.1.
pre ke2dé

1€C{a,b), ¢ €C(,b), p(x)>0, 9(x)>0

Potom

@) Sturmove-Liouvilleova dlcnm® md

(o)
{An} CE pre ktoré plat{

rAve spolitatelne vels vliastnych hodndt

_ q(x)
win ey madiis B AN (2.12)
x € (a,b) g(x) :
lim )n = + (2:213)
n — o
) M ‘na vlastnych funkci{ pntriacich k vlastnej hodnote )n’ e e e

zJnorozmerny podpriestor priestoru DL’ prifom kaZdd vlestnd funkcia
mé nae (o,b) prdve (n-1) jednoiuchych nulovych bodov. Medzi kaZij.1
susedny¥mi nulovymi bodmi lubovolnej vlastnej funkcie zodpovedajicej
vlisstnej hodnote )n sa nachéddze préve jeden nulovy bod vlastnej funkcie
zodpoveda jicej vliastnej hodnote ;Kn’].

ivoma
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vlastngch funkeif u, godpoveda jicich vlest-
tvor{ uplny ortogonélny systém V priesto-

= l 2 "" :
nym hodnotém A,, P 12y ‘ o Sreve podsienky (S0}
(e,b). Ak funkcis gecC (a,b) spine o 8]

ov red podla systému (U,Jn=

o)
¢) Kaldé postupnost {“n}n-l

re Lz,g
(2.3), potom jej Fourier
guje na {a,b).

rovnomerne konver-

i y temsa t. ..l l, y.
D!!knz. K()mp v vv \ h1b§10 Poznatk zZ ma lcke ana A
lﬂtn dOsz 28duJQ
2 h éﬂt nhpl v ( 4 XI. 4.)' Blebo (I?.?l, U. 220). Dokéieme len
MoZno 0 na, . ’

niektoré tvrdenis vety.
dhed vlestnych hodn8t zo vzorca

tes dokéZeme dolny o
e Vlestné hodnota Arx e vlestné

metédy :
ol funkecif.

(2.12) e ortogonélnost vlestnych

funkcis ug spine ji vzteh

; = (a,b) (2.14)
-(p(x)ué(x)) + q(x)un(x) =2, g(x)un(x), x €

"

Lun

Vynés n( QJ S n nkcl g OBLB eme 21

okrejové podmienky (2.2), (2.3) vztehy

b b b .
‘(x)° (x)dx -
Y (Lun)(x)un(x)dx = g p(x)un(x) dx + g q(x)u (x
= 2 8
b
b q(x) g 2

[ “(x) 2> mi (x)us(x)dx

-"P(x)un(x)ln(x)]a _xeﬂ?:,b> ?(X) 3 n

a

j ienok
ked vyrez v hrenste] zdtvorke Jje nezéporny na z4klade okrajovych podmil

(8.2), (2sdls
Pelej dosteneme vztahy
: 2 - ; i o n=1,2,¢c
R ( ( g(x)un(x)dx) § (Lun)(x)dx erﬁzg,b> g(x) y 2y
8 8
®» teds d51né ohrenifenie pre vlestné hodnoty Jje dokézoné.
Nech u.. e vlrstné funkcie zodpovedsjice vlestnym hodnotém )J,'Ak,

J # k. Prufitim (2.5) = definfcie vlestnych hodndt dostaneme vztehy
b
(lj -2) g Q(K)uj(x)uk(x)dx =

a

b b
- g (Lu )(x)uk(x)dx - (Lu,)(x)uj(x)dx =0
J ®

15} 2]

- 23 C-

b

o pretote A; # A\ musi byt f p(x)uy(x)u (x) ax = 0, o dokazuje orto-
e o

gonslitu systému vlsstnych funkcif {“n}n-l .

UkédZeme eSte, %e 8k ¢ é(a,b) Je nulovy bod vlestnej funkcie u , tek je
jednoduchy, t.j. u (c) =0, ale u (e) # 0.

Keby platila rovnost u;(c) = 0, potom by zafiatolnd dloha pre linedrnu di-
ferencidlnu rovnicu

-(py") +ay -2, ey =0, yle) =y'(e) =0

mels okrem rieSenia y =0 a nenulové riedenie u , o je spor s jedno-
zne&nostou rie3enia uvedenej za¥iatolnej dlohy ([4], [8]).

Poznémke 2.1. Ks¥dej vlastnej hodnote A~ ilohy (2.1) - (2.3) priradujeme
jednu vlastni funkciu Upe PodYa vety 2.1. v3etky ostatné vlastné funkcie
zodpovedajice vlastnej hodnote An mejd tver v = cu , cER.

Poznémke 2.2, Tvrdenia vety 2.1 pletia za urditgch doplfiujicich predpokla-
dov aj pre Sturmove-Liouvilleove Ylohy ne neohreniZenych intervaloch, ®8lebo
s funkciou p rovnou nule v jednom, elebo oboch koncovych bodoch intervelu -
(a,b). Okrejové podmienky v tekych bodoch sa nahradzuji podmienkemi ohreni-
¥ennsti hledenej funkcie. AJj funkcia Q m8%e byt v niektorych bodoch rovné
nule. Podobné podmienky vystupuji préve pri diferencidlnych rovniciech ur-
ujdcich 3pecidlne funkcie, s ktorymi sa budeme zaoberat v dalsich Zestisch
tohto parsgrafu. Podrobnosti s dOkazmi mo%no néjst.v knihéch ([4], {22]).

2ol Beeselove‘3) funkcie

Pri pou%it{ cylindrickych funkcif{ na rieSenie percidlnych diferencidlnych
rovnic &esto riedime obyZajni diferenciélnu rovnicu

ny,'* xy'* (x2_ vZ)y___O’ ))E(O,m) (2.15)

ktord sa nazyva Besselova rovnica,

Nenulové rieSenia Besselovej rovnice se& nazyveji cylindrické funkcie. D3le-
%2itd triedu cylindrickych funkcif{ dostsneme tak, 2e rie3enie rovnice (2.15)
hTaddme v tvare zov3eobecneného mocninového redu

a
y(x) = x* § X0 e pgRa eR'R (2.16)
n=0

-

13

BESSEL FRIEDRICH Wilhelm (1784-1846), ncmecky estronom ® metematik.
Viec precovel v mstronsmii ® geodézii. V oblasti matemetiky rozpraco-
vel tesriu cylindrickgch funkecif.
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Dossden{m do rovnice (2.15) zistime, Yo

a2, o1 = O RERY Y & o

Ak svolime u =Y , dosteneme rekurentné vztehy pre ostatné koeficienty:
a

®2k-2 .

= ’ k."zgooo
e 4(yY + Kk A5(Y + X))V + k=1) «.0 (y + 1)k!

Kon3tentu 8, mA¥eme zvolit Tubovolne. PoloZime

1

B o ——

a0
27 (3 + 1)
xkde [: (0,@) =» R Je geme-funkcia definovend perametrickym integrédlom

00
-ttx-l
M(x) = J’ e at, x€(0,m)
0
priZom plati

Donthd e BibusmaioR bo 2ausnad A%

RieSenie (2.16) mé potom tver

K
- (=1) x>.?lc+))
=z J,(x) = = 3
TrPAsighs ;5 k! [ (x+1) [ (k+ V+1) (2 i

Funkcis J : R —> R se nezjve Besselova funkcia (prvého druhu rddu V).

Pomoncou d'Alembertovho’4)podielového kritéries Yahko zistime, %e red repre-
zentujici Besselovu funkciu konverguje pre keZdé xER a teda definicia
funkcie je korektnéd.

VySetrime deslej pripad M= - y . Preto%e Besselove rovnica sa zémenou Yy ne
-y nemeni, je aj funkcie J-9 riedenim rovnice.

Ak Y nie je celé ¥islo, si funkcie J9 . J-? lineérne nezdvislé, pretoZe

v okol{ nuly se prvé z nich esymptoticky spréva ako funkcia 'xv, zatisl %o
druhéd ako x'v . Teda v tomto pripade tvoria funkcie JV’ J-V bdzu mnoZiny
vBetkjch rieden{ Besselovej rovnice (2.15).

Ak V=n, n - celé nezdporné &fslo, potom plat{ vztsh ([1], §11.1) J_p(x)=

= (-l)an(x), x €(0,0). Teda funkcie J ,J_, sed v tomto pripade lineér-

14 .

) D ALEMBERT Jean Le Rond (1717-1783), francuzsky metematik, mechenik &
filozof. Sformulovsl previdld zostavenia diferenciélnych rovnic pohybu
hmotnych bodov. Jeho préce z diferencidlnych rovnic majd zakladajicu

dlohu v matemstickej fyzike. Predlo?il rielenie rovnice kmitsnia struny
v enslytickom tvere,

. 38

ne z4vislé ® musfme ndjet iné riedenie, ktoré je s funkciou J, linedrne
nezévislé. Takymto riedenim je napriklad funkcia N definovend vztahom

Jy(x)cos yir - J_V(x)

N, (x)
Y sin YT » ok VE{0,1,2, ...}

(2.18)

Nn(x) lim Ny(x), ek n€ {0,1,2,...}

Yy —>n

A ‘ .
Funkcia NV sa nazyva Neumsnnovs 5) funkcia (slebo ej Besselova funkcia dru-
hého druhu) rédu Y.

V3eobecné riefenie Besselovej rovnice mé tede tver

y(x) = ¢, Jylx) + ¢, Notx); ey, c,€R, x€(0,00)
Funkcie J, si v nkol{ bodu O ohrenilené (obr. 5), zstiel %o funkcie N sd

v okolf bodu O neohrenifené (obr. 6). Preto se funkcie J, pouZiveji nas rie-

Senie nkrejovich dloh ne intervele (0,8), & >0. Ak Y nie je celé ¥islo, md-
Jeme pouZivet nemiesto funkcie Nv aj funkciu J g

obr. 5
Grafy funkcif Jor J,

15)

NEUMANN'K§Y1 Gottfried (1832-1925), nemecky matemetik. Zédkladné préce
mA v tequl }oqaritmického potenciélu a rie3eni okrajovych dloh mete-
matickej fyziky, zsoberal se sj teoriou Besselovych funkcii,
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- .(l)
oS r’A

-a$ Y= N,(")

Obr. 6
Grefy funkci{ N N,

o’
Dalej se budeme zsoberst len funkciami Jy. Vzhladom ne ich pouZitie pri
riedeni okrejovych dloh je d8leZity fekt, Ze funkcia x — Jy(cx),

x € (0,0 ); Jje riedenim rovnice

x2y"+ xy'+ (e®x® = Vz)y % 0% (O\ad? (2.19)

ktord m8%e byt vyjadrend aj v tvare

2
(xy ) = — y + ¢’xy=0, x€(0,m) (2.20)
x

UvaZujme teraz Sturmovu-Liouvilleovu udlohu

2
-(xy°)° + y -Axy =0, x€(0,0) (2.2%
X
y - nhreniZenéd pri x — O+ (2.22)
ocy(n) + e y'(p) = 0,0020, 20, ¢+ >0 (2.23)

Ne zAklrde pndmienky (2.22) maji vlrstné funkcie zsdpovedajice vlastnym
hndnotédm A tvep

. 20w
u (x) = J,,(ﬂ'x). x €(0,m)
Na zdklade vety 2.1 & poznédmky 2.2 plati

Veta 2.2, Existuje jednoznaZne urfend postupnost vlastngch hodn6t udlohy
(2.21) - (2.23) tvaru
2

)
n
)n=< - >, ne (Ndyseny (2.24)

y v
kde ¥{sle gL: )2 0 spInsji rovnost

oG J (,u(:)) +

:”) 0T g NP R N £2.25)

v) _.
thy W

(v)

0
dn

Funkcie JV X tvoria dplny ortogondlny v priestore
a n=1

L2 x(O,e) systém vlsstnych funkcif zodpoveds jicich vliastnym hodnotdm
’

7 B 1,2,¢.., priZom pre druhé mocniny ich noriem platia vztahy

a (v) y 2

2/ #n a’
foy X | dx = — J'2((u,())))+ 1 -—))—
8 2 Y - (v)?
“n

0

2
Jv(fbn) (2.26)

Bez d8kezov uvedieme e3te niektoré uZitodné vztahy pre Besselove funkcie

ETE B R

2
Jyaq (x) = — Jy(x) - J,_,(x) (2.27)
Jy(x) AN
y = _;_ p(x) - Jdy,,(x (2.28)
| T 2
Jy(x) = = ein x, J ¢ (%] = [— cos x (2.29)
,‘ L x -z Jx

V pripade okrsjovej podmienky y(a) = 0 sui &isla A Vystupujice v (2.24)
nulové body funkcie Jy & druhé mocniny noriem vlestnych funkcif{ meji tver

dn 82 az ' y)
2 Sl ) 2 )
J’xdy ( : x| dx = o gt (o) = —;— Jyeq(&n (2.30)
o \




Pri rieden{i niektorych dlch pre perciélne rovnice sd dbleXité e&j modifiko-

ktoré ed riedenim modifikovenej Beeselovej rovnice

(2.2}

————— —

xzy"0 - y'_ (!2 » yz)y = 0, xc(O,m)

jo riedenin Besselovej rovnice, potos funkeis "9 definovang

funkcis w : :
o je riedenim nodifikovenej Besselovej rovnice (2.31),

vztehom w(x) = w(ix) '
Teds 8j funkcie Jy definovend predpisom

2k+y

AR

a & e
Jy(x) = Jy(l") o ;} Pxk+1)M(c+V+ 1)

Aby riedenie bolo reélne, vyndsobime predché-

je riedenim rovnice (2431
=Y & dosteneme modifikoveni Besselo-

dzejicu funkciu komplexnou kon3tentou 1i
vu funkciu Iy : (0,0) — R tvaru

% 2k+Y
(3)

- 2
Iy(x) =i Jv(lx) =kZ=O P PPAE #V5 *F)

(2.32)

V pripade rovnice
x2y ”4 xy‘- (C2x2 + Yz)y

je rieZenim funkcis x —> Iv(cx), x€(0,m).

2.3 Legendrove16 polynomy & zdruZené Legendrove funkcie

Pri rieden{ parcidlnych diferenciélnych rovnic pomocou sférickych suradnic

sa mAJeme stretnit s diferencidlnou rovnicou

(1 - xz)y"- 2x y'+ n(n+ 1)y =0, x€(-1,1), n=0,1,... (2.30

ktord se nezyvae Legendrova rovnice. Medzi jej rie3enia patri 8] polyném P
deny predpisom

n

1 d 2 n
. ——; (X% 19 4 LAnt= QB IRNY
2-nlnran

Pn(x) =

prifom kladieme Po(x) # 1., Presved®{me 88 o tom (n+!)-ndsobnym derivovenim

identity

1 - : ,
6) LEGENDRE Adrien Marie (1752-1833), frsncizsky matemstik. Zaoberal sa

mptom'tirﬁﬂuvﬁnnl?zou A tesrinu &(sel, Zsviedol Legendrove polynomy,
rie3il eliptické intepsrAly n znstavil tabulky ich hodn8t. Sformulovel
” n ryzdelenin prvoff{cel,

-29-

(32 - I)Q;(x) - 2nx Qn(x) = 0, Qn(x) = (x2 - l)n
PouXitim vztahov
(n+1) (n)
+ 2(n + l)xEQé(x)J + (n +I)[Qn(x)J

[2nx Qn(X)](n*l) = 2nx Qin*')(X) + 2n(n + 1) Q'™ (x)
n

(n=1)

3 1
dHrstaneme, %e polynom Q;n) e teda 8j P_ = Q(")
n n n
(2.33). i

Je riedenim rovnice

Polynémy Pn, n=20,1,2,... sa nezyvajs Legendrove;gollnémy.

Legendrova rovnica mSZ%e byt vyjadrend aj v tvare

[0 - %%y ) - ntn+ 1y =0, xe(-1,1)

(2.35)

Ak pridéme k rovnici (2.35) podmienky ohrenilenosti v okoliach bodov -1, 1

vidime, %e Legendrove polynomy si vlastné funkcie zodpoveds juice vlastnym
hodnotém An = n(n+1) pre Sturmovu-Liouvilleovu dlohu

-[(1 - x)y°] -2y = 0, IytxILC,~xeC=1,17 (2.36)

Podmienka ohranienosti nshradzuje okrsjové podmienky v krajnych bodoch,

pretoZe funkcia p R — R, p(x) =1 - x2; Je v nich nulovA4.

Ne zéklade vZeobecnej teorie vlastnych funkcif Sturmove j-Liouvilleovej dlo-
hy plet{

Vetas 2.3. Legendrove polynomy {Pn} tvoris dplny ortogondlny v priestore
L2(-l,1) systém vlsstnych funkci{ zndpovedsjicich vlastnym hodnotém )n =

SN(NE) Si= o 1R dlohy (2.36), pri¥om pre ich normy platia vztahy
1
|p N2 g P° (x) d ;
= 2% (x X & == i 0L Ve e
n n 2n#1 ’ ’ ’

(2 23T)
=1

Podobne ako pri Besselovych funkciéch pletia aj pre Legendrove polynomy re-
kurentné vztehy ([1], 12.1.4)
0 i e b
n4

WrETREn + T)xP (x)} + nRe olxgd = Q (2.38)

Po(x) = e, )= B Gxdl (2.39)

)

) 1 Ok

UvaZujme teraz rovnicu tvaru




s

kz

(1 - xz)y"- 2x y * [n(n Ay - o

]y-p, xe(-l,l) (2.40)
| =X

Rovnics je totoiné s Legendrovod Seenioon tBeidl, s k ¢ 0. Ak k Jje pri-

é %{slo, hledéme riedenie v tvare

k/2
y(x) = (1 - £2) - stz), x€(=1,1)

rodzen

3e funkcia 2 Je riedenim diferenciélnej rov-

Dosadenim do (2.40) zistime, : . ‘
e rivovenim pdvodne] Legendrove) rovnice.

nice, ktoré vznikne k-nédsobnym de

Teds
dk
z(x) = — P (x), x el(=-1,1)
K n
dx
Funkcie Pﬁ (=1,1) =R definovené vztehmi
k
k/2 4
i) mbdonat) orommiPyladosvki® Ysduviesd (2.41)
n k i
d! ’1,2,0-.

se nezyveji zdruZené Legendrove funkcie.

Vidime, %e pre péArne Kk si funkcie Pﬁ polynémy k-teho stupiia, Op#at ne
zéklsde v3eobecne] teorie Sturmovej-Liouvilleovej dlohy plati
o)

K :
Veta 2.5. 2Zdrulené Legendrove funkcie {Pn}n=o tvoris Uplny ortogonélny
v priestore L2(-1,1) systém rie3eni rovnice (2.40), prifom pre ich normy

platia vztehy

1
K 112 kK )2 2 (n+Kk)!
\1Pn’| = K [Pn(X)j dx = (2.42)
ot

2n+1 (n-k)!

n =k, Etf, k#2,...

2.4 UOlohy

1.’Rie5te Sturmovu-Liouvillovu dlohu

il 4
-y -2y =0, xe(0,a)
o< y(0) —/Sy'(O) = pyle) + 5 y'(s) =0, 8k
8) X=g=1, P=6=0
b) X=§=0, PB=6=1
e) M FS Y BV s

4) = §=0, fPef=
¢) X=f=sb=st, A=0
gy =f=6=1, £=0
g) % =P=f=6=1

00
2. DokéXte, Je pre Besselove funkcie {Jn}n-o platia vztahy

n ’
g (x) = [x" I (0] (2.43)

x"+2 J

@ +1 2
n__l(x) = [2n x" Jn+|(X) - x*2 Jn+2(x)] (2.44)

Ndvod: Pou%ite rekurentné vzorce (2.27), (2.28).

3€‘Vyjedrite funkciu f v tvare suiftu ortogondlneho redu v

dYa systému =h b e :
p {g° ( 8 x)‘} ¢ WGl ) R0y m = By2, ses
n=1

Lz'x(o,a) pO-

a) £(x) =1, b) f£(x) = x°.
Ndvod: PouZite vzorce (2.43), (2.44).

4. DokéZte, Ze Legendrove polynomy nadobddaji hodnoty:

: e n

Elut] » (-1) (2.45)

P.(1) =1, n=0,1,2, ... (2.46)

P2k+1(0) £ 0 (2.47)
k (2k)!

P, (0) = (-1) ——— (2.48)

22K (k1)?

NAvod: PouZite vyjedrenie (2.34) ne d8kez vztshov (2.45) - (2.47) e reku-
rentny vzorec (2.38) n» dbksz vztahu (2.48).

5. Vyjedrite funkciu f v tvare siltu ortogonélneho radu v L2(—1,l) podla

{ ]“’
t
systému .Pn SR

a) Pl & T b)s filx). F.x

Ndvod: PouZite vztehy (2,39), (2.45), (2.46) a v pripade b) aj metodu
integrovania per partes.
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Il. Stacionarne rovnice

zsoberat percidlnymi diferencidlnymi rovnicemi

V tejto kapitole s8 budeme
priestorovych premen-

2. rédu, v ktorvch pko neznémé Vys

nych X;, -++» Xp lieto rovnice 88 nezyvejd
j4 steconérne - od ¥ssu nezévislé deje. Rovnice vystupujice

v tejto krpitole s® nazyve ji ne zéklade vlestnosti ich koeficientov 8j elip-
tické. Mnohé vysledky 2 tearie eliptickych rovnic 88 poufveji @8j pri rie-
sen{ invch typov rovnic. Pri riefeni budeme pouzivat nejmé metody matematic-
ke i enald¥zy zrlo?ené na vy jardren{ ries3enis v tvare ortogonédlneho radu, ale-
lep\mﬁcwubpﬂrﬁmptr ckého integrélu. Tekéto metody se nezyveji aj kleseické.
¢mi metodsmi zsloZenymi ne poznetkoch z funk-

tupuje funkcie m
staeciondrne, pretoZe ich rie-

Xania vyJjadru

Budeme se zroberat nj modern

cionélnej enrlyzy.

§1. NIEKTORE FYZIKALNE DEJE VYJADRENE STACIONARNYMI ROVNICAMI

Podstatnd tdlohu pri odvoden{ staciondrnych percidlnych rovnic hréd Gaussova-

-Ostrogradského forumule 8 metoda integrécie per pertes pre funkcie viac pre-

mennych.

1.1 Stacionédrne vedenie teple a difdzie

Uva%ujme teleso zsberajice ohrani%end oblest §2cR3, v ktorom sui spojite roz-
lo%ené tepelné zdroje vyjadrené spojitou funkciou f : QQ — R. Funcia £ vy-
jedruje hustotu rozlo%enie tepelnych zdrojov v telese. Celkové mnoZstvo tep-

le vyprodukovené zdrojmi v Tubovolnej %asti D telesa je potom rovné

Q; = Sﬂ’f(x)dx, ¥ = (x‘,xz,x3) 1)
D
PodTa Fourierovho zékons pre tok tepla cez povrch telesa je mno%stvo tepls,
kt-ré prejde cez povrch 3D oblesti D v smere jednotkového vektora n von-
ke j3ej normély, rovné

du
Q = - k(s) -a—- ds (1:2)
n
aD

kde k :L— R je funkcia vyjsdrujice premenny koeficient tepelnej vodi=

vosti @8 u :SL—+R je (neznédma) funkcia popisujica rozloZenie teploty
v telese 2 . Znemienko mfnus v (1.2) vyjadruje td skuto&nost, %e teplo pru-
di v smere klesejicej teploty.

PodYs zékone zachovenim tepla je mnoZstvo tepla vyprodukoveného tepelnymi
zdrojmi v Tubovolnej &msti D teless rowvné toku tepls cez povrch 9D, t.j
mus{ platit " §

qQ =Qq,

Upravou integrélu (1.2) pomocou Geussovej-Ostrogradského formuly dosteneme
rovnost

ﬂT[div(k(x)gred u) + f(x)] dx = 0, €1.3)
D

ktord plat{ pre Tubovolni podoblest D oblasti €L . Ak predpokladdme, %e ce-
3 . . .. ?

14 funkcie za integrélom je spojitd na £2, potom zo vztahu (1.3) platného

pre Tubovolnd oblast DCS (-steneme rovnicu

div (k(x)grad u(x)) + f(x) = O pre ka%dé xeS2
Poslednd rovnicu prepf{3eme do tvaru

-div (k(x)gred u) = f(x), xeQ (1.4)

Rovnice (1.4) je rovnice stacionérneho vedenie tepla.

Ak teleso je z homogénneho meteridlu, potom k(x) Z k>0 pre vietky x
@ rovnice (1.4) mé tvar

-Au:——-— ’ er (1¢5)

Rovnica (1.4) vyjadruje 8j Jifiziu létky cez porovité prostredie. V tomto
pripade neznéma funkcia u vyjadruje koncentrdciu difundujicej l4tky (ply-
nu, kvepaliny) a k je koeficient difuzie.

Podobny tver sko (1.4) mé aj rovnice pre trensport neutronov v oblasti S2 :

-div (p(x)gred u) + (6 - 6.)u = f(x), xeQ (1.6)

Funkcia u vyjedruje hustotu neutronového toku. Funkcie p, 6, 6? si mate-

ridlové veli¥iny, funkcis f vyjedruje 3tiepenie, ktoré produkuje neutro-
Ny ARe

1.2 Ohyb membrény

OdedIme 8i roavnicu pre nhyb membrény na zédklaede principu minims potencidl-
ne) energie,




- B =

tver ohranidenej oblesti Slc.Rz e le2{ ne
je cherekterizoveny funkciou
e membréne mé tuhost

Predpokledajme, 2e membréne mé
ktorého odpor pri pohybe
x€ L. Delej predpokledéme,
x €S0 ; pbsobi ne %u kolmé vonkejdie sile hustoty
len malé priehyby membrény, ktoré au vyJjedrené
Je okraj membrény je pevny e

pruinom podklade,
q :Q —+R, q(x) 2 0,
s -k XRZT > 0,

£ : Q. —> R, Budeme uvatovet

funkciemi v :SL—R, prifom predpokledéme,

tede
v(s) = 0O pre kr2dé SE oL (1.7}
Celkové potenciélne energie membrény Jje potom ([13), 10.2)
L 2
Ulv) = - f[{r(x)|grad vlz* q(x)vix) - 2f(x)v(x)}dx (1.8)
2

PodYa principu minimdlnej potenciélnej energie zaujme membrine tskd rovno-

véinu polohu popisend funkciou U : QL —> R, Ze
U(u) < U(v) pre vietky véC‘(g—D, v(is) = 0, s o2 (1.9)

Ak poloZfme v = u + tw, kde LER, w eC‘(ﬁ), w(s) = 0, 8 €3S} dosteneme
vztah

U(u + tw) =

U(wv)

2
= U(u) + t f((T gred u.gred w + quw - fw)dx + tZJ}‘(Tlgred w| ™ +
s
+ q w2) dx S
Punkcis t —= U(u + tw) neadobdidas podla (1.9) minimum v bode t =0 a teda

d
— U (u + tw)
dt

=0
t=0

Po vykonsn{ derivovsnia dostsneme integrdlnu identitu

J[(T gred u gred w) + quw - fw) dx = O (1.10)

§2 pre vdetky wG,C]((.Tl), w =0 -da ‘9L

e pou?iti{m metody integrovenia per psrtes pre moZné integrély (D8sledok
I.1.2) dosteneme identitu

Jf[-div(r grad u) + qu - f] wdx =0 (1.51)
2
pre vietky Wwe€ Cl(ﬁ), w=0 na 92

¥Medzi funkcie w splnsjice identitu (1.11) petris aj v3etky funkcie z mno~
: e o)
2iny Co (2). Potom na zéxlade JdAsledku I.1.1 plat{ rovnice

- Y

-div(T(x)gred u) + q(x)ulx) = f(x), x€Q; (1.12)

ktorej rieSenie u : 52 —» R vyjedruje v kaZidom bode x¢€ S2 velkost ohybu
membrény .

Ak T(x) = T, dostaneme rovnicu v tvere

q r(x)

-Au*;u= : y XECY (1.13)

Poznémka 1.1. Metods odvodenia rovnice (1.12) méd aj vSeobecnej3{ chersk-
ter 8 je zéAkladom verisZnych metod rie3enis staciondrnych percidélnych dife-
rencidlnych rovnie, pri ktorych sa dloha rie3enie rovnice nahradi dlohou

» minime funkcionélu (funkcie definovenej ne mnoZine funkcif).




