2

/"VS’ann(f‘L;n))

. e 8 s
Pre druhd mocninu normy funkcif Unn' Ypn' Ypn ©ome pouZili vztehy (3,62)
8ko aj vzorce I. (2.26). I. (2.28) z teorie Besselovych funkcif:

21 (o)
- g [ ’)/(um - (o)
Il ugoll = J j rJg | r drd(p=?’§>J‘(/Lm )
] | \\ 9
00
2T (u(O)
12 m ?‘
| 2 2 r 252 (n)
Hucnmh é f‘(r Jg < . r)cosngpdr dp = ; [ Jn+l(/Lm ) (3.68)
00
227“ /(u(n) o
( m /)
L 2 | v - =¥ £ (n)
;uan = J [ r Jo \ : r> sin“nypdr d¢ = 3 0 Jnﬂ((um )
OO0
m,n = 1v2y

Poznémke 3.3. Vzorec (3.66) se podstatne zjednodudf, sk funkcis ¢ na pra-
vej strene rovnice (3.64) zévis{ len od vzdialenosti od za&istku suradne j
sistavy, t.j. f(r, @) = £(r). V tomto pripede médme

c Birai o
fmn = fmn = m,n, = 1,2, p
8 teds
(o)
; al
j rf(r)Jo r| dr
UL 1 (o)
( : .
u(r, = - J .69)
g T g=1 2 J2 ( (o)) o ( o r) (298
Q 1 W a
3.3

Rie3enie okre jovyech dloh s iloh na vlestné hodnoty pre valec

Buldeme ga zaoberat dlohemi na oblagti Q(:RJ:

= {(x,y,z)eRj; xg*y2<92, U<z<d}
8) PinZme Dirirhlgtnvu_z&ggjovd dlohu:

Su=0 (ny.355¢

(3.70)

-0
ulx,y,0) = ulx,y,d) = 0, x2 + y2< 92 £3.73)
u(x,y,2z) = glx,y,2), x° + y2 = 92, O<z<ad {3.72)

Ulohu (3.70), (3.71), (3.72) vyjesdrime v cylindrickych sdrsdniciech:
—_——t - — t —— 4t —— = (3.73)

O<r<g, 02 @22W, o0c¢zca

u(r,(p,o)=u(r,tp,d)=o, O£r<9, ospgzu (3.7%)

U(?’(P' 2) =gly,m), 0<9L2T, o<s<d (3.75)

d
u(r,*)",dﬁo

\§§_'___,’

I
| aw=0

/""-L.~"\

-3l

“ulr, ¢ 0)=0> %

Obr,, -9
Oblsst rie3enis dlohy (3.73), (3.74), (3.75)

KvAli spojitnsti rieSenia buleme predpokladat, %e funkcie g splne pod-

mienky :

r(@p, 0) = glp, d) =0 (316 )
RieSenie u hladdme nnjprv v tvare

u(r,(p y2z) = V(r, 0)2(z) 3.7

(Premenny z separujeme Bko prvd vzhlsdom nA nulové okrsjové podmienky na
26kludai » vrchu velca.) Losadenim vyrszu (3.77) do rovnice (3.73) & sepa-

rdciou dostancme vztahy
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- JRw
\ 2
2 2 . . T\ , 2
‘v 1 v e 2 gl 3 g h Ao
’-_’__5 adh M : r+n | R(r) =0, O<r<pg (3.86)
o " ar e 3y 2 (2) Y
-y & v Riedenia rovnice (3.86), ohraniZené ne intervale (0,9) sd modifikovan
; Besselove funkcie 1. druhu, pretoZe koeficient pri vyreze r“R(r) je zépor-
e del¥ou dprevou s pou?itim podmienok (3.74) méme rovnice n¢ (pozri I. §2.2, (2.31), (2.32) ). Teda riedenia maji tver:
2 , Tt
*v 1 W . Y | : = (—
+ = —4— — - AV=0, 0<r<g, 0= (pS2T (3.78) allte " Sl Y e | s (3.87)
31_2 r ar !'2 3?2
: a riedenia rovnice (3.81) splnejuice podmienku ohreniZenosti v okol{ nulové-
3 (3) 2B, ;09 gen (3.79) ho bodu 8 periodickosti V(r,0) = V(r,2 ") majd tver:
z(0) = 2(d) =0 (3.80) o
Vo (o)) o Lo
RieSenim dlohy (3.79), (3.80) je postupnost vlastnfch hodn8t a im zodpove- d
dajdcich vlastnych funkcif
.l 11 =
. Ve (r = —— r cosn
/ gm \° m an  f i, ?
)m=<-—-— > Zm(z) =dn =g o= 1,2, ...
b b Mo
= fy )=l —r sinnp; mns=1,2,...
Dosadenfim ) = }m do rovnice (3.78) dostaneme an : 30 o : ; il
2 3%y av 3% T : Vy¥sledné riedenie vyjedrime v tvare dvojného funkciondlneho radu
r i e - <——>r2 V(r, ()1)) =0 (3.81)
arz or ap.? b u(r' (P ,Z) =

OpHf sepsrujeme premenné, prifom v poslednej rovnici kladieme

| ¥ " Gy (3.88)
= 3 i 1n | — z .
Vir, ¢) = P(r)cﬁ(gﬂ) -E g O(a cos ngp + b sinng) I - res »
m=1 n=

Dostaneme rovnicu
VyuZit{m okrsjovej podmienky (3.72) dosteneme vyjadrenie

2 e . ‘f_ qrm\‘2 2 ]
R + 2R <> =
ihe ) r +(U-JR(X‘) o, 0<r<j), A €R (3.82) e Tm ' Ta
: =E (s cds nQ"¥D__sidnQ)I (~—0)e6in — 3
8 dlohu na vlestné hodnoty g((p,z) mn ¢ mn n\ 4 d
m=1 n=0
"

- < % P - . 3
¢+(1L ¢ 0, 0= 0@p<g T (3.83) 8 teds %{sla a__, b,, 0oZeme vyjedrit pomocou Fourierovych koeficientov
$) = ¢2m) (3.84) funkcie g podla ortogondlneho ne mno%ine (O, 27’>x {0,d) systému funkcif:

©
ktord mé riedenis: Tm i . : ks
{sm — z, ¢ns n@ sin = z, 8in ny sin a » e

My =0, @ () =1 :

2 c 2T a Im el

o i e =

fu-n s F7 ¢n((P) = cos ny’, ¢2((P) = sin n¢ (3.85) I gg((P’Z) sin p z ¢
00
B8 1.8 . amo=

n Tm
bUosaden{m do rovnice (3.82) mame rovnicu a1 _d—-9




o e
~
2h 4 o 4
,3) nY ein — 2 z
2 5 [g(? z)cos ? :

0 O
) B -

mn flrm
d In —d-9>

n

24 d
( Tm
2 j (z((ﬂ,z)sin ng sin — u dy’dz
' d
Q.0
b =
mn .
/ Im
g 1 e
Y
a.ne-1.0

b) V predchddzsjicej okrajovej dlohe boli nulové okrajové podmienky na 2zé4-
kledni 8 vrchu valce & nenulové na plé3ti. Teraz budeme riedit lohu

8 nulovymi podmienkemi na pl43ti a zdkladni & nenulovou na povrchu valcea:

Mt o e PR N
+ +r e——=0 \3-89)

5 P

3?‘2 ar 8?2 822

r

o
;1‘
S
°©
~—
]

ul(yg, @,z) = 0 (3.90)

ulr, ¢,d) = h(r, ), o0<r<y, 0= pL2¥, 0<¢z<d (3.91)

)z

(i

I
‘\Z(Pl% |2)= 0//
§_+—‘

AU=0:

y

// \\
Z Ul £0)=0"

y"

-

X/

Obr,., 10
Oblsst riedenies @lohy (3.89), (3.90), (3.91)

-7 -
RieSenie hladéme v tvere
ulr, ¢,2z) = W(r,z) ¢ ()

8 po separédcii premenngych dostaneme rovnice

,222_".+rﬂ4r232' A
i Y ; PANED) 0<r<§, O<cscd (3.92)
'+ 29 =0, 0< P< o (3.93)
s podmienkou
¢) = ¢(29) (3.94)
Riedenismi dlohy (3.93), (3.94) sy vlestné hodnoty
A= n2, 0= O e

n

a vlestné funkcie
c
¢°((P) =1, ¢n(<P) =cosnyp, ¢>s(§0) =einng net,2 ..,
Dosadenim :XE‘}n do rovnice (3.92) a dal3ou separdciou pri vyjedren{

W(r,z) = R(r) 2(z)

méme 8 vyuZitim nulovych okrajovych podmienok Wlohy:

e BV % h e (ur’ - n®)R =0, n=0,1,2,... (3.95)
R(g) =0 (3.96)
2 -az2=0, 20) -8 (3.97)

RieZeniemi dlohy (3.95), (3.96) sdi rovnsko eko to bolo v pripade udlohy
(3.59), (3.60) vliastné hodnoty » vlastné funkcie

HL;n)

§

r (3.98)

. 4 i B <

m= 1,0 ..o NN

2
(Jién)

kde HL;H) Je m-ty¥ kored rovnice Jn(r) =

o

Rie3eniami ulohy (3.97) si po dosadent A=z M funkcie

(n)
e

§

Aby s splnila nenulové okrajové podmienka
Nie dlohy (3.89), (3.90), (3.91) tver

Zmn(z) = ginh z

(3.91), mus{ mat hlsdené riele-
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u(lr,@,2) = i
i (3.99)
(n)
(1) O edai dalia
(e 0} o0 ‘u_mn 8 9 z
=ZZ (ay, cos n¢+ b sin ng)d, r
@=1 n=0 4 f”'n(:n)
sinh d
4

kde =a 8 b rierov~ koeficienty funkcie h vzhladom ne 8ys-

}oo
r|sin n
) SD m,m=1

tém

(o) (n) (n)

( /,,/{u.m \‘\ (Mm > ((u’m
JO ril, Jn rjcos np, Jn
e g 3 5 ¢

ortogondélny na mnoZine (0,9} x{0,2® & véhou r:

9211\'

f M(r,(,mo(

00

(ué(’)

] ar d(p

mo
§)2 j\,JZ

(
: ((u_mo))

0 27 (n)

M
2( (r h(r,(p)J - r> cos n¢dr d
n\ o 4

¢
2 r h(r J n :
f( ,(p)n( r) 8in n {dr dy

Ak v okrsjovich podmienkach (3.90), (3.91) je

u(r, ¢ ,0) = h(r,(/?), u(r,(p,d) =0

pnotom r;l:h.me m4 ten isty tver ako (3.99), 1len namiesto funkeif
ulr (n)
m M
sinh ——o udy f ci 1 -
) z Zz budi funkcie ginh — (d-2),

-

-1 -

Pri nenulovych podmienkach na celom povrchu valca treba sZ{tat predchddze-

juce rieZenia,

¢) Uloha ne vlestné hodnoty:

3%u 1 du 1 3% 3%

——t = e—t — — 4 — % Au =0 (3.100)
ar2 or r2 a‘fz 322
u(9,(p,z) = ulr, ¢,0) = u(r, ¢,d) =0 (3.101)
0<r<g, 0L9<2W, o0<z<a

RieSenie rovnice (3.100) vyjedrime v tvere
u(r, ¢,2z) = U(r, So)z(z)

Po seperdcii premenngch dostsneme lohy
2°(z) + 42(z) =0, 2(0) = Z(a) = 0 (3.102)
¥y 1w
— 4+ = —+ (A-m)U =0 (3.103)
ar° »r 9r

UZ vieme, Ze rie3enim ulohy (3.102) je systém vlastnych hodndt a vlastnych
funkeif

m 7~ ¢ m 7 .
(u.m = — 5 Zm\z) = Sin —d-— z' m = ‘,2, e
d

Dosadenfm AL = 4 =~ do (3.103) dostoneme daldiu dlohu ns vlestné hodnoty

v tvare
3%y 1 32y N
rl e S _+(‘)- <—>Jr2 Uu=o0 (3.104)
o It e L d
Jg, @) =u, (v e 2 ) (3.105)
O<r<g, 0 E@s 28
Riedenie rovnice (3.104) hVaddme v tvare
Ulr, @) = R(r) § (@)
Ulohe (3.104), (3.105) sa rozpsdne na dve ulohy:
¢”‘ V=0, ¢0)=¢@M (3.1 5)

ol 2
P2R”+ r R’ + ’”A-<—) -'P2 R(r) - ))R(l‘) =0 £1.107)
d

J

(-
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R(g) = 0 (3.108)
Riedenim dlohy (3.106) sd vliestné hodnoty @ vlastné funkcie:

))n o nz' " Ov‘vzv L

(P =1, qbf]((p) = cos ny, qb;((/’) Ry o= L3N,

Yz n

Dosadime

do rovnice (3.106). Podla teorie vliastnych hodndt & vlast-

mus{ byt vliestnd hodnota

nych funkcif{ pre Sturmovu-Liouvilleovu dlohu (vetsa I.2.1, poznédmke I.2.2)

/

//m r \,2
- bl >0
\ d /

8 na zéklede vlestnost{ Besselovych funkci{ m4 potom riedenie rovnice
(3.107)

tver

m 9 (n)
- % n o
A= "d—’ g /.Lp y n'oyly2)‘7p=1'2’ »
| /
2 p d = . .
kde ALD e p- korefi Besselovej funkcie Jn 8 teda systém vlastnych
hodndt mé tvar
o 2
/ (n)
’ o T\° Mp \'\
A . o
mnp £ % 0 /. (3.109)
:: }!21 ’ n - )"lzl ’ p: ]’2’
Prislu3né vlaestné funkcie maji tver:
7 2:40)
/ M
o (r, P,5) &g (-2 ¥ vul
)'Zl’)p‘ y Yy 2) =.J’) Q P/ SinTZ
(n/
l{ r (p - 1 /Ap \ : mljr—
5 $.2) = g_| —_6—- r) €08 n¢Y sin — (3.110)
, d
AB)
= o el £ /’(up '\‘ m 9
R W WEeR nl T P oin nllhiy Sa B
9 /

d

yidime, %e keZdej vlastnej hodnote )
hodnote A

4) Rie¥enie Dirichletovej okrajovej dlohy pre Poissonovu rovnicu:

-8u = t(r, ¢,2)

(3.112)
u(r, (p,O) = u(r, ¢,d) = u(g,(p,:) =0 (3.112)
o<r<e, O0< @2, o0<z<a
vyjedrime v tvere
(o)
st fﬂOP 'up m §~
u(r, ¢,2) =Z_ )\ Jo rein-—d-z*
m,p=1 mop 4
(n)
HLP
(0 o] Jn 9 " "
+ ) Y (fmnp cos ny + f:npein np)sin — 3z
n,n,p=l mnp
kd {f S o = si Fourierove koeficienty funkcie f podTa
. mop’ “mnp’ mnp}m,n.P=‘

ortogondlneho ne mno%ine (0,9) x (0,2T) x (0,d) s védhou r systému vlest-

nych funkeif

c s }°°
umop’ umnp’ umnp
’

mop 2°dpovedd jedna e keZde j vliestnej
py T8 Z 1; zodpoveddji dve linedrne nezévislé vlastné funkcie.

m,n,p=1
9237 d ('LL()O) o
2({ '~ f(r, 9,2)d, : r> sin — 2 dr 4@ az
6.0 0 ’ 2
mop ‘ ﬂ—OZ J? ((‘L‘\;O))
9 204 ,(u_:’n) e
4§£ gr t(r, ¢ ,2) Jn< . r| cos n¢exn—d—zdr ag |
c 010 0
annp ?—— 2 2 ( (n))
d S Jn+l ¢u’p
2¥ a (n)
: Ap L »
4(( {r f‘L.',(P.z)Jn< 0 b smmpam-;-zdr utpdz
v v (0]

g 9 (n)

B,N,P = 1,2,000




RS

3.4 Riedenie okrsjovych dloh & dloh ne vlastné hodnoty pre gulu

. 3
Budeme riedit uUlohy na mnoZine $2 v priestore R”:

2 2
Q = {(x,y,2) €R%; x? + y% + s%¢ 9%, ¢>0}

a) Dirichletove dloha pre Laplaceovu rovnicu v sférickych suirednicisch

mé tvar:
2
G} 1 9“u
adu= i(rz —a-:-l + 1 i(sln’s —u)+ e = () (3-“3)
ar or sint? ad 0 ein219 avﬁ
u(9,¢.1y)=g(({7,1}') (3.174)

o<r<g, 04@PL2M, o<

Obr. 11
Oblest rie3enia Wdlohy (3.113), (3.114)

Funkciu u vyjadrime v tvere

ulr, @, %) = R(r) Y(Q, )

Dossdenim d» rovnice (3.113) dosteneme po separdcii premenngch r, (¢ .19“)

2byZejnd e parcidlnu diferenciélnu rovnicu

2

" R+ 20 R° - AR(y) =0, 0O<r<g (3.115)
1 5 dY 1 3%
—-(ain’&——)+——__ + AY(Q, Hd) =0 (3.116)
-~y P ‘
sin?d 3V % sinsd ap

0L PL2T, o0<AH<T

Pelej budeme hTedat giﬂ‘isy;_f_un&o_ = ohrenifené riedenia
gpIﬂPJﬂCO po>dmienku periodickosti

Y(o, %) = YT, ), o<t

rovnice (3.116)

RS,

Funkciu Y 8i vyjedrime v tvare
e, = ¢y

Po dosaden{ do rovnice (3.116) a separdcii dostaneme obyZajné diferencidl-
ne rovnice

¢"(¢) tu ¢ =0, 0<@<2l, ¢(0) =¢2™ (3.118)
1 ' A
(afnd (B 3 a | S il =
iy \sino Y % ainzﬁ)w(#) 0 (3.119)
8% - <

UZ vieme, %e dloha (3.118) m4 pPostupnost vlestngch hodndt

ktorej zndpovedd postupnost vlastnych funkecif
950((/) =) ¢§(‘P) = cos k(p, d)i((p) = 8in k¢ (3.120)
! 3
Rovnicu (3.119) budeme riedit pomocou trensformécie
§= cos -, fé(-l,l)
Oznadfme si

l,/U\(§) = Y (arc cos §), §€(—l,l)

trensformovend funkciu. Pou%itim vztshaqv

dy Ay a§ ay
— = — —— = _ gin} —
a ag ad d
2 ol
dq,l d d qJ g e
— (sin? _‘P) = gindf —— - 2 sin4} cos?- -;?-
d+ av d§:«:
e g 2 =" do rovnice
dostrneme po dosadenf sin°f = 1 - f s R, OR R Dy, e
(3.119) roavnicu
A A 2
2 4y dy £ k _\@(f} =0 (3.:121)

fhien § )
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V kap. I, § 2.3 eme odvodili, Ze pre hodnoty

Abalas il . n el kol Rl oii: 8w 0,1,2, ,.,

sd zdrulené Legendrove funkcie P: ohrenifenymi nenulovymi riedeniami rovnj.

cea (3.121). Zopekujme 8i ich tvar:

k
}‘n(§):(|_§) —kpn(§)=
]
1 2 k/2 dk*n

-————(1-§)
2%n1 d§

— [(fz 2 1)"}, fe(-1,1)

Ked sm vrétime k pAvodnej premennej 19', dostaneme nesledujuici systém sféric-
k¥ch funkcif - nenulovych ohrsnilenych rieden{ rovnice (3.116) 8 peremetrom

A= n(n+1), spInnjicich podmienku periodickosti (3:117):
Yr?(w,ﬁ) = Pn(coeﬂ), L B Al e
Y“(¢,d4) = k@ P(cosit)
nl¥.? = cos k¢ n(cos (3.122)

(P, ) = sin kPF(con )
n

Rovnice (3.115) mé po dosadenf A = n(n + 1) v3eobecné riedenie

1
Pn(r)=crn*d

y C,4ER
Pt

Preto¥e h™sdéme riedenie ohreniZené v guli Q , polo%fme ¢ = 1, d = 0. Rie-

Senie pbdvodnej nkrejovej Wlohy (3.113), (3.114) dalej vyjedrime v tvere
funkcisnédlneho redu

n

ik
chk Rn(r) Yn((ﬁ,‘ly'-) =

k=-n

u(r, @, )

Ms

=]
"
o

n
(8, cO8 ko + bk 8in k@) Pﬁ(coaﬂ-)

e

=
n=0

Koeficienty redu z{skame vyJjedrenim okrejovej funkcie 4

™ n
p(gﬂ.vn‘) =Z_OZ: an
n=

=-n

v tvare

k
e (e, %)

- B

Ne zdklrde ortogondlnosti zdrulenych Legendrovgch funkeis P: ne intervele

(-1,1) & funkcif {l. cos k ¢, sin k‘p} ne intervale (0,27) sd sférické
funkeie {Y: ortogondlne na Jednotkovo:j sfére, t.j.

ar. T

j Yo (¢, %) x5 (9,3 sint 40ad =0, ek (§,m) # (k,n)
0 0

prifom pre ich normy platia vztahy:

2 2T I
"Y:” r f ([Y:((/,’ﬂ'ﬂzsin‘l}d(pd'&- =
0 0]

1

2 2T (n +1k1)1
f[rcg g = ¢,
2n + 1 (n-|k|)!
-1

£ &2 ,0ek =k =50
kde . .
N1 A& (xediO

Rie3enie dlohy (1.113), (1.114) mA nekoniec tver

[0 0) r n
u(r,<{3.19~) = Z<§> [A, l’n(casly') +

n=0
{1.12%)
i , k
5 Z (Ank cos k(fH B, sin k@) Pn(cosﬁ-)]
k=1
kde 20 T
2n+1 ¢
A= g <g(<,0 )P (ccsP)sinda@ald
n ~ n
4
0 0
o T RO W S
2r I
k :
A 2 gotd (n*k_)! j (p_’((f”}ﬁ-»)c’)" kg Pn(cos ) smﬁ"dydﬁ
nk 2T (n-x)!
0 0
2 I

nk 3 o tacpM

o
[}

2nt+1 (n*k)' 5 (R( (P,’{Q")Bin k? Pi(cos 1?‘) 31n‘l}d§0 d‘lp'
0

0
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Pozndmka 3.4: V PPfP'a' vonks jdej okrsjovej dlohy pre gulu, t.j. pre r>e
0Ly 2 27, pé riedenie rovnice (3.13) s Dirichletovou podmienkou (3.114)
tekmer rovnaky tver sko (3.123), len vyrez (6) Jje nehradeny vyrazom
n+!
i1
r

b) Prejdeme tersz na dlohu ne vlestné hodnoty:

:1- 9 23u
+ S —— —
" . o2 or . or

2 (3.124)
1 | 3 ( & 1 1 9°u -
+ — [ 8in —— + u=0
- sint- 3 o 2 sin219' 3‘?2
ule, @, %) =0 (3.125)
o<r<g, 02¢L2W, o<P<¥
Vlestné funkcie hladdme v tvare
u(r, @, 4) = R(r)Y(Q,4)
Po separdcii premennych dosteneme ulohy
g g : ﬂ- ) 1 %y
. — (81l _— + MUY =
sin? 3% AW 81n219' a'f
(3.126)
Y(0,7) = (2T, 1%)
r°R”+ 2r R* + (Ar? -4 )R(r) =
(3. 1279

R(g) =0

Ulohe (3.126) je toto%né e dlohou (3.116), (3.117) & eko sme u% zistili, mé
postupnos?t vlestnych hodndt

&As *nlnrd, a=0,1,2 ...
& systém vlasstnych (sférickych) funkcif

.k _1}
In((P' );n=0,],2, "'lk=-n) -n+1’ "y O,‘)--ogn}

Dosadenim vlastnych hodnAt &y do rovnice (3.127) dostaneme obyXajnd dife-
renciédlnu rovnicu

2 o» . 2
r°R”+ 2r R* + [Ar? - n(n + 1] R(r) = 0 (3.128)
Rie3enie R tejto rovnice vyjedrime v tvare
g(r)
R(r) = — O<r<§) (3.129)

\r
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poeedenim do (1.128) zist{me, %e funkcis R mus{ byt rieSenim rovnice
2R+ R+ Apd . ')2
T e
g R(r) = 0 (3.130)
2 teorie Besselovfch funkcif (kap. I., § 2.2) vieme, %Ze rieSenfm rovnice
(3.130) je funkcis dgné predpisom

)
R, 5 (r) = Jn*% (WA r)

RieSenie p8vodnej rovnice (3.128) mé potom tver
1
R, A (r) = =—yg 1 (ﬁr), r>0
’ (r nt+x

Aby sa zistila okrajové podmienka R(g)) = 0, musf byt

J (VTQ) =

n

-

Dostdvame tak dvojnu postupnoet‘ vlastnych hodn8t

2
( +
gy ¥
)‘mn = ——9——-— P LOMISETSRY Voo RO ;2,0 4055 (3.131)
(n+2-)

kde &b

je m-ty koref Besselovej funkcie J T
n+—
2

Zodpoveds jici systém vlastnjch funkcif dlohy (3.124), (3.125) mé potom tver
(ntg)
n
1 d it k (
YT ¢, ) = — 9 | —— /v (¢, ) 3.132)

o 236\ o &

m=1.2..o-a; n=0,1,2,...; k=-n’oon, -1,0,‘,...,!1

V8imnime si, %e vlestnej hodnote A gn 20dpovedéd 2n+1 linedrne nezdvislych

vlastnych funkcif.

¢) RieSenie Dirichletovej okrajovej ulohy pre Poissonovu rovnicu:

s 0.5, u(g,({’,lg‘) =0

OCr<e, 0L @S Iy, % P< T
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vyjadrime v tvare

1
(n+x )
mnk m Z

A=, L0, 8

alr, ¢, #)=—Ziz

m=! n=0 k=-n n

kde {) } sd vlastné hodnoty urZené vztahom (1.31) a {fmnk] Fourierove

mn
kneficienty funkcie f podla systému vlastnych funkci{ {umnk} ortogonédlne-
h> s véh>u r°sint* ne mnoZine (0,9) x (0,27 ) x (0,07):

(2n+1) (n =1k )!

fank = : 5 : ( (nﬂ/z)) 2
kl)!
Q (n +| n*% éam )

0 2r 7r (u_(n-*l/Z)
3/2 » k :
f g r’c fr,0,#) J | ———r Y, (¢,%) singar agad
n+—
00 0 B $
kde 5°=2, Ek=|, S0 - s

Uvedené vyjedrenie rie3enia u v tvare trojného radu sa podstatne z jednodu-
31 ek funkcis f nezévis{ od Jednej, slebo od 2iadnej z uhlovych siradnic
@, UL Vyplyva to z toho, 2%e funkcia 1 Je ortogondlna k funkcidm cos k¢,
sin k{ ne intervele (0,2%), sko 8j k funkciém Pk na intervale (-1,1).

Ak nepriklsd f(r, ¢, L) = f(r),mé riedenie tvar

1
()
1 o0 (u'mz
Il = YiT'ZEZBW Jl Un %" ®moo
m=1 2 e

1.)Ndjdite riedenie Leplaceovej rovnice vnitri obd{%nika (0,8) x (0,b) spl-
fia jice okrajové podmienky

: Ty rx
8) u(0,y)= A sin % o, u(x,0) = B gin — » ule,y) = u(x,b) =0
a
Ab
b) u(x,0) = u(0,y) = o, u(a,y) = Ay, ulx.B) = -3
a
¢) ulx,0) = g(x), u(0,y) = n(y), g(0) = h(0)
Bu du
5; (x,b) = P(x), — (s,y) = ¥ (y)

&)

a)

e)

f)

2.

- @ =
all : 2u
u(x,0) = g(x), ulx,b) = h(x), o (0 = Py, A3l = Yly)

du du
u(x,0) = A, u(x,b) = Bx, — (0,y) = (a,y) =0
dx 9x

du du fx
a(0;9) = A(b-y), u(x,b) = — (8,y) = 0, — (x,0) = B sin —
ox dy 2a

Nédjdite rozdelenie potencidlu elektrostatického poTa v obleeti ohrenife-
nej vodivymi doskami x =0, y =0, y = b, ek dosky y =0, y = b ed
uzemnené & doske x = O mé potenciédl Vo, prifom vnitri denej oblasti
nie sd néboje.

Névod: RieSte dlohu A u =0, (x,y) €(0,0)x(0,b), u(x,0) = u(x,b) = o,
u(0,y) = v, lulx,y)] € C,

i

£

il

a)

b)

c)

d)

St

8)

b)

c)

RieSte okrajové dlohy - A u = f(x,y), (x,y)€Q pre priehyb 3tvorcovej

membrény £ = (0,1) x (0,1), sk
f(x,y) = 0,1.x (1-x), ulac? = 0
du du
f(x,y) = 0,1.x(1-x), u(0,y) = u(1,y) = — (x,0) = — (x,b) =0
dy dy
f(x,y) = 0,02 [cos?r(x-Zy) - cos T(x + 2y)], ulaa =0
u
f(x,y) = 0,1.cosTx.cos Ty, ulx,1) = u(l,y) = du (0,y) = — (x,0) =0
ox dy

)Néjdite staciondrne rozdelenie teploty vnitri nekonefného valca polome-

ru g, v ktorom nie sU tepelné Zriedlea & na jeho povrchu je

udrZovend teplota A sin3¢ +B,0x¢ <am

1
g 0< g - b 3
udrZovend teplote A sin(), ek 0 < U™ a - A sin’p,

ak  I7’< ¥7$ 20
-

deny tok tepla ne jednotku dl%ky Q = q cosp, 0= @P=2l

dend podmienks vymeny tepla s vonksaj¥im prostredim:

3
(“: *h u)(e,so) = - g(p), h>0, g : {0,2M)~+R, g(0) = g(2T)
Ar

Ndjdite potenciul ® elektrostatické pole vnitri & zvonku nekone&ného val-

R

€2 pri nulovom elektrickom ndboji, 8k na povrchu valca Je deny potenciédl

n—
< <l
! Yy, ak 0 4
\\vz’ ak 0< (f<2ff




