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Zostavovenie & skimenie mstemetickych modelov fyzikdlnych javov tvori pod-
,ggtu predmetu metemetickd fyzike. Matematickd fyzike sa rozvija od 17. sto-
rn¥ia si¥rsne 8 rozvojom metematiky a fyziky. Podkledom tohto rozvoja bol
vznik diferencidlneho ® integrdlneho po¥tu (I. Newton, G. Leibniz) & Newto-
nam sformulsvené zdkony klesickej mecheniky. Metody metemstickej fyziky e®
zr¥{neji vytvéret v 18, storo¥®{ pri skimen{ dloh o kmiten{ struny e tyZe,
ek» 8j Uloh ekustiky & hydrodynemiky; kladd sa zédkledy klasickej mecheniky
(J. d'Alembert, L. Euler, D. Bernoulli, J. Legrenge, P. Lsplece). V 19. sto-
rotf{ dostédve metematickd fyziks nové impulzy v suvislosti s Wlohamu vedenia
tepla, difdzie, teorie pru¥nosti, tecorie elektromagnetického pola & poten-
cidlu; si¥msne dochddze k del¥iemu rozvoju metemetického epsrdtu najms v ob-
lasti vektorovej enalyzy, Fourierovych e ortogondlnych redov (J. Fourier,

S. Poisson, K. Geuss, A. Cauchy, P. Dirichlet, G. Green, D. Stokes, S. Ko-
valevekd, A. Poincaré, D. Hilbert). V 20. storo¥{ do vyvoje metemetickej
fyziky vyznemne zesshuje kventovd mechenike, teoria prenosu elementérnych
tastic, fyzike plazmy; metematicky eperdt sa obohecuje o veria&né motédy,
teoriu distribdcif{, Biroko sa vyuX{vaji metody funkcionédlnej enalyzy (W.
Fitz, B. G. Galerkin, P. Dirac, E. Fredholm, F. Riesz, S. L. Sobolev, L.
Schwartz, R. Courant, J. Lerey, J. L. Lions, L. Nirenberg, J. Nedas).

VHE3ina uvedenych mstemetickych modelov md4 tver parcidlnej diferencidlnej
rovnice. Je to tym, Ze skimesné deterministické procesy si popisané &asovymi
@ priestorov¢mi zmenami hledenej funkcie & tym sa dostandi vztehy medzi funk-
ciou ® jej derivéciami.

Prdstatnd dlohu v teorii percidlnych diferencidlnych rovnic hreajd rovnice
2. rédu, ktoré modelujui 3irokd 3kdlu fyzikdlnych problémov. Metodika rie3e-
nie tychto rovnic je nejviec rozprecovenéd e Ziesto¥ne sa dé pouZit aj na
rieSenie rovnfc vy53{ch rédov a systémov rovnic. V priebehu celého textu
8e preto obmedzime len ne linedrne percidlne diferencidlne rovnice 2. rédu.

Celd 14tks je rozdelend do troch kepitol.

I. kapitols je roz3frenfm poznetkov z diferencidlneho & integrdlneho poltu,
teorie Fourierovych radov e obylsjnych diferencidlnych rovnic nadobudnutych
v priebehu predchddzejiceho dtudie (1it. [7], [8], [19], [20]). II. kepi-

tola obsshuje metody riedenia staciondrnych (od &asu nez4vielych) a III.
kepitola ee zsober4d rie3en{m nestaciondrnych (od ¥asu zévislych)rovnic.
Toto rozdelemie je dané nielen fyzikdlnou odlidnostou dengch dloh, ale aj
ich metodikou riedenia. V#&3ina dloh sa bude riedit metodami ortogondlnych
roedov a integrélnych reprezentécii. Ciestolne se pou2iji &j metody funkcio-




nélnej -nnlﬁlfb
tickej fyziky, odporifem k
(18), [21], [22).

Difem, %e predloZené skriptum prispeje k lepdiemu pochopeniu prednésanej
l4tky & vzbud{ zéujem aj o rozdirenie nadobudnutych poznatkov.

Je mojou milou povinnostou podekovet ee recenzentom RNDr. Vledimirovi DBuri-
kovilovi, CSc. & RNDr. Rudolfovi Kodnérovi, CSc. ze starostlivé pretitanie
textu, 8ko 8j za cenné redy @ pripomienky, ktorymi prispeli k zlep3eniu Jo-

ho drovne.

Bratislave v merci 1987 Autor

V tejto kapitnle uvedieme niektoré vfutiﬂ!y“i«nltamliickoj enalyzy, ktoré
budeme potrebovet najm# pri rieden{ percidlnych diferencidlnych rovnic sns-
lytickymi metiodemi. VzhYadom na pomocny charakter létky uvedieme Zest vy-
sledkov bez d8krzov, len s odvovalim se ne literstdru,

§1. NIEKTORE PRIESTORY FUNKCIf

V tejto &esti si prehibime niektoré poznatky z diferencidlneho & integrédl-
neho po¥tu funkci{ visec premennych s ddrazom na vhodné rozdelenie funkcif{
podYa ich vlastnost{.

1.1 Priestory spojitych 8 diferencovatelnych funkcif{

Symbolom £X budeme oznnZovet oblest v priestore Rm, m =1, Pripomefime si,
¥e nblest je otvorend sivisld mno*ine, t.j. jej lubovolné dve body m&Zeme
apojit lomennu &imsrou, ktord se v nej celd nachddzs. 3SL oznaduje hranicu
n L= QUL uzéver oblasti 2. &fslo Ix - yl = [(x' SPg b e

e = :,vm)]‘/2 je vzdialenost bodov x = (x;,...,x ), y = (y,,...,ym)eR'.
Symbolom
c(q)
oznafujeme mno%inu v3etkych funkci{ spojitfch ne mnoZine {1 & symbolom
c* ()
mnoZinu v3etkych funkcif{ k-krét spojite diferencovatelnych ne mno%ine £1 .

C® () bude rznatovet wnofinu vietkych funkcii Tubovolne velskrdt spojite
diferencovatelnych ns €L,

V taorii pearciAlnych diferenciélnych rovnic m4 d8leZitd dlohu mnoZina
00
Lo (L)

6éotk¢ch tych funkeif fec” (52), pre ktoré existuje tnkA ohrsanidens uze-
vretd rodmno’ina Krcufl, %o Y ) =0 ‘pre ke%dé ¥ (L Kfi. Ak nA mnao -

%inns S n‘prézdnu hrrnicu, je funk~1n vovnd nule v isatom oioli hranic:

F LU Enbres )




obr. 1 o
Tver mnoZiny Kg, Kg

Predpokledsjme terez, e oblest QL je ohrenilené.

Symbolom

c(f)
oznadujeme mnoZinu vietkych funkcii definovenych & spojitych ne uzévere SL
oblesti 0 . Pre funkcie fec(fl) existuje (kone¥né) nezéporné Eislo

fll, = max I£(x)],
S

xX€E
— a el
ktoré sa nazyva norme funkcie £eC(fL). Postupnost funkeiil {fn}n-"

£ €C($1), rovnomerne konverguje k funkeii fEC(SL) na mnoZine L préve
n

vtedy, ked lim If, - fll; = O
n = o

Ak k je prirodzené &{slo, potom symbol
()
k ax
nzne¥uje pndmnoZinu v¥etkych tych funkecif{ fEC (Q)NC(SL), ktorych vietky

percidlne derivécie 8% do rédu k vrétene mo’no spojite rozdfrit z oblasti
) ne hrenicu 052 .

o
s o
Nekoniec e3te zevedieme mnoZinu c®(Q) = {ﬂ} G (S)
=

1.2 Priestory integrovetelnygch funkecifi

V tejto ¥ssti, eko 8j v celom skripte budeme uvafovet funkcie integrovatel-
né v lebeaguovom‘) zmysle na mnoZindch lebesguovsky meratelnych. Nebudeme
sa zaoberat presnymi definfciemi (napr. [14], [16]), stedf, ked si uvedomi-

me, ¥e ksid4d jordsnovsky meratelnéd mnoZine je meratelnéd oj lebesguoveky

N LEBESGUE Henri Leon (1875-1941), frencdyzsky metematik, &len franciuzskej
akadémie vied, zostrnjil novi tedriu integrdlu, vdeka ktorej mo%no inte-
grovat velmi 3irokd triedu funkeif.

Mno#inu tych funkeif £ :QL —

2
f[f(x)] dx  ®
nl
oznadime axmbolom
L,(£2)

7 teorie Lebesguovho integrélu vyplyva, %e L2(Sl) je linedrny priestor,
t.j. pre TubovoTné funkcie f, g@EL,(R2) Jje aj ocf + Br €L,(0);

<, ﬂeR. Ako nulovd funkciu v LZ(Q‘) uve¥ujeme ka%*dd funkciu, ktord je
rovnd nule tekmer visde, t.j. md%e byt nenulovd ns mnoZine miery nula (napr.
kone¥nd, slebo spo¥f{tetend mno%ine bodov v R", po &astisch hledké krivka

v R®, po &sstisch hlsdké ploche v R3). Funkcie, ktoré sa 1{%ia len na mno-
¥Yine miery nule, poveZuj-me z& rovneké.

Skelérnym sdinom funkcif f,gEiLz(fl) nezyveme &islo

(£,8) = [ £(x)a(x)ax.
iZ 1
Uvedeny integrédl je kone&ny na zdklede nerovnosti |[ablg — (e2 + bz),
2

a,b €ER, do ktorej dosadime & = f(x), b = g(x) & novi nerovnost zintegru-
jeme cez oblest (UL .

Lshko se presved®{me, %e skaldrny su&in funkcif mé tieto vlastnosti:

(i) (f,g) = (g,f) (symetria)

(ii) (ecf,g) = 0C(f,g) (homogénnost)

(i11) (f + g,h) = (f,g) + (f,h) (distributivnost)
(iv) (£,£) =20; (£,£) = 0 préve vtedy, ked f = 0

pre Tubovolné funkcie f,g,h G.Lz(ﬂ.) a &fsla 0< ER.

Nezdporné &islo

1/2
iy, = (£,0)

1/2
= (ffzdx)
Ly A

sa nazyva norme funkcie feLz(.s‘L).

Pre TubovoIné funkcie f,8€L,(£2) plat{ velmi dbleZitd Schwarzove?) (v 1i-
teratire aj Ceuchyho3 -Bufiskovakého?’ nerovnost

2) :
SCHWARZ Hermann Amesndus (1843-1921), nemecky matematik, najvyznamnej¥ie
prédce méd v teorii trigonometrickych redov a enalytickych funkcii. Doké-

zal existenciu konformného zobrazenia lubovolnej jednoducho siuvislej ob-
lesti na kruh,




Neravnost (1.1) vyplyve zo vztehov

Oé“*&g&*xw)-KJ)*Z%HJ)+N%&ﬂ,

g = 0, potom nerovnoat
(£,8)
(g,8)
werzovej nerovnosti spine nor-

ktoré platis pre Tubovolné f,8 eLZ(.O-). o ER. Ak
(1.1) plat{ ako rovnost nule. V opaZnom pripade polo2ime oC = -

Ne zéklade vlastnost{ skalérneho su&inu & Sch
ma funkci{ tieto vlastnosti

(1) Nel. 20, NLW, =0 préve vtedy, ked f =0
L, e
£i%) e £ll, = olfll (homogénnost)
L, Ly
(iii) e + qll, ¢ Weh,  + gl (trojuholnikové nerovnost)
i il Ly

pre vietky f,g €L2(Q). oG € R.
U%itoné je aj nerovnost

(iv) ey - Hel| < g - =l

ktord vyplyve 2z trn juholnfkove] nerovnosti, ek polo%ime g nemiesto f &8
£-g nemiesto g. PozneAmenévame, $e vztehy (i) - (iv) se dejd dokézat na zé-
klede vlestnosti maxime »j pre normu "ch funkrig_ f & c(€1). Na zéklade
vlestnost{ normy hovorime, ?e mno*iny Lz(fl), Cc(€L) sd linedrne normované

priestory.

(5]
Definfcis 1.1. Hovorime, Ze postupnost {fn}n=l funkcii{ z Lz(fl) konver-
guje (v strede) k funkcii fEL,(S), ek
tim B - %I, =0 (1,29
n —o B bo
Ak postupnost {fn]gi‘ funkci{ z priestoru C(£1) rovnomerne konverguje
k funkcii f, potom té isté postupnost konverguje k f 8j v strede, &ko to

: 2 1/2
vyplyve z nerovnosti "fn - f"bz = ( f(fn-f) =) . .€ (mesﬂ)‘/2 mex lfn-kah
n XESL

kde mesS) je miers (ohrenifensj oblesti) 2

PoznAmky z predchAdzajice) streny:

3) CAIICHY Auenatin Louis (1789-1857), francizsky metematik. Napisal vy3e 700
prac zAandného vyzneru pre rogzvoj teorie funicii redlnej & komplexnej pre
menne j, nekone&nych redov, teorie Zfsel, diferencidlnych rovnic.

4 " i .

) RUNAKOVSKTJ Yiktar Jnkovlevi® (1804-1889), rueky matematik, pracoval
v w:}nth trarie realnych funkeif, teorie ¢fsel a» teorie pravdepodob-
nnoatl.

Lt

e, 5 fn“:.é ¢ 5 vmky

'pro‘

Mimoriadne dAle%ité je nessledujice vlestnost priestoru Lz(Sl):

Veta 1.1, Priestor LQ(CL) je uplny, t.j. ke%idé ceuchyovekd v Lz(Sl) po-
stupnost funkci{ je v flom konvergentnd.

D8kez vety je néro&n?, pou’{vaji ss v flom vlestnosti Lebesguovej miery e
Lebesgurvho integrélu. MoZno ho néjst nepr. v knihe [16], elebo [5]. Uvede-
né veta je hlevnou priéinou, prefo v celom texte uvaZujeme integrdl v zmys-
le Lebesgue.

U%itr&né Jje pj nraledujicae vets:

Veta 1.2. Skmlérny silin & norme sd spojité funkcie na priestore Lz(fl)
. e ’
t.j. pre Yubovolné postupnosti funkcif {fn‘:it - {8n}o°1 T R
= n=

Idm . (1. ~ £ 11 | - :
n—o - 3 n--:loolgn 8l'J"Zso' f,8 €Ly(S2) (1.3)
plat{
lim £ I, = [If]l lim =
e N Ly Y = _*mllgnlle Ilglle (1.4)
13 71 -
¥ -Eaa( n,gn) (& gl A {1.5)
D8kaz:

Vztehy (1.4) vyplyveji priemo z (1.3) & vlastnosti (iv) normy. Ne
zédklede Schwartzovej nerovnosti (1.1) platia vztehy

(e, )= (£, = |(£,,8,) - (£,,8) + (£,,8) - (£,8)]=
= I(f'n,gn - ) VYT 13 g)l €
Shr il lle, =gl "+ fito - £

n'L, "'n L, n L, "g“L2

"

P ; :
ystupnys? {"fnan} je ohreniZend, pretoZe mé4 podles (1.4) vlestndi limi-

n=1
tu. Vztsh (1.5) potom vyplyve z poslednej nerovnosti e predpokledov (1.3).

Priestor L2(§2) nbanshuje doat &iroky triedu funkci{ nepr. 8j neohranifené
ne mnoZine S funkcie, eko to vyplyva z dlohy 1.1. Nasledujica vetes hovor{
%e ne?pekj kn¥dii funkciu z priestoru Lz(fl) mo%no 8 lubovolnou presnostou'
eproximovet v norme ||| b3 funkciami z mnoZiny C:’(Cl). teda takymi

funkcinui, ktoré sd nekonedne velaskrdt diferencovatelné ne L a nenulové
len na ~hranifenych uzavretych podmnoZindch oblasti SL .




ne - 'M,,z

nshradeni funkcie f funkciou, ktord je rovné nu-

DOkes vety Jje galoZeny na
3N oblasti S2 & jej "zhladzove-

le na dostatoZne melom pése okolo hrenice
ni" nekoneXne velakrét diferencovateInymi funkciemi (pozri napr. Vv %%

(1))

Velmi uiitolny je nasledujuci d8sledok vety 1.3,

Dosledok 1.1. Ak funkcie f € L,(S2) spifie vzteh

(£,9) = ff(x)y)(x)dx = 0 pre vietky pe C:’(Q.) (1.6)
£ 7 A

potom f = O tekmer vBede ne L SR

DAkez: Ne zséklede vety 1.3 pre keZdd funkciu f‘€l?(§1) existuje postup-
nost funkcii fn€C°°°(Q), e 1. 2 w4 okl e

lim 0f - £
n -»o I?

Prufit{m vety 1.2 o spojitosti skslérneho si¥inu dosteneme vztehy

2
frz(x)dx =gl = (£,£) = lim (£,£) = lim 0 =0
2 n — o n - o
a teds funkcia f Jje rovné nule takmer v3ade ne 1

5)

Z tedrie trigonometrickych Fourierovych radov vieme, %e ks%dd spojitud funk-
ciu £ :<0,2T) — R, £(0) = £(2T); & po ¥estiach spojitou prvou derivé-
ciou mo%no vyjedrit v tvere Fourierovho radu

8,
f(x) = E cos nx + b sin nx),
n=1
2T ; 2T
1 1
. = "fr' f f(x) cos nx dx, hos 5 ( f(x) sin nx dx
0 0

B2 1, 20 0005

ktorg rovnomerne konverguje ne intervale <0,27T> k funkeii f.

5) FOU“IER Jean Beptiste Joseph (1768-'830), francizeky matemetik, jeden zo
zrkledsateYov matemsatickej fyziky. Jeho zék 1adné prédce a8 tykead teorie

vedenin teple 8 parcidlnych diferencidlnych rovpic. Odvodil rovnicu vede -

nis teple s metody jej rieZenia. kozpracovel teoriu o
trigonometrickych redov. P e

v&x“tv*

!ﬁn;gg l g, Pouupne-t Slnn nef
ortogondlny systém, ek pre vietky k, n je
=0, sk k¥

L,(£2) e nezgve

(a,u) = [uk(x)u (xax
. ™40, e k= un.

Ak nevySe (u ,u ) = [lu “L2 f un(x)dx = 1, neazyve ee {“njzll ortogonél-

ny systém.

Definfcia 1.3. Nech fE.Lz(fl) 8 {un}ﬁ:l je ortogondlny systém v Lz(flL
potom &isla

(f,un) .
ey = el (I'l.tn(x)dx)"1 J.f(x)un(x)dx, B T e

" “n" LZ 0 0

sa nazyvajui Fourierove koeficienty & funkciondlny rad

00 () o
c (x)i= u
; n%n §n=!" n"l_‘z(f,un)un(x)

(o)
n=1

Fourierov rad funkcie f podla systému {un}

Definfcia 1.4. Ortogondlny systém {un}gi‘ se nazyva dplny (v driestore

L,(2)), ek Fourierov rad ke%dej funkcie f €L,(52) podTle systému {un}::'

konverguje v L2(§1) k funkeld £ t.j.
: 1/2
lim [ls (x) - f(x)llb2 = lim [.I(sn(x) - f(x))zdx]

n-— 0 n ~>
kde

n n
-2
Bpte) e Sreuta) « 58 Hagly, (£ udutx), n=1,2,...
k=1 k=1 ;

Uvedieme si e3te nesledujuicu vetu o konvergencii ortogonélnych radov:

e :
Veta 1.5. Nech {“h}n -y Je ortonormdlny systém v L, (), {c }:i‘ Tubovol-
nd postupnost redlnych &{sel. Potom nevyhnutnou & postafujicou podmienkou

na to, sby rad
)
E cpun(x)
n=1




kanvergvel v L.

Ddkez: Nech 8, -Zen“n' nel,2, . MR BE N méme vztehy ﬁ
k=1
. 2
2 ( -
s e c u €Yy cu ) °x
. ‘4;‘ el E_m K kf_:w g

)
je postupnost Ziestofngch edtov {°n}n=l

ked je cmuchyoveké. Na zéklede predché-
e vtedy, ked je cauchyovekéd e teds aj

Pretole priestor L2(§1) je dplny,
konvergentnéd v LZ(SI) prédve vtedy,

dzejicich vztahov Je ceuchyoveké prév

fos)
2 5
xonvergentné postupnost Xisato¥nych su¥tov &i{selného redu §=|c“' &{m Jjeo

dAkez skonleny.

00
Poznémke 1.1. Ak eystém { n}n=l nie je ortonormAlny, ale len ortogondlny

v Lz(fl) potom red E:_c ot konverguje Vv Lz(fl) prdve vtedy, ked konver-

2

guje X{selny rad ZEJIC" “n"Lz’

n=1
Zevedieme si e3te jeden priestor integrovatelnych funkcif, ktory méd v3eobec-

ne j3{ cherekter sko priestor Lz(Il).

Nech 9 : ) — R je kladné e ohrenilené funkcia. Symbolom

Lp,g( )

ozneXujeme mnoZinu v3etkych funkeif f : L — R, pre ktoré
2
[g(x) [f(x)] dx < ®
2

Aj L, 9(£1) je dplny priestor so skelérnym siZinom
’

{r.g) = (x)f(x)g(x)dx
9[9

2 normou
1/2 - 1/2
. (f'f)g - (fg(x)r G

n

Priestor L2(§2) je Zpeciédlnym pripsdom priestoru L2 (Q) s funkciou

Q = 1. Funkcin o 88 nezfve véhovd funkcia s (52) véhovy priestor.
Aj v prieatore LQ'Q(SI) mr%no zeviest ortogonélno systémy funkcif a Fou-

el
L2-9

riersve rerdy enalogicky ko v 2(‘2).

,v_‘,i ' : ;w'ﬁ,”ﬁ i; Qv-!ovue
N ‘Eﬁﬁiiirofun priesto riest integrdl po hrenici oblasti,
Ktory v pripede m = 2 je :éﬁzﬁ’y’ i"?ri‘ vym e v rxa-do m=3 e ploi-
nym integrélom prvého druhu. A

2%

KvAli enelytickému popisu hrenice si zevedieme najprv istd triedu spojitych
funkcif.

_-_.‘_Siﬂ 1.2. Funkcia f : K — R, KC_Rq se nezyva liggchitzovo96) 8po-
jit4 ne mnoZine K, ek existuje (Lipschitzove) kon&tente L také, Ze

If(x) - f(y)I€Lix - y| pre vietky x,y €K

Ne zédklede anrrnpoovea7) vety » prirastku funkcie je keZdé funkcia fe(ﬂ(K)
. . af

8 ohrenifenymi perrcidlnymi derivdciemi —— : K — R, i = 1,...,m; ne mno%i-
x.
i

ne K 1lipschetzovsky spojitd. Lipschitzovsky spojité si aj teké funkcie
jednej premennej, ktorych derivécia v koneZnom po&te bodov neexistuje, ele
existuji v nich derivécie zlave e spreva ako naprikled funkcia f : R — R,
f(x) = |x|.

Funkeia f : {0,0) —> R, f(x) = (x ; nie je lipschitzoveky spojitd na %isd-

nom intervale (0,8), @ >0, p 2tn%e lim f (x) = +m.
x —» 0+

Definfcia 1.6. Oblast QC 1" @ee nezyve lipschitzovskd (s lipschitzovekou

hranicou), 8k rxistuji kle3né &fsla 0, A, kone&ny pofet | kertezién-
skych systémov sdrsdnfc icgr),...,xéfi, xér)) = (;(r)' xé"). i d el e T
a k funkcif a_ : K, —» i lipschitzovsky spojitych ne (m-1)-rozmernjch
kockAch
S f=(p) (r) g }
Kr = {x - lx1 I 6. L = 1,0, el
trk 2e

n) ka%dy tod x hrrnice A2 mo%*no vyjedrit nspoft v ednom z uvaovanych
k s8ystémov surndnfc v tvere

O, S
LIPSCHIIZ kudolf Otto Sigismund (1832-1903), nemecky metematik. frsco-
val hlavne v tesrii &f{sel a» funkcif. Sformuloval vetu o existencil rie-
éenxa.zeb1atoéna3 dlohy pre oby&ejnd diferencidlnu rovnicu, v teorii
funkcif{ zeviedol dostato®nd podmienku konvergencie Fourierovych radov.

7) -
LAGRANGE Joseph Louis (1736-1813), frencizsky metematik, &len fruancuz-

okej skedémie. l'rncoval v mechenike, geometrii, matematickej snnlyze,
»lgebre, teorii *{mel. smviedol snelytické riedenie Uloh mechaniky.

v Leorxl funkcif{ nmiiel formuly zvy3ku v Taylorovom rade, rozpracoval
teoriu viszanjch extrémov.
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Obe. 3 Obr. 4
Nelipschitzovseké oblest Nelipschitzoveké oblast s vyrezom

Ka -brézknch 3, 4 sd nblasti, ktoré nie sd lipschitzoveké. V jednom pripade
vrchal P » jehn »kolie nemoZno vyjedrit pomocou lipschitzovseky spojitej

y , 1
Ak funke{o n Y -u-I vyst nyu y % ’ dlﬂnteu sd neko-

ne&ne nr-mv u:nmmmnm,». M%mg pﬁ, Jje oblast s hladkou
hrenicou. Teké oblasti sd kruh, gula, ele nie mnohouholnik, mnohosten, va-

lec, kuZel.

Mo¥no ukédzet ([11], [15)), %e lipschitzoveky spojité funkcie s  popisuji-
ce hrenicu 93$2 meji tekmer v3rde ne K, ohreni¥ené a integrovateIné per-
cidlne derivécie 1. rédu podls v!etk?ch preamennych. Této okolnost umo%nuje

zrviest integrél funkcie definovrnej ne hranici 9 S .

Definfcie 1.7. Nech f : A0 — R je funkcis definovens ne hrenici 951

lipschitzovskej oblesti @ . Nech existuji tské podoblasti K; kociek Kr'
e hrenice 0S. m8%e byt vyjedrend v tvare

E =
L B N [in f} =@ pre vietky i # ]
r=1

kde
r'r = {xean Px e [;(r)'er(;(r))]' i(")gK;}; pie tp, sbp
Ak &isla
it 3 8, 25 /2
ff(a)da = f 0@ "dgan RSO0 3R] ax‘™)
: — (r)
K i=1 axi

P!‘ )

sy kone¥né, potom hovorime, %e funkcia f je (lebesguovsky) integrovetelnd
ne 9 e &islo

k

( f(s)ds = EE: J-f(e)ds

r=1

/
191 4

je jei .ntegrél po hrenici_3Q oblasti 2 .

v PPipade m=2, resp. m = 3 Jje takto zavedeny integrdl zhodny s krivko-
vym, resp. plo3nym integrélom prvého druhu zavedenymi v klasickej analyze

((s).

Ak r’jo gest hranice 9£ , potom definujeme integrél funkcie
mno%ine [ vztehom

ff\s)da =<{ foxs)ds
E Q

h :f—» R na

kde f : 3Q —= R je funkcis definovand vztshmi
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ce 9 lipschitzovekej oblesti 2 zave-

Pomocou integrdlu po festi [ hreni
dieme priestor

Ly(M)

v8etkyeh funkeif{ f :F—rR, ktorych .
sine /. Lz(f’) je opét dplny priestor 8o skaldrnym suiZinom

druhé mocnina je integrovatelnd na mno-

(f.s)Lz(P) =.f f(s)g(s)ds
r’

8 normou

1/2 1/2

! 2
“flle(P) - (f.f)Lz(r!) = (J‘f (s)ds)

rl

Preto%e funkcie s, : K, —R popisujice hrenicu 3R oblesti 2 maju tek-
mer v3ade na K| perciélne derivécie prvého réddu podTa v3etkych premennych,

existuje tmkmer v3sde na 30 jednotkovy vektor vonkaj3ej normély k hrenici
AL .

Ak brd Pe 32 je vyjedreny v tvere P = [E(r), ar(B(r))], pridom funkcis
e B R mé v bode B(r)e_Kr parciélne derivécie prvého réddu podla
v3etkfch premenngch, potom v bode P existuje jednotkovy vektor vonkajie)
normély k hrenici 89S , ktory méd v (lokélnej) sisteve surednic Li(r)'x;r)J

tvaer
SR T
y=1Ibl b

Pelej budeme oznslovet

n=(n, ..., nm)

jednotkovy vektor vonkajiej normélny k 7S 8o suradnicemi vzhladom ne pev-
ni sirsdnicovd sdstevu x,, ..., X .

Vets 1.4. (Gnuaaovae)- Oatrnzrndskﬁhn’) formula). Nech S5 je ohranilend

lipschitzovské ~blest, f = (fl, e Fm) : ¢ —» R™ vektorovA funkcia 8o

z1>*komi f'ie‘c‘(ﬁ)f‘C(f_l). \ -1, ..., m, Potom plat{ formula

10)

Pl pdadepd ?:;ﬁgé“? %};3{ 1 J
kde A '® ("t';,f'-." n‘hff- .fg:ih
oblesti 2 . 20 ; AN

Formule (1.10) je pre m =2, m = }-dok‘iln‘.sg silnejsfch predpoklsdov
v ((8)). Pre Tubovorné m je veta dokdzend v [15] pod nézvom Greenove'©’
formule, ktord sa oby¥sjne pou’{va pre m = 2,

Ak poloZifime v (1.7) f; = uv, fj =0 pre j # i, méme

D8sledok 1.2. (Integrécis per partes pre mnoZné integrély.) Nech u
’
veEC (RQ)NC(Q). Potom plat{ vztsh

v du
u 5;; daf e == f 3r v.dx + uvnide, To=. 0o .o (1.8)

kde .n = (n‘,...,nm) je Jjednotkovy vektor vonkaj3ej normdly k hrenieci 95
ohranienej oblasti 5.

1.3 Ulohy

1. Dokd%te, %e funkcia f dend predpisom f(x) = Anix|, ak x # 0, £(0) =
= 0 pstri do priestoru LZ(QJ, kde ‘2 = {x'ERP, [x]| < a}, m < 3. Vypoli-
tejte jej normu.

2. Zistite pre ské hodnoty oc patr( funkcia dand predpisom f(x) =

x|
dn priestoru LZ(SI). QUCR™, ‘m<¥),'ak ‘a) N = {teﬁm. Ix|<a ,

b) L = {xeam kil > > 0}. Vyp “f{tajte jej normu.

8)

4AUSS Cerl Fridrich (1777-1855), ne «cky matematik, astronom. Pracoval

v teorii &{sel, vy33ej algebre, i "erouciélnej genmetrii, astronomii,
geodézii, fyzike. Dokézal z4kledni vetu algebry, 1ozpracoval novd erit-
meticky teoriu kvadratickyjch pldch. V sdivislostl s sstronomickymi vypod&-
tami skdmal konvergenciu nekone&nych redov. Zaviedol pojem krivosti plo-
~hye

OSTROGRADSKIJ Xicheil Vasilievi& (1801-1862), rusky matematik @& meche-
nik. Pracovel v anselytickej n nebeske) mechenike, matematickej fyzike,
mate:g:;ckeg anelyze. Odvodil formuly na vypofet neurditych integrélov
z ra édlnych tunkci{ & trensformiciu objemového integrélu ne plo3ny.

9)

Oreen George (1793-1841), anclicky matematik a fyzik. Zaviedol pojem
potencidla v teorii elektromegnetizmu, odvodil formulu na vypoZet kriv-

:3::20 integrédlu pomocou dvojného. Odvodil zdkledné rovnice teorie prul-




