T LN

kde (f } y 84 koeficienty Fourierovho radu funkcie f podTe ortogondlne-
n’
Lo ~
ho systému {“n} n=1+ reda riedenie dlohy (2.44), (2.45) mé vyJadrenie Fou-
rierovym redom

0 fn
u(x) = EZ: — un(x), XESL ; (2.46)
n=1

kde
(f(x)un(x)dx
(o2

rn = ’ n = ‘, 2, L ] (2'47)
(us(x)dx
2

Podmienka An # 0 Jje splnend podla vety 2.3-b), sk pre funkciu qQ Q=R

v eliptickom operdtore L plat{ aOxy = G =V Previetky x €21, Y'ton
pripade méme

0<q, = }n pro-viethy  WE Y R

Podls vety 2.1 o Jednozna¥nosti riedenis okrajovych dloh Je uvedend pod-
mienka splnend oj ze predpokledu q(x) = 0O pre v3etky x, ak ide o Dirich-
letovu a Newtonovu dlohu. V tyechto pripadoch dostaneme

}n >0 pre vietky n = b 2. 0.,

V pripade Neumennove j dlohy, ak q(x) = 0 pre vietky X€SL2, je prvéd vlast-

néd hodnote

8 zodpovedd jej jednorozmerny priestor vlestnych funkeif, ktory tvori mno-
Z2ine R v3etkych redlnych &{sel, Ak existuje riedenie dlohy

m
. 0 o du s
‘ E axi 8;;(x a— (x) ] = £(x), xeq (2.48)

.

(s)

0, seds2 (2.49)

pPotom moZno né jat také rie3enie W, pre ktoré plat{

fv(x)dx =0
2
PretoZe u, (x) = Je prvé vliastng funkcia, doataneme rovnakym sp8sobom
8ko predtvm vyJjedrenie
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00 £
w(x) = Z;\_“n("" xeQ
n=2

a ka%dé riedenie Neumannove j dlohy (2.48), (2.49) m4 tver

=

n
u(x) = C + 2{: f;— un(x), X e (2.50)

00
kde C je Tubovolné redlne %{slo a {fn}n=2

funkcie f urlené vzorcom (2.47). Podotfkeme, %e dy = 0 na zéklede nut-

si Fourierove koeficienty

nej podmienky existencie rie3enia:

Aff(x)dx =0
ir2
Poznémke 2.4. PodTla vety 2.3 d) redy (2.46), resp. (2.50) konverguji

v strede na oblesti Q . Ak existuje klasické rie3enie o oblesst 2 mA hladky
hreanicu, pntom je uvedens konvergencia podTa posledného tvrdenia vety 2.3

8) rovnomernd.

2.6 Ulohy

l>}Zistite, ze akych predpokledov je rovnica vedenie tepla v enizotropnom
prostredi{

) du 9 : du 9 ( ) du
- - Kk Vo) ==l | e (x,v. s =t KX, PPE) = ) &
dx i dx 9y \ 2 ket dy 9z \ 3 oz

+ qix) = £lx), xéa

eliptick4.

2./Rieste okrajovd lohu

A du g .2
-Au = - | x2+y2_<_92 ;y 0G— + u.s. 0, X ¥ =9i
k an

A>0, kx>0, ¢>0, xZ0, #20, X+ >0

pre vedenie tepla v nekonelnom velci polomeru [

Ndvod: Pou%ite poldrne sirednice & nezdvislost riedenis od uhlovej sursd-

nice Sﬂ

3-1R105te okre jovi dlohu

du 2

A 2 > 5 2 - 2

_Aus-,x2+y2+z Q0 6~ ¢
k




bW

A>0, k>0, ¢ >0,x2Z0, Azo, 0+ pA>0

pre vedenie tepls v guli polomeru ¢ .

4. Riedte okrsjovd dlohu pre potencidl nekone¥ného velcového kondenzétora,
k torého vnitorné elektroda mé deny kondtentny potencidl a vonka j3ia elek-

troda je uzemnend:

2 2

-Au =0, O<c8®<x +y2<b2

2 2

alayw)e 0, X+ y . = b2

ulx,y) = u,, x° + y2 = 82;
5. Rie3te okrajovi dlohu pre vedenie tepla v nekone&nom valci s vymenou

tepla s okolitym prostredim nulovej teploty:

- Au(x,y) + qou(x,y) = 0, x2 + y2< 92, q, > O [~ =0

Ou 2 ¥Sigel s 4
< 5; s Banh X 3 = [ A>0, ¢ 20, lg 20, 00+ /5:>'o

Ndvod: PouZXite polédrne suirsdnice a modifikoveni Besselovu funkcih.

6. Rie3te okrsjovi udlohu pre vedenie tepla v guli s vymenou tepla s okoli-
tym prostredim, elebo pre tok neutronov v gulovom reaktore:

-Aulx,y,z) + qou(x,y,z) =0, x2 - y2 + zz< 92, q°>0, 9>0

du
oC—*ﬂu=A, x2+y2+22=92,

2 A>0,0620, fZ0,+3>0

Nédvod: VyuZitim sférickych siradnic & nezédvislosti rie3enia na uhlovych
siradniciech nshredte pAvodnd dlohu dlohou

62

u du

- — D — — 4 =
r - = *+ q,r u(r) = 0, ocu’(g) + ﬂu(g) = A

V deldom rieden{ pou%ite substitdciu v =r u a predpoklad

lim u(r) = u(0) € (-0, ™)
r =0

g
B
K
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§3. METODA SEPARACIE PREMENNYCH

V tejto &ssti sm budeme zaoberat hlavne rovnicemi 8 Leplaceovym operdtorom,
pretoZe vyuZijeme jeho 3pecidlny tvar v kartezidnskych, polérnych, cylindric-
kych & sférickych siredniciach. Metode seperédcie premennych spo&iva v nshra-
deni pdvodnej okrajovej ulohy postupnostemi okrajovych diloh na vlestné hod-
noty pre oby&sjné diferencidlne rovnice. Vyhodou metody je vyjadrenie riese-
nia v tvare funkciondlneho radu, nevfhodou je obmedzenie metody ne Speciél-
ne tvary oblesti ako obdIZnik, kruh, velec, gula.

V jednotlivych pri{padoch budeme predpokladat, Ye existuje klasické rie3enie
prisludngch okrsjovych dloh @ dloh ne vlastné funkcie.

3.1 Rie3enie okrajovych 'iloh a dloh ne vlastné hodnoty na obd{Zniku

) UveZujme Dirichletnvu okrejovdi dlohu

82u 82u
Au = + i Ocxcp, 0<y<D $4.1)
ax° 3y2
u(0,y) = u(e,y) =0, O0<y<b (3:2)
u(x,0) = g(x), ulx,b) = hix), O0<x<a {3:3)
iY
b u(x,b)=/a(")
w(oy) =0 au=0 u(@y)=0
o GOt gm  w R

Obya: T
Oblast riedenis udlohy (3.1), (3.2), 3.3)

KvAli sphjitnsti riedenia predpokladéme
#(0) = e(n) = h(0) = h(a) =0 (3.4)

HY2dn jme nejprv riedenie rovnice (3.1) spinajice nulové podmienky (3.2).

RieSenie u vyjrdrime v tvare

ulx,y) = X(x)¥(y)

Dnsaden{m 4» rnvnice (3.1) dosteneme vztah
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X (x)¥(y) + X(x)Y"(y) =0

Zs predpoklsdu u(x,y) # 0, 0<x<a, O<y<b; dosteneme rovnost

X(x) Y(y)

’

- - VO8O FRD
EAn) Ayl

Preto%e funkcie nea Tavej ® pravej strene poslednej rovnosti meji r8zne pre-
menné e rovnost plati ne celom obdI%niku 2 = (0,8) x (0,b), musia se obe
strany rovnet kon3tante, ktord ozne¥fme - A. Deldou dpresvou dosteneme dve
separovené oby&ejné diferencidlne rovnice & nulové okrsjové podmienky:

L 007 A8 g Besyy (3.5)
Y(0) = X(a) = 0 (3.6)

050y <H (3e7)

Y (y) - Ax¥(y)

VzhTadom na to, %e hladdme nenulovi funkciu u v tvare ulx,y) = X(x)¥(y),
Je dloha (3.5), (3.6) Sturmove-Liouvilleova dloha na vlastné hodnoty a
vlastné funkcie. Tuito uUlohu sme rie3ili v I. kapitole, kde sme na3li postup-
nost vlastnych hodnédt

n27T2
>\n= ,n=1,2,..‘
al
(o)
ktorej zodpovedd postupnost vlestnych funkecif {X } x
n|n=
-
Xn(x) = gin —;— Xy alomile . o

Dosadenim hodnoty An do rovnice (3.7) dostaneme Jej v3eobecné rielenie
v tvere

Y (y) n i ni~
Y = a cosh — 9 1 —_
n n a y L)n sinh & Iy an) bnER, O(y(b

Zvolili sme hyperbolické funkcie nsmiesto exponenciélnych kv81li Jednoduch-

f;ez? tveru vysledného riesenia pri splnent nenulovych okrajovych podmienok

Funkcie B B8 1,2, s tyarn

%(my)- ﬁJxNHW), O<x<a, 0<y<b

Li » . » - »
8u riedeniemi rovnice (3.1).9 spina jy okrajové podmienky (3.2). Aby sme spl-

nili 83 nenulové Podmienky (3.3), hl'adédme rieSenie dlohy (3.1), (3.2) (3.3)
vV tvare funkciondlneho radu : E :

e o}
u(x,y) = ) X (Y (y) =

n=|
(308)
- n o~ nGi~ nT”’
= E (en cosh — y + b, sinh — y) sin — x
=y a a a

Neznédme koeficienty 8. bn’ n=1,2,..., urffme pomocou nenulovych okrae-
jovgch podmienok (3.3). Dosadenim do redu (3.8) dostaneme vyjedrenia funk-

cif{ g, h v tvare Fourierovho radu

© n G-
g(x) = u(x,0) = E B omin ree—x
n=1 -
hiae) = u(x b)i=
® ni U ni”
= E (s, cosh — b + b, sinh — b) ain —1x ,
8 a a
n=1
x €(0,a)

Na zéklede vypoltu koeficientov Fourierovho radu dostasneme vztahy

a
na-
g(x)sin — x dx
a a
- £ [ (x)si 22: d A
a = = - g(x)sin x dx =
h a A a n
nj 0
8in® — x dx
a
0
(3.9)
a
nTb nTb 2 S
a_ cosh + b_ sinh = - h(x) sin — x dx = Bn
= a 5 a a a
0
a teda
nTb
B - An cosh z
b C G R [k N
P nrb

sinh
a

Op#t dosedenim d» (3.8) méme vyjedrenie rie3enie v tvare

® 1 : nfd nGTJ
ulx,y) = E _ An(alnh cosh — y -
a a
n=!1 sinh nTb




- B
nTd n o~ 5 ny ni~
- cosh —- sinh — y) + B sinh — y | 8in — x
) a - a a

Pru¥it{m si¥tového vzorca pre hyberbolické funkcie dostaneme rieSenie okra-
jovej dlohy (3.1), (3.2), (3.3) v tvare

n’j\’ n'ﬁ"
A_ sinh — (b - y) + B_ sinh — y
j?: 1 ’ 2 r AN b
= - sin —— x .
W) nTb a

sinh
a

Rovnskym sp8sobom riedime aj dlohu s nulovymi okrajovymi podmienkami pri
Yy =0, y =Db a nenulovymi podmienkemi pri x = R T

V pripade okrajovej ulohy

Ou=0, 0O<x<a, O<y<b (3.11)

MLO)=3NU. u(x,b) hﬁxh D<x<a

{3.72]
u(0,y)

gz(y), u(a,y) hz(y), O<y<b

R,(0) = g,(8) = h‘(O) = hl(a) = 32(0) = gz(b) = h2(0) = hz(b) =0

dostsneme riedenie v tvere siXtu rieSen{ dvoch okrajovych dloh s nulovymi
podmienkemi pre x =0, x = ¢ resp. y =0, y =b:

i nf ny
. A, sinh —;— (b -y) + B, sinh — y .
a n
ulx,y) = in —— x +
2;; o sin € x
sinh
a
; nq nir (3.14)
Cn 8inh — (8 - x) + Dn 8inh — x
; B b .
-y o sin ’ y
sinh
b
kde
) a
bl 2 P - 7 2 nq~
- ; g, (x)sin -;— x dx, B =~ f h,(x)sin — x ax
0 0 .
’ ) (3.15)
: 2 § e nr 2 n
= - 85(y)ein — y g = - i
g 2 . y dy, Dn 2 f hz(y)sln —;— 7 4y ,
0 0

n=1'2'...
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Potiedavka rovnosti nule funkcif &)y hy v bodoch O, a resp. 85, h, v bo-
doch 0, b Jje kv8li rovnomernej konvergencii radu (3.14), preto%e uvedené
funkcie rozvi{jeme do sfnusovych redov ne intervaloch (0,e), resp. (0,b).
Ak si splnené len podmienky

g, (0) = 8,(0), g (e) = h,(0),
(3.16)
hi(a) = hz(b), h](O) = gz(b),
potom rieSenie u vyjadrime v tvere
u(x,y) = A + Bx + Cy + Dxy + vix,y) £3.37)

prifom koeficienty A, B, C, D zvolime tak, aby polynom A + Bx + Cy + Dxy
nedobddel v bodoch [C,0], [#,0], [e,b], [0,b] hodnoty g,(0), g,(2), h (a),
h,(O). Funkcie v je pritom rie3enim okrsjovej ulohy

av=0,(x,y)€00») x (0,b)

v(x,0) §1(x). v(x,b) B,(x), O<x<a

"

v(0,y) = &,(y), v(a,y) = hy(y), O<y<b
kde §|(X) = 8](x) - A - Bx, gz(y) = gz(y) - A - Cy

B,(x) = h;(x) - A - Bx - Cb - Dbx

Bz(y) £ hy(y) =" Bum:Ban= Cy =xdny;
pridom
8,(0) = g, (8) = h,(0) = hy(m) e

g8,(0) = g,(b) = h,(0) = Ry(b) =0

Pri odvodzoven{ riedeni predché.zajicich okrsjovych dloh sme postupovali
formdlne, ked sme vychddzali u% z predpokladu existencie klasického riede-

: ' i c%(Q) N c(@)
nie, Ab funkcionélny red (3.14) neozsj reprezentoval funkciu ue ’

ktord je klasickym rieZenim okrejovej dlohy (3.11), (3.12), musime ukézat,
Ye red rovnomerne konverguje na uzavretom obdlZniku O = (0,8)x(0,b) a rady,
ktoré vzniknd dvojnésobnym derivovenim, rovnomerne konverguji ne kaZdom uza-
vretom obdl¥niku §26 =(€,a-€)x (E,b-E), O <E<E» nachéddza jicom sa vnitri ob-
dl%nika © = (0,8)x(0,b).

Pretn%e funkcia sinh : R — F je restica, mAZeme rad (3.14) majorizovat

ne celom nbdl*niku $2 &{aelnym radom

[o9) (3.18)
S 1A+ 1B, ]+ e [+ [y

g h, resp. 8, h
Red (3.18) konverguje, ak funkcie gy Jl o :
vatel'né un uzevretych intervaloch 0,0 ) resp. {0,b) a platie vztehy (3.13).

, 8U spojité diferenco-
o
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SkutoXne, v tomto pripede dosteneme neprikled pre koeficienty A vztehy:

— 2 nG
( " B oo [ g,(x)cos — x dx
a

je n-ty Fourierov koeficient Fourierovho radu funkcie g; podIla

T i e ol @n
ortogondlneho systému |cos —:— x ]t.j.qfn 8 A, 8lebo — Ay, 0%t 2000
n:

Nech "n

Ne zdklsde teorie konvergencie Fourierovych radov (kap. I, pozndmka 1.1) je

2
n<m

M8

a teda 8j)

00
E nzArzl(co.
n=1

00

k-ty Zisstony suZet radu E [A,] splna vztehy
=1

k k k 1 k
o = > IAyl = EZ: - n|A_|< j{: = j{: (nA, b

n=1 n=1 n= n=

00 . (e'o)

2,2
C — g =
2 Zn A1'1 2
n= n n=1

Ted® rad E ]Anl konverguje a rovnakym sp8sobom mo%no ukézet aj konver-

® (o 7] oe)
genciu redov g [B,], é [Chl s E [Dnl.

n=1 n=1 n=1
PretoZe red (3.18) je msjoresntny k radu (3.14), konverguje rad (3.14) rov-
nomerne ne uzsvretom obdlZniku Q = {0,8) x (0,b> k funkeii u€ C().
Dvojnésobnym derivovenim redu (3.14) podla x dostsneme rad

nq nj-

e ( -A sinh — (b - y) - B n8inh — y
} 2 " a ni~
= n sin X4
n=1 n’If‘b a
8" sinh

a (3.19)

nr nT
- Cnsinh — (8 - x) *+ D sinh — x
Y b b ¥ nar-’
sin
2 nTa b .

b“sinh

b
PouZitim vzorca sinh (¢ +/3) = sinho¢coshf + sinh/3 coshoc v menovateYoch
radu (3.19), ohranifenosti Fourierovych koeficientov A, B c D a funk-

e
ci{ sin L"—'-I—Vx sin % y dosteneme na obdI%niku Q. = <£ ,a-€) x {E, b-£> ma-

jorantny &{selny rad k redu (3.19):

0
> 1 1
E M n + (3.20)
S nTé nTé
Xp exp
a b
1 1 (s 0]
kde M = 2 max { — —— ¥ sup {A y B G. D }
92 Y b2 n n.on n _—

Rad (3.20) konverguje na zéklede D Alembertovho kritéria a teda rad (3.19)
rovnomerne konverguje ne ke*dom obd{%niku $2 & nachddzajicom se vnitri obdlz-
nike Q =<0,a) x {0,b) . Rovneko by sme ukézali, %e konverguje 8j rad, kto-
ry by sme dosteli derivovenim podla premennej y, 8ako &8j podla oboch pre-
mennych x, y. PretoZe jednotlivé &leny radu (3.14) si rielenia Laplaceovej
rovnice (3.11), je aj funkcia u &ko jeho sudet rie3enim rovnice (3115
ktoré je z triedy CZ(Q)n c® a splna okrajové podmienky (3.12).

leds sme dokézali, %e ak okrajové funkcie su spojite diferencovatelné a
splneji podmienku (3.13), je si¥et radu (3.14) (klesickym) riedenim okrajo-
vej dlohy (3.11), (3.12). Ako vidno, pre existenciu klesického rie3enia
okrajovych loh musia byt splnené dal3ie predpoklady o hladkosti okrajovych
funkcif{. Z priebehu dAkszu vyplyva dokonca vztesh u €C® (Q). D8kazy existen-
cie klasického rie3enie s dost néro¥né e dslej od nich upustime. Su&ty
funkciondlnych redov odvodenych pomocou seperdcie premennych budeme poveZo-
vat zs sov3eobecnené, plebo slasbé riedenie (podrobnej3ie v §5).

Metsds separdcie premennych mAZ2e s& podobnym sp8sobom pouZit aj pre iné
okrs jové podmienky ne hresnici obdI¥nika $2 .

b) Rie3me Wlohu ne vlestné hodnoty:
Bn+ Aus 0 O0<xLa,. 0&y4D (3:21)

gix.0) = ulx.b) = u(o,y) = ulm;yg) = 0 £3.22)

Na zédklade vety 2.1 o jednoznaZnosti rie3enia Dirichletovej okrsjovej dlohy
vieme, %e vietky vlestné hodnoty dlohy (3.21), (3.22) sd kladné. Dalej bu-
deme op#t postupovat metodou seperécie premennych.
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HTYnddme vlestné funkcie v tvare
ulx,y) = X(x)¥(y)
Dosadenim tohto vyrezu do (3.21) méme
X (x)¥(y) + X(x)Yly) + Ax(x)¥(y) =0

Zs preldpokledu u(x,y) # 0 na € dosteneme po predelenf vyrezom X(x)Y(y)

rovnice
X(x) Y(y)
- € - ——— =) = -#u
X(x) Y(y)

kde ) je hladsné vlastnd hodnote & 4 je redlno &islo. Dostéveme tak dve
dlohy na vlastné hodnoty pre obyZejné diferencidlne rovnice:

X" (x) + aX(x) =0, 0<x<e

(3.23)
X(0) = X(a) =0
Y (y) + (A-m)¥(y) =0, 0<y<hd
(3.24)
Y(0) = Y(b) =0
Vieme, e vlastné hodnoty ® vlestné funkcie ulohy (3.23) meji tver
nl A2 ( o~ -
= po ke (R LSRN S x - M ] A
“n 2 m 4 ’ (3:25)
Dosedenim A= u_ do (3.24) dostesneme dlohu
5 n -2
Y (y) +(A- Y(y) =0, 0&y<4b
2
)
(3.26)

Y(0) = ¥(b) =0

Pre k8Z2dé pevné &1{slo m si &1sla

n’ 2 n? 2
y e
a b2

vliestné hodnoty dlohy (3.26), ktorym zodpovedaji vlestné funkcie
nlr

Yn(y) =sin —y, n=1, W T

Dnhstdverme tesk dvojné postupnoati vinatngch hodn8t & vlestnych funkcif dlo-
Iy VY.21), 1 9.22)°

2 2 '
m n
L e B "'2') - g (3.27)
a b
T w3~
umn(x.y) = gin E:— x sin -;— T B RV, 20N (3.28)

¢) Pomocou vlestnych hodndt a vlastnych funkcif okrajovej dlohy (3.21),
(3.22) budeme riedit Dirichletovu okrejowvi dlohu pre Poissonovu rovnicu
vyjedrujicu naprikled priehyb obdf!nikovej membrédny pevne upevnenej ne

okre ji:
-Au=f(x,y) 0<x<a, 0<y<b (3.29)
u(x,0) = u(y,b) = u(0,y) = u(e,y) =0 (3430)

P>dTa vyjedrenia (2.46), (2.47) mé rieSenie dlohy (3.29), (3.30) tvar

™ fmn
u(x,y) = é > umn(x,y), OCx<n, O0<Cy4H (3: 1)
m,n=1 mn
kde rmn si Fourierove koeé}cienty funkcie f podla ortogondlneho systé~

mu vlastnych funkeifl {umn}m,n=l' Teda

f(x,y)sin — x sin — y dxdy). sin — x sin —y
a b a b

(’)z—
B % Doas e

m,n=1 a°n + b“m

ab
(g { m T L N nT
0

(3.32)
o0 ®

Pogznémke 3.1. Dvojny read é 8. m8%eme vyjadrit v tvere radu E L
m,n=1 n=1

kde

b =1»

+ R + 8
n n a2,n-1

Poznémke 3,2. Rie¥enie nehomogénnej Ulohy

-A8u=r(x,y), 0<x<s, 0<y<bD

u(x,0) = g'(x), u(x,b) h‘(x)

u(0,y) = gz(y), a(a,y) = hz(y)

hladéme v tvare u = v + w, kde v je riedenie ulohy (3.29), (3.30) a w
Je riedenie dlohy (3.11), (3.12).




T

3.2 Rie8enie nkrajsvych dloh & dloh na vliastné hodnoty pre kruh

Predpokladajme, %e oblest £ je vnitro kruhu o polomere so stredom v za¥iat-

ku suradnej sdstavy:
Q= {,yer?, »*+y2q?] (3.33)

8) Rie3me najprv okrsjovi dlohu

Au=0, (x,yeEeR (3.34)
u(s) = gl(s), scdfR (3.35)

V poldrnych siredniciech mé& dloha tvar

rzazu*r?:+82u=o 0<r« 0= @s 2T (3.36)
32 ar a‘Pz ' il i .
ule,9) = &g(@), 0=g< 2 (3.37)
u(r,0) = u(r, 27), o< r<€ (3.38)

Obr. 8
Oblest rie3enia Wdlohy (3.26), (3:37);-63:38)

Podmienka (3.38) vyjedruje periodickost rieSenia vzhladom na uhlovd premer
nd @, o funkeii g: (0,2 R predpokledéme:

g(0) = g(2m)
Riedenie rovnice (3.36) vyjedrime v tvare

u(r, @) = R(r)¢ (@)

Dysedenim d» (3.36) » separédciou premennych r,y) dostaneme:

-y -

r° R+ r R’ el ¢"((f) .3

R(r) ¢ ((f)

a dsl¥ou dpravou:

r’R“+ r R* = R = 0, 0<reg (3.39)
]

4) + )4)((}’) =0, 0% <M (3.40)
$) = ¢pmr (3.41)

Riedme najprv udlohu (3.40), (3.41). Aby existovslo Jej nenulové riedenie,
mus{ byt )\ = 0. VZeobecné riedenie rovnice (3.40) md potom tvar

D) = A cos{A ¢ + B ein|% ¢ (3.42)
VzhlTedom ne podmienku periodickosti (3.41) mus{ byt

PAR D Rwd, 1,0, o

An =Ny A OS2 g

8o zodpovedsa jicou postupnoe tou vlastnych funkcif

®
{l, cos n( , sin n¢}

n=1
nkrsjovej dlohy (3.40), (3.41). Vid{me, %e ks¥dej vlastnej hodnote okrem

Ao = 0 zodpovedsji dve linedrne nezdvislé vlestné funkcie. Dosadenim do

(3.42) d~steneme v3eobecné riedenie ilohy (3.40), (3.41) (pri A= n°) v tva-
re

¢n(¢) = A, cos np + Bn sin np, n =0,1,2, ... (3.43)

Dosadenfm vlastnych hodndt do (3.39) riedime rovnicu

2 2

P RG e R shnfa B By 0<«r<g (3.44)
n n

n
Lehko sa presved®{me, 2e v3eobecné rieSenie rovnice .3.44) md tvar
- (3.45)
Badr) = Gt Bl

(3.46)

n
(@]
o

+
=

-

=

|
n
.
.

Rn(r)

Aby rie3enie pAvodnej rovnice (3.36) bolo ohreanilené v kruhu €2 , mus{ byt
rieSenie ,ovnice (3.44) ohranilené ne intervale <o, 9) a teda kladieme

e ) e U o beti [ B SRR




- 66 -
Ohreni%ené riedenia rovnice (3.36) & podmiankou (3.38) maji potom tver

un(r,(p) = " (A, cos ng+ B, sin nSﬂ), nEO 92, «¢

e riedenie okrsjovej dlohy (3.36), (3.37), (3.38) vyjadrime v tvare

@
u(r, @) =Z " (An cos nt/* Bn sin nsﬂ)» (3.47)
n=0

0frcg, O0S @< 2

Vyulitim okrajovej podmienky (3.37) dostaneme:

[ve)
gly) = u(g,(f) = Z gn (An cos nyp + Bn Binsﬂ)
n=0

Ne zéklade jednozne&nosti rozvoje funkcie g do Fourierovho radu podla sys-
oo

tému {1‘ cos n@, sin ngp} dostdveme vyjadrenia koeficientov v rede (3.47):
n=1

‘ § {

20
1
j g(¢) cos nydy

—— N

A T — ( )d » A -
« v 1" g s
0 9 - & 0
(3.48)
20
1 P
B = () i d » s 1) 2) ol
b <5, 5 g(¢) sin nypdy n
& 8
@8 rie3enie okrajovej dlohy (3.36), (3.37), (3.38) mé& tvar:
2
1
ulr, ) = — (¢) 4
Y 2T ( aes o
)
20
! &7
+ TZ<§/ g g(8) cos ns ds | cos ny + (3.49)
e
2T
+(§ g(s) sin ns ds | asin nsojl
1 A N
Z vyjrdrenis (3.49) dorstrneme pre hodnotu funkcie u v strede kruhu 2 :
2
1
8(0,0) = - g(y) 4
— [ s o

0
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%o vyjedruje znému vlastnost harmonickych funkecif o nedobdden{ v strede
strednej hodnoty z hodndt na kruZnici.

b) V pripade vonkoj3ej Dirichletovej okrejovej udlohy pre kruh hladéme rie-
Senie udlohy (3.34), (3.35) na mno%ine

Q= {(x.y)eRz, x2 + y2>92}

Kv8li jednnzna&nnsti riedenim dlohy %iesdeme, eby rieSenie u bolo na oblas-
ti Q ohreni¥ené (pozndmke 2,.3). Preto kledieme po separécii premennych
¥ (3.45), (3.46):

R (r) = s P w0

a8 vysledné rie3enie mé tvar funkciondlneho radu

27 2 20
ul(r, Q) = --L- g(p) dp + lz 4 g(s)cos ns ds | cos np +
¥ & : =|\T (70
o =
Y
+ S g(s) sin ns ds ) 8in n(pJ (3.50)
0

¢) Budeme ss dalej zaoberat iilohou ns vlastné hodnoty na kruhu:

Au. AN =0, x2+y2<92 {3.51)

u(x,y) = 0, x° 4 y2 = 92 (3s52)

Razpissm dn polérnych sirrdnic dosteneme

2 2
G) du d-u
r2-——u-+r-——+-———+>\r2u=0, O<r<yo, OS(,OS.ZQT’ (3.53)
arz a!‘ 892
ulg, ) =0, OS @< {3.54)
u(r,0) = u(r, 21) (3.55)

Opit hYaddédme vinatné funkcie v tvare

)= k() P

Dosaden{m do rovnice (3.53) @ separdciou premennych dostaneme rovnskym sp3-

(8 ¢

3o5bom sko v predchAdzajice] Zaatl rovnice:

(3.56)

r°R* ¢ pRs (7\r2 IR0y 9P <y
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¢+ wd@ =0, oL psamw (3.57)
$0) = ¢(2mT) (3.58)

Rovnako sko v pripade dlohy (3.40), (3.41) dosteneme vlastné hodnoty d
vlastné funkcie dlohy (3.57), (3.58):

Mn = n2, ¢n(¢) = A, cos np+ B einng, n= 0,1,2, ¢ss

Na urfenie vlastnych hodn8t ) médme teraz udlohu

r2R”“+ r R* + (Ar2 - n®)R(r) = 0, O<r< o (3.59)
R(g) = © (3.60)
RE Q. I8

Teraz pouZijeme teoriu Besselovych funkci{ z kap. I.§2. PodTa vety I.2.2
existuje postupnost vlestnych hodnét {)\m};o:‘ a vlastnych funkecif

b |

{n(")}"" dlohy (3.59), (3.60) tvaru

m

m=1
(n) 2
e €3.61)
e
(u.(n)
] m
Q

(n)
kde (um Je m-ty¥ koreni Besselovej funkcie Jn:

J.(adm) a0, 5w, 1, NN oG

(3.62)

Teda vztehmi (3.61), (3.62) je urfend dvojné postupnost vlastnych hodn8t
dlohy (3.53), (3.54), (3.55), ktorej zodpoveda ji vl1astné funkcie

(u';o)
umo(r'(P) = Jo r
¢

(n)

: 3

umn(r, @) = Jn : ~ r|cos n¢ _ (3.63)
(n)

; "

Walr, @) = Iy - r|sin np, m,n, = 1,2, ...

- Bt

d) Budeme dalej riedit Dirichletovu okrajovd dlohu pre Poissonovu rovnicu
ne kruhu:

-B8u=f(r,p), 0&rcy, 0<PL 2T (3.64)

ulp, @) =0, 0<£@<Law (3.65)

Rovnako 8ko v pripade obdi{%nike pouZijeme vyjadrenie (2.46) riesenis u
v tvere ortogonélneho radu podla vlastnych funkcif dlohy U3e93) . (3.94),
(3.55):

(o) fmo
u(r,SO) =Z1 ,x;; %o(r,(p) +
m=

oo r:m ¢ f:n 8
. Z {1_— Upn(Ts @) ¢ Upn (T (F)}
m,n=1L mn xmn
elebn podla (3.63)
5 (3.66)
- me (a'm
u(r,tf?)=§ gl N
m=1 "mo 9
(n)
e 1 A n
+ E —)\—— Jn r> [f:m cos ny) + f:n sin ny)]
m,n=1 mn §
(n) 2
dm
kde lmn = ° si vlastné hodnoty udlohy (3.53), (3.54), (3.55) a S

f:m, f;n si Fourierove koeficienty funkcie f podla systému vlastnych

o
funkecif {“mo'“:n'u;n}m,nﬂ ortogondlneho na mnoZine (0.9)x(o,2iﬂ’)s véhou r:
9 2m #(o)
[{rf(r,(p)Jo< r>drd(/)
00
o =
m
. 722 (i)
Q 2T (“-é,n)
2jfr f(r,(P)Jn< r>coe nyay
f:m = B (o) (3.67)
gad n
ﬂ’g Jn+|((u’m )




