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3. Riedte zalistoZno-okrajové Ulohy pre vedenie tepla v poloohronilenej

t >0, ak

X
uo(

tyli:
2
du o B0
esolliel e e Uy MK = uo(x); x>0,
at ax2
ou
a) u(O,t) = 0, b) — (0,T) =0
ox
Nédvod: PouZitie rie3enia zaliastolnej dlohy
du : 9%u b
—_— - 8% —— = 0, mx@)=|ﬁ(ﬂ; ZER, >0,
ot 2
dx
kde
/uo(x), x>0
a) io\x) s b) ﬁo(x) =7
b

-uo(-x), x<0

uo(-

e

x), %40

4. NAjdite Greenovou funkciou & rie3enie zaliatolnej ulohy

3u 2 3%u
3 TR e RNt AP0 e E
2
M x“
B x.0) =g t%). xEN
Nédvod: Zsvedenim novej neznémej funkcie v(x,t)
ilohu ne rieSenie zalisto&nej ulohy
av 2 3%y o
-l e w gV 50l BED) iy e
3t 32 .
b'e

EE N

% eqt

XER,

t>0

u(x,t) prevedte

t>0
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§3. HYPERBOLICKE ROVNICE

V tejto Zasti sa budeme zasoberat rovnicemi vyjedrujicimi kmitenie & vlnenie.

3.1 Definfcie a zdkledné lohy pre hyperbolickd rovnicu

Definfcia 3.1. Nech L je elipticky operétor v oblasti QCR"™ tveru

2 9 du
(In)(x) = - — (8, :(x) = ) + q(x)u(x)
1; i paatiny

Potom parciédlna diferencidlna rovnica

9%u
- + Lu = f(x,t), (x,t)enx(0,m) £3:1)
at?

s& nazyva hyperbolickd rovnica.

Medzi hyperbolické rovnice petria aj rovnice (1.3) - (1.6) kmitenia struny,
membrény, eko &j 3irenia vIn v priestore.

Rovnako ako v pripade parabolickej rovnice si zavedieme dva typy dloh.

Definfcie 3.2. Zaliato¥néd dloha pre hyperbolickd rovnicu je dloha n&jst
funkciu u : R® x (0,0 ) —R, ktor4 Je riedenim rovnice (3.1) na mnoZine

R™ x (0,0 )

@& splne zaliato®né podmienky

u
u(x,0) = uo(x), 5: (x,0) = u,(x), x ¢ B® (3.2)

kde u

9 Uy ¢ R® —~R sy dené funkcie.

Nech £) je oblast v R™. Ze&iatoZno-okrajové dloha pre hyper-
ktord je rie-

Definfcia 3.3.
bolickd rovnicu-je dloha néjst funkciu u : 2 x {0, ) —=R,
Senim rovnice (3.1), splna ze&istoZné podmienky

du
— (x,0)

= u,(x), xeq (3.3)
ot

u(x,0) = uo(x),

@ okrejovd podmienku

0

oC(s,t) -—:: (s,t) + f(s,t)uls,t) = g(s,t); (s8,t) €3Q x(0,0)
n
. (3.4)
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3.2 Jednozna¥nost rielenis za¥isto&no-okrajovej dlohy

Ak Dc.R“", tek symbolom Ck'k(D) budeme oznefovat mnoZinu v3etkych funkeijf
u:D-—»R, ktoré maji na mno%ine D spojité v3etky parcidlne derivdcie
k-teho rddu podla priestorovych premennych X, i=1,..0,m 8 8pojité par-
: aku
cidlne derivédcie — ,
Ak

Vets J.1. 2slistoZno-okrajové dloha (3.1), (3.3), (3.4) mé najviac jedno

riedenie u€C®?(ax(0,m))nc' ' (&x <0,m))

DOkez: Nech u, v si dve riedenia ulohy (3.1), (3.3), (3.4) z uvedenej
triedy funkcif{. Potom funkcia

w=u—v€C (Qx(Oco))nC'(Qx(Om))

Je rie3enim homogénnej dlohy

32w
— + lw =0, (x,t)eAx(0,m) £3.5)
at?
Ow
w(x,0) = — (x,0) = 0, x€eQ (3.6)
Jt
w
mh&);—(mﬂ+ﬂh&“&ﬁ)=0,(mﬂeaﬁx(mm) (38
n
A

PouZitim integrécie per pesrtes dostaneme na zdklade vztshov (3=5). (3.8}
(3.7) a symetrie operdtora L pre Yubovolné T > 0O rovnosti

by o
ow 1 d ow 2 d
jf —-*Lw -a—dxdt.=-2— {—(a—> +—{(Lw)w] dx dt =
t dt t dt
\at? oa

1 3w \°
B g[(—) (T) + w(x,T)(Lw)(x,T)] dx =
2 /|\dt
L]
(5] @ S o 2
" gy B 8. .(x) = (T) — (T) +
i
2Q at i‘j=1 J axl axj

(s,T)
+ Q(x)wz(x I‘)de + f /3 ' 2(s.'r)c!s, ak
CIOC(Q'T)

C(s,T)>0 pre vietk gsedn
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Z eliptickosti operdtora L vyplyvaji dalej norovnosti

2 m 2
3 3
02 ”—(—'-) (T) + Z(——') (T)] dx 2 0
Jt k=1 8xk
J ‘ \

ktoré dosteneme aj v pripade o¢(s,T) =0 na 8¢ y 8lebo na &asti [Cc 9%2;

ow ow
Teda — (x,T) = — (x,T) = 0 pre vietky x€Q ) WEW. .
ot Ox)

PretoZe T >0 je lubovolné, plat{

ow ow
— (x,t) = — (x,t) = 0O pre vietky (x,t) e s2x(0,m )
at axk

a teda w(x,t) = C = kon3t, (x,t)es2x(0,m ). Na zéklade podmienky
w(x,0) = 0 @ spojitosti funkcie w musf byt C =0 & w=0 ne mnokine
Rx (0,m), ¥Iim je dbkaz jednozna&nosti rieSenia skon&eny.

UvaZujme zaliato&no-okresjowvi dlohu pre kmitanie struny, alebo membrény bez
pritomnosti vonkajSich sil:

2
9%u
Q(x) —— - div(T(x)gred u) + q(x)u(x) = 0, (x,t)ex(0,m)
a2
du
u(x,0) = u_(x), — (x,0) = u1(x), XES
2 at

6]

(s, t) -—:i (s,t) + A (s,t)uls,t) =0, (s,t)€3 x (0,00)
n
A

Pre keZdé t

v

O definujeme energeticky integril

2
1
- f[g(x)<—) + I'(x) |gred ul2 + q(x)uz(x)} dx +
2

] P i
¢ gr(sn 8100 wgp (s,t)ds
2 oK(s)

oL

B(t)

vyjadrujici silet kinetickej & potenciédlnej energie kmitajicej sistavy
v ese t. Z priebehu d8kazu predchddzajicej vety vidime, Ze plat{i vztah
E(t) = E(0) pre v3etky t >0

o znamend, %e celkovd energia kmitojicej sustavy bez vonksaj3ich sil sa

v %ese nemen{ (zdkon zachovenia energie).




3.3 Kmitenie nekoneXne dlhej struny

Budeme sa najprv zsoberat kmitanim struny pri denej zaliatoZnej polohe a

ze¥iatofnej rychlosti bez vplyvu okrajov struny & vonksjsich efl, Zo vedie

k zeliatolne) dlohe

2 2
)
a_u - a° —-': = Qs s dx, )€ (-00,00)x(0,00) (3.8)
at? ax?
du
u(x,0) = u_(x), — (x,0) = u,(x), x€ (-0 ,0) (3.9)
. At

Zavedieme nové premenné § » M transformdciou
f=x-08t, T=x+at
Rovnica (3.8) md po transformécii premennych (x,t) tver
3%
3§97

Ak rovnicu (3.10) integrujeme podla premennej 7, dostaneme rovnicu

= 0 (3.10)

a4
%

kde @: R —R je lubovolné funkcia. Po integroveni tejto rovnice podTa

= ¢(§) (3.11)

premennej § dosteneme funkciu QO v tvare

g, m) =f<p(§)a§+p(7) = $(§)+ F(m)
@ po prechode k pdvodnym premennym

u(x,t) = ¢(x-at) + F(x +at) (3.12)

kde ¢, F sd Tubovolné funkcie definovené na celej redlnej osi R. Ak funk-
cie ¢ , F si dvakrdt diferencovatelné, lahko se presved®ime, Ze funkcia u
v tvere (3.12) jJe nsozaj rie3enim rovnice (3.8). Re¥ou oby&ajnych diferen-
cidlnych rovnic A% me povedat, %e vzorec (3.12) vyjadruje v3eobecné rie3e-
nie vlnovej rovni - (3.8).

HYads jme dalej riedenie rovnice (3.8) splnsjice aj za¥iatodné podmienky
(3.9), ktoré majd v tomto oripade tvar

u(x,0) = d(x) + ¢(x) = u, (x)

3u [
;: (x,0) = -8 ¢ (x) + a PF(x) = u‘(x)
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Integrovanim poslednej rovnice dosteneme pre urfenie funkcif 47, F systém

¢(z) + F(z) = u (2)

z
1
-v¢(z) + F(z) = - g u,(y)dy + C
a
x0

kde xDE,H Je Tubovolny, ele pevny bod @8 C je integra&né kon3tanta.
Funkcie ?, F msjd potom tvar

Z

1 1 c
$(z) = - u (2z) - — u,(y)dy - -
2 2a 2
X
o]
2z
1 | C
F(z) == u (z) + — g u,(y)dy + -
o) 1
2 28 2
%
o
Po dosedeni do vzorca (3.12) dostaneme D Alembertov vzorec:
u (x-at) + uo(x1-at) 1 e
ulx, t)= + — u, (y)dy £3:13)
Z 28
x-at
Ak je funkcis u, jvakrdt a funkcis u, raz diferencovatelnéd, potom je

funkcia u dvekrdt diferencovatelnd 2 dosadenim sa lshko presvedZime, Ze

je (klessickym) rieSenfm zsXistolnej dlohy (3.8), (3.9). Vyraz (3.13) mé zmy-
sel aj v pripade funkcii U, Uy, ktoré si len spojité. V tom pripade hovori-
me, e funkcis u je zov3eobecnenym riedenim ‘ilohy (3.8), (3.9).

Vrétme sa e3te k vyjsdreniu riedenie v tvare
a(x,t) = @(x = at) "+ F(x"+ at)

Funkcie ¢ , F vyjadruji 3{renie vlnenie v kladnom, resp. zdpornom suere
redlnej osi rychlostou &. Hodnoty ¢(x—at) vyjadrujd priemo postupujicu &

hodnoty F(x +8at) opalne postunujicu vlnu.

Prikled 3.1. Nech ze&iatony profil struny mé tvar na obr. 19 a zadiato&nu

rfchlost u, = O. Potom mé rie3enie tvar

1 1
ulx,t) = ~u (£ S8R ) + =~ u $¥¥ at)
g o 2
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je rieSenim zaliato&nej Ulohy pre rovnicu (3.8) so zefisto¥nymi podmienkemi

kde
0, &k Ix1>¢ ‘
e el | u(x,0) = u_(x) = (x,0) = u(x) ( )
’ 3 ’ ulx x -0 , 00
\l—lf-‘—, 8k|X\f_C o ot ’ & ’
c
Preto%e funkcie u_, U, si nepérne, je funkcia u ur¥end vztehom (3.17) aj
“u rieSenim zafiato&no-okrsjovej dlohy (3.14), (3.15), (3.16). ;
ﬂl
u
1
.-
-C 0 c ("
Obr. 19 A
Za¥iato&ny profil struny w
Ne obr. 20 vidime rrofily struny v niektorych asovych okanihoch. 4
c
D Alembertov vzorec mA%eme pouZit &j pri rieSen{ dlohy o kmiteni "poloohra- t 2a
niferej struny”, pri ktorej kladieme okrs jovd podmienku v Yavom konci stru- /\:7\
ny. Ak nepriklad predpoklscdéme, Je struna je na jednom konci upevnené, do- < ; < 0 . E T
staneme zalfistodno-okrajovi udlohu
3°u 2 %%u
s @ et 970 Elmyt) (0 ) (0,097 (3. 14) \
3t ox u
du
a(x,0) = u (), — (x,0) = u,(x,0), x€(0,) (3.15) : P13
ot 4 ba,
ua( = C (
u(0,t; =0, te(0,m) (3.16) /\j{\ &
‘ p 0 x
funkciéch wu_, u, predpokladéme, Ze si spojité na intervale {0,00) 8 spl-
#aji nkrejovi podmienku uO(O) - u1(O) = 0. Na zéklade tychto oredpokladov
mA%eme definovat ich spojité nepérne predlZenie Go’ 1-11 ne celii redlnu 08: ﬂlu
oy (x) x€{0,0)
- : 1
41\X/ “ 1=0,1 t‘ic’
a
-u;(-x), xé€(-m,0) /\ B
Vieme, %e funkcia a : (-, ®)x {0,0) —> R definovens vuorcon -jc | 0 c 21 x
i [ i B x+at
t) ol lg("”t) : Obr. 20
al x, - iR - ( 7 . ;
2 : Ze u‘(y)dy (3 Profily struny v denych Zasovych okemihoch

Xx-at




B S 7R e~

*istofnymi podmienkami

2: (0,t) =0, t€(0,m) (3.18)
X

V tomto pripade sta¥{ o funkcidch u,,u, predpokladat, Ze sui spojité na
{0, ). Riedenie dlohy (3.14), (3.15), (3.18) je opt dané vzorcom (3.17),

v ktorom funkcie &, U, sd pérne predf¥enis funkcif wu_, u,.

V bode x = O mAleme predpisst aj nenulovd okrajovd podmienku. Rie3enie
w dlohy

2 2

9
?_: g —:- =0, (x,t)e(0,m) x (0,m)
at? ax?

3
w(x,0) = u_(x), e (x,0) = u,(x); x €(0,m)
» at

w(o,t) = g(t), te€(0,m)

vyjedrime v tvere w = u + v, kde u je rieSenie Wlohy (3.14), (3.15),
(3.16) 8 v Jje riedenie dlohy

a’-v 2 azv
—— - BT w0, (x,4)€(0,0) x (0,00)
a3l ax?®

ov
v(x,0) = — (x,0) =0, x€(0,m)
at

v(0o,t) = g(t), te(0,m)

Pretofe jedinou prifinou vzruchov je v tomto pripede stav na okraji x = 0,
hYsdéme rieSenie v v tvare prismej vlny

vix,t) = $(x - at)
Aby boli splnené nulové zefistolné bodmionky, mus{ byt
v(x,0) = $(x) =0, x>0

Potom je splnend aj druhd nulovéd zaliatolnd podmienka

v
— (x,0) = -8 4:(:) 0. x>0
at

Z okrajovej podmienky dostaneme

v(0,t) = P(-at) = g(t), t >0

¢ ‘-“’{?"( 4
g

’

Funkcia v mé potom tvar:

x x
vix,t) = H ( - -)g( - —); (x,t)€(0,0) x (0,00)
a

8
kde

0, “ek-‘ 2 &0

i
H()\

| P ) N o

Z rie3enia vidno, %Ze do bodu x>0 pride vzruch g pri nulovych zaliatol-
nych podmienkach v &sge t = aE 5

Aj rieSenie zsfiatoZnej dlohy s nenulovou pravou stranou

L T
— -8 — = f(x,t), x€(-0,m), t>0 (3.19)
32 ax?
ov
v(x,0) = — (x,0) = 0 (3.20)
ot

m8%eme vyjedrit v integrélnom tvere odvodenom nepr. v ([1], §3.3):

t x+a(t-7)
f(y,t)dy at (3.21)

1
vix,t) = —
2a
0 x-a(t=?)

Ak funkcia f je spojite diferencovatelnd, moZno se presved&it priamym de-
rivovenim & dosadenim, %e funkcia v vyjadrend vzorcom (3.21) Jje naozaj
(klasickym) rieSenim zaliato&nej udlohy (3.19), (3.20).

RieSenie dlohy

2 2
2
i_u - a2 —2 = £(x,t); x€(-m,m), t>0 (3.22)
at? x? 5
du
u(x,0) = u (x), — (x,0) =u,(x), x€(-0,00) (3.23)
9. at

mé potom tvar




st o 5 N —

t x+a(t-T)
, (3.24)
+ —_ £(y,ay at
2a
x-a(t-T)

Plet{ nesledujice vets o existencii & jednoznalnosti rieSenia zeliatoZnej
dlohy (3.22), (3.23) dokézend napr. v ([22], § 13.4).

Vets 3.2. Nech uoecz(R), u,ec'(n), feC‘(Rx(O,co)).Potom funkcia

u : Rx{U,mw) —R urenéd vzorcom (3.24) je jedinym rieSenim zaZiatoZnej
dlohy (3.22), (3.23).

3.4 S3irenie vin v rovine & v priestore

AJ v rovinnom & priestorovom pripade moZno rieSenie zafiatolnej Ulohy pre
vlnovui rovnicu vyjadrit v integrdlnom tvere. Zavedieme si najprv oznadlenia
kruhov v rovine a gul a sfér v priestore:

K(x,q) ={y€R2 : |x -y|<9}; x ER®

{yeR3 :Ix-y|<9];

3(x,q)

S(x,@) iyeRJ:lx-yl=9}; xeRJ, Q>0

Plat{ naesledujice veta o existencii, jednoznalnosti a tvere rie3enis zalia-
to%nej tdlohy

32
- 2
— - 8°Au = f(x,t) ; (x,t)ER® x (0,0) {385
a2
du
ulx,0) = u_ (x), ;{ (x,0) = u,(x), x € R® (3.26)

dokézend v ([22], § 13.4).

Veta 3.3. ilech uogc'}(k“’), ulecz(u‘“), £€C°(R® x {U,m ). Poton existu-

Je jediné (klesické) riesenic ..éin'olnej dlohy (3.25), (>.ud), ktoré mdle
byt vyjedrené

B——

( u, (y)
* dy + $3.27)

K(x,‘at) hat)Z' lx-y|2

N et )]

2 2 2
0 \K(x,a(t-7)) vg el A

a Kirchhoffovou3” formulou, ek m = 3:

1 9 /1 1
ulx,t) = p [-a— - # uo(s)ds + - ﬁ u‘(s)ds +
£\ % t
4a S(x,at)

S(x,at)
- (y,t . 15$L¥%> (3.28)
- —ad
- yi
G(x,at) o 4

V3imnime si sprévanie vlnovej funkcie u v pripade, Ze chybajui vonkaj3ie

zdroje vlnenis, t.j. f(x,t) =0 » ze¥istofné funkcie u , u, su rézne od
nuly len v ohrasnidenej oblasti DC R3. UvaZujme bod x€ R3, x¢3, t.j. bod
x mé kledn§ vzdislenost od oblasti D. PretoZe hodnota u(x,t) z4vis{i len
od hodndt funkeif wu_, u, ne sfére S(x,st) o strede x & polomere at,
bude pre dosteto¥ne maly & dosteto&ne velky &as t u(x,t) = O. Konkrétne,

d, d2
w(x,t) =0,.0 aleQig it < =y algbaait >
: a . @

kde d‘ je najmen3ia a d2 najvad3ia vzdislenost bodu x od bodov v ob-

lasti 0¥ % iy 8 infexe= yly d2= sup [x - y|. V Case t, =-94 prejde
yeD yeb

d
bodom x predny & v Cese t, = -83 zadny front vlny pochédzajicej z oblas-

ti vzruchov D (obr. 21).

31) KTRCHIOFF Justev Robert (1824-1887), nemecky fyzik & mechsnik. E3te eko
5tudent odvodil svoje dve zékony o elektrickej sieti. Prdce v mechanike
ad venovhné teorii deformécie, pohybu a rovnovéhy pru?nych telies. Odvo-
dil formulu na rieSenie vlnovej rovnice.
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_—~"S(raty)

o

Obr. 21
Predny @& zadny front vlny

Tento fakt moZno vysvetlit 8 HuyghenaovmeZ) principom, podla ktorého sa
vliny 8irie vo v3etkych smeroch rychlostou a.

Uva*ujme edte rovinné vlnenie opht ze predpokladu f(x,t) =0 a uo(x) E
= u,(x) =0, ok x¢D, kde DCR2 je ohreniend oblast. Ak bod de2

méd vzdielenost d = inf [x-y|>O0 od oblesti D, potom predny front vlny
YED

d
pride ne miesto x v Zese hp 8= , Zadny front v3ak v tomto pripade ne-
a

existuje, pretoZe vo vzorci (4.27) vystupujd len integrdly cez kruh K(x,st).

Tento jeav mo?no vysvetlit tym, 2%e dend dvojrizmernd dloha je v skutoZnosti
trojrozmernou, prifom zeZisto&né funkcie nezAvisie od premenne) xy 8 sd
nenulové v nekoneZnom velci, ktorého rezom v rovine Xy = 0 je oblsst D.

32) .
HUYGHENS Christian (1629-1635), holendsky fyzik, matemstik & estronom.

Ne jviec se zaobersl problémemi mecheniky m optiky. PredloZil podrobnd
teoriu fyzikédlneho kyvadla., Je eutorom prvej vlnovej tecorie asvetla 8

vBeobecného 3{renie vzruchov. V mestemstike es zsoberal teoriou kriviek,

nepissl jednu z prvjych préc teorie pravdepodobnosti.

-'7,-

3.5 Ulohy

—

1.

-

Rielte ga&iltoén‘ dlohy pre vlnovd rovnicu:

?*u _ . 8% 3u
) —— - 4 — = xt, u(x,0) = 12, — (x,0) = x
a2 ax? ot
9%u 9% du
b) —— « —— = gin x, u(x,0) = sin x, — (x,0) = 0
9t  ax? at
M du
c) —— = 8" = =z ginwx, u(x,0) = — (x,0) =0
3%u 2 8%u du
d) =—— -8 — = ginwt, u(x,0) = — (x,0) =0
at? ax? ot
Neohreani&end struna je rozkmitend ze&ieto&nou vychylkou tveru

0, Ix|>e>0

%

\h[1 (2)2] e

pri nulovej zaliatoZnej rychlosti.

uo(x) =

Néjdite funkcie vyjedrujice tver struny v Zase t>0 =& funkcie vyjedru-
jdce pohyb bodu xER.

Neohreniend struna s nulovou ze&iato&nou polohou je rozkmitenéd pomocou
ze¥iatolnej rychlosti v = const. ne intervale {-c,c). Mimo tohto in-

tervalu je zalistofnéd rychlost nulové. Néjdite funkcie vyjadrujdice pohyb
bodu x€R atruny & nakreslite tvery struny v &asoch te = %% sl g B0 19

2 4, 6.

V ze¥iato&nom &ase to = 0 dostane neohreniend struna v bode X, kol-

mym dderom impulz I. Ndjdite tver struny v %egse t>0 za predpokladu
nulovej zaZiato¥nej vychylky a nulovej ze¥istolnej rychlosti v bodoch

x ¥ X,

Ndvod: Rie3te najprv dlohu

azu a2u5

0. (%01 = 0
2 48




PRI I R——
v it A G A 3

NS

e e

kde o Jje a{%kové hustota struny. Riedenie pAvodnej Ulohy md tv;r

u(x,t) = 1lim us(x.t). x€R, t>0
§ »0

PoloohraniZend struns upevnend ne konci x = O je rozkmitand zaliatol-
nou vychylkou tvaru

g USx %9
h
- (x=0), .0cx £ 20
c
u,(x) .<h
;(Zc-x), 2c<x £ 3¢

0, x<¢je<w

pri nulovej zaliatofnej rychlosti.
{2k-1)c

Nekreslite profily struny v &asoch t, » o, n = s k= 1.2 804

Poloohranilenéd struna s pevnym koncom x = O sa rozkmitéd pomocou kolmé-
ho Yderu dévajice strune v sase t = O impulz I v bode X,. Né jdite
tvar struny v %sse t >0, sk za¥iatodnéd vychylka je nulovd @& nulovéd je
aj zaliatoZnd rfchlost v bodoch x # X,

Nédvod: Rie3te nsjprv dlohu
2

u 9“u

e

at? Ix?

R4 @y 2! g 50, - 2R DiD

.06(0,‘) - 06(1.0) =0

0, o<x<x°

306 /

— (x,0) & = ;" ko <xex, + 8

at \"
0, x,*8<x<m, ¢>0, 620

FieSenie pdvodnej dlohy mi tvar ulx,t) = lim uglx, t).
§ =0

roa,-mu‘muomu@nféummw vyjedren{ W”nldln‘l;; riedenia
zetiatodno-okrajovej dlohy v tvare !gk'hmn ‘radu podls ortogondlneho
eystému vlastnych funkcif{ eliptického operdtora L.

4.1 Perabolickd rovnica

du

;{+ las. fixit); =6 CR®, t>0 (4.1)

u(x,0) = u (x), xeQ (4.2) :
du :

K (8) — (s,t) + A(s)uls,t) = 0; 8€d2 , t>0 (4.3) :

g |
Prelpokledajme, %e existuje rieSenie u Jlohy (4.1), (4.2), (4.3).
Pri pevnom t>0 je funkecia wu(.,t) :$L —» R funkciou z priest;:ru 1.2(0)
A méZeme ju vyjadrit eko siet Fourierovho redu podla dplného ortogonélne-

ho systému vliestnych funkcif{ eliptického operdtora L s okrajovou podmien-
xon%(4,3):

10
u(x, t) =Z ck(t)wk(x) SR ERL RO (4.4)
k=1
Lw, = }kwk e, ) R T e (4.5)
3"k
K(g) — (s,t) + ﬂ(e)wk(s,t) =0 ;: e€O0Ny 8£>0 (4.6)
n
A

Predpokladajme, %e funkcionélny red (4.4) mS%eme derivovat &len po &lene &
dosad{me ho do rovnice (4.1) so za¥iato&nou podmienkou (4.2). Dostaneme

vztahy

o0
D epltin () + e () (Lw ) (x) =
k=1

® O
=D [egtt) + Ao ()] wx) =) £ (twlx)
k=1 k=1

(4.7)




o Sty N
Zekwh‘ x.
k=1

kde £ (t), 152,000y 0t !:urhron koeficienty funkeif f(.,t),
u, €L,(Q) vehlsdom ne eystém {'k}knl !

-2
£ () = flw fuo(x)wk(x)dx (4.9)
2
wd
H ° "'k" ruo(x)wk(x)dx (4.10)
Q
3 . ; (4.11)
l"k" = 'k (x)dx' k = '.2.0-. .
73

Porovnenim l'svych & prevych strén rovnosti (4.7), (4.8) dostaneme zaliatoi-
né dlohy pre Fourierove koeficienty - funkcie ¢, : (0,0‘_:) —» R:

ck'(t) + xk e (t) = £,(t), t>0 (4.12)
e(0) = £4i k=1, 2, ... (4.13)

RieBSenie dlohy (4.12), (4.13) mé tver

Sl F U £,(0)aT, t>0 (4.14)

0

t
2kt f .-lk(t-'t‘)

s porovnenim s (4.4) dostesneme nesledujice vyjedrenie rieSenia u dlohy
(3:7), (4.2), “(N. N

t
) i
u(x,t) = E [fk + f e)‘kt'fk(‘t’)d‘t']o . wk(x) (4.15)
k=1 o
V pripade f(x,t) = « m37 .e odvodit riedenie v tvare

® o
“(‘-")'er C T a WYY "%t >0
k=1

8j metodou separédcie premenngch, pritow :* “iwwe separdciou priestorcyvich
premennfch x od %ssovej premennei t, t., preibeinym vyjadrenfom

wlx, b)) = Zsi¥ L)

ne elip-

L

Yo s

?S-"r»“-‘ ; i
Prikled 4.1, UveZujme ifoh&fﬁﬁﬁ% @ v ty¥i jednotkovej df%ky pri
denej ze¥iatodnej teplote, nulovej teplote na koncoch tyte & bez vnitor-
nych zdrojov tepla. Teda rielime zediatono-okrajovd dlohu

du 2 3%u

—-8°—=0, 0 53

e 2 <x<t, >0 (4.16)
u(x,0) = uo(x), O<¢x«l (4.17)
S0} = ull,¢8) = 0, t3»0 (4.18)

prifom predpokledéme, Ze mo(-‘.c1 $0. 15 u,(0) = u,(1) = o,
Podls (4.15) mé riedenie tver

00 .12
-(k9a)<t
ulx, t) = E £ ® ein kTrx; xe(0,1), t>0 (4.19)
k=1 ]
kde
1

Y2 ( u,(x)sin kTx dx; k=1, 2, ... (4.20)
0
8d Fourierove koeficienty funkcie u, podla dplného ortogondlneho v pries-

o
tore LZ(O,I) aystému {oin ka}ks‘ vlastnych funkcii operétora L;

2

Lv = -a ;—} i v(0) =v(1) = 0; Kktoré zodpovedaji vlastnym hodnotém
x

S (it . ORI B L

UkéZeme, %e funkciondlny rad vo vztehu (4.19) rovnomerne konverguje ne mno-
%ine {0,1) x {0,m) ku (klssickému) riedeniu za¥iatoZno-okrajovej ulohy
(4.16), (4.17), (4.18).

Koeficienty J’k md%u byt vyjedrené po integrécii per partes aj v tvare

1

( u(;(x) cos kTx dx;. . k.=2.1,2, ... (4.21)
0

2
b KT

Potom plet{ odhed

1
| & & + /5,2, i k=1,2, .., (4.22)

k22




