T
" %y o

0
yibns .
si Fourierove koeficienty funkcie ; u, €C {0,1) podle ortogondlneho systé-

su {cos k‘l’x}:' ;

NekoneZny (¥iselny) red

) 1 2)
E i ,4
k
= <k2 7"2
- 2
je majorentny konvergentny red k redu (4.19), pretoZe rad E "k konver-
=

guje podls teorie Fourierovych redov ([8]). Potom red (4.19) rovnomerne
konverguje na mnoZine ¢0,1) x {0,®) Kk funkcii u€C(<0,1) x{0,™)) a
priemym dossdenim vidime, Ze je splnend aj zelfiato¥nd podmienka (4.17) a
okrejové podmienky (4.18).

Na to, sby funkcia u bolas aj rieSenim rovnice (4.16), musime ukézat, Ze
roed (4.19) mA%eme dvekrdt derivovat podls x a raz podla t na mnoZine
(0,0 x (0,m).

Derivovenim podls premennfch t, x @ dvojnédsobnym derivovanim podls x do-
steneme z radu (4.19) postupne rady

- -(kﬁ'o)zt
-12l2 Z K2 £ ® ein kTx (4.23)
k=1
& -(kTa)?t
er Fe® cos kTx (4.24)
k=1
2 2 -(kT8)?t
-T Z K £ ® sin kT x (4.25)
k=1

- ‘(krﬁ)zto
Nech t >0. Potom 1lim k% =0 @& existuje M>0 také, Ze red

ko
s o )
k=1 \ k?
je mejsrantnym konvergentnym radom k radu (4.23) ne mno%ine {(0,1) x (‘o-‘”)
n teds red (4.23) na tej mnoZine rovnomerne konverguje. Rovnakym sp8sobol

— (x,t), =— -
at Xy, t), 3% (‘;”ﬁ iy i
Elen radu (4.19) je riedenim rovnice (4.16), je 8j jeho silet - funkcis u

riedenim rovnice (4.16) a teds aj zeliatono-okre jovej dlohy (4.16), (4.17)
(4.18).

24 PretoZe kezdy

’

Poznédmka 4,1, Ak L = -8 A , potom vleatné hodnoty operdtors L majy

2
tvar 'Ak =0T, k=1,2, ..., kde A 84 vlestné hodnoty operétora -A
priZom vliastné funkcie W, 84 tie isté sko u operdtora - A .

4.2 Hyperbolické rovnice

Nech je deané ze¥istoZno-okrsjovd yloha

8%u

e & TAF ' SOUENE T R TR, 820 (4.26)

at?
du

u(x,0) = uo(x), a—- (x,0) = u(x), xeQ (4.27)
t

du
ox(s) Sn— (s,t) ¢+ Ala)ula;t) =0p+8€d30,7/t 20 (4.28)

A

Op&t vyjadrime riedenie v tvare Fourierovho radu p»sdls vlastnych funkeif
pntriacich k operdtoru L a okrajovej podmienke (4.28):

®
u(x,t)-ch(t)wk(x); xe . 20 (4.29)
k=1

Dosadenim do rovnice (4.26) a vyuZXitim zeZiato&nych ~odmienok (4.27) dosta-
neme zslisto&né .ilohy pre Fouriernve koeficienty ckkt), Ao T B SR

ey (t) + AL c () = £ (L), t>0 (4.30)
e (0) = f, el0)=§, k=1,2 .. (4.31)

kde f,(t), &, Sk sd Fourierove koeficienty funkcif f(.,t), u , u,

®
podla systému {"k}ksl dané vztahmi (4.9), (4.10) a

-
Sk = “"k“ ru‘(x)wk(x) T W T (4.32)
2




gy

P

oo

e (t) = n'rfg + r‘: sin m‘ &

t 54,335‘
s .7%: 0( ein |2 (¢ - )f () aT
a teda
> [ coe en
u(x,t) = cos t + sin xt
;[rk k ﬁ
(4.34)

t

: j ein | A (t =TI (T) d't] w, (x)

P

Rad (4.34) reprezentuje vo v3eobecnosti slabé riedenie u}om (4.26), (4.27),
(4.28). Klesické riedenie podobne sko v psrsbolickom pripade existuje za
predpokledu dostetoZnej hladkosti dét dlohy.

Ak prevé strens f(x,t) =0 ne Qx (0,), tek postupujeme separéiciou pre-
menngch, ked riedenie u vyjsdrime nejprv v tvare

ulx.t) =" X2)2E); "2, " t>0

4.3 Schr8dingerove rovnica

Za¥istono-okrajové dloha pre Schrddingerovu rovnicu mé tvar

du h2
ijh = + = A u - Vix)u(x,t) =0; x€2, t>0 (4.35)
ot 2||°
‘u(x,0) = u (x), xeQ - (4.36)
du
o< (8) o (e,t) + fAs)ul(s,t) =0; 8€d, t>0 (4.37)

RieSenie u vyjsdrime v tvare Fourierovho radu

@
alx,t) = o (w(x); xe@, t>0 (4.38)
k=1

kde {-Jh‘ ad vlastné funkcie zndpovedsjice vlsstnym hodnotém {‘Ak}kﬂ

nperdtors L tveru

in e;m ~ Ay 2004 01 49D ' (4.40)

6 (0) = o (4.41)
kde
-2
K" ""k" fuo(x)wk(x)dx; ERFE . (4.42)
£72

Rie3enie dlohy (4.40), (4.41) mé potom tvar

) - Akt
u(x,t) =Z & ® w(x); xeQ, t>0 (4.43)
k=1 ;

= o

Priklad 4.2. UveXujme ze¥iato¥no-okrsjovi dlohu pre Schr8dingerovu rovnicu

v guli polomeru 0 :

du : h2
ih = = - = AJu + V(fxPulx,t); |xf<e, t>0 (4.44)
ot 2m
u(x,0) = u (x), Ix| = fo F O (4.45)
ule;t) =Q: |a] = [ t >0 (4.46)

Pou%ijeme separéciu premennych x, t. Vyjadrime funkciu u najprv v tvsre
u(x,t) = X(x)T(x)

Dosadenim do rovnice (4.44) e seperdciou dostaneme rovnosti

h? :
- 2—— A X + V(ix)X(x)
ih T (t) m,
= = A
(L) X(x)
a teda

Bh T°(t) = AT(t) =0 (4.47)

B2
« = AX*+ (Vr) -A)X(r,¢@,d) =0 (4.48)

2m

(o]




ked sme poulili sférické sirednice r, 9, V.
Ulohu (4.18), (4.49) ne vlestné hodnoty & vlastné funkcie rielime

separéciou premenngch. Vyjedrime ngjprv rovnicu (4.48) v sférickych sirad-

niciach:

2 1 ax
- [J—E—(rza—x)*————-—(oini" —E_)* ]4-
2m, r? ar or/ 124502 o rlsind ay’*’

+ Vir) Xr, B = Ax(r,¢@,F)
HIsdené vlestné funkcie vyjedrime v tvare

X(r, ¢, %) = ROXP,P)
Daliou separéciou dosteneme rovnice:

2m ;
s " kg BT —2- r? [vu-) -A]R(r) + AR(r) = 0 (4.50)
h

g 3 aY ' .. @%r
— (gind — ) + ——-+¢II-!(9’, ) =0 (4.51)

2,} a3t at euu’- ‘P

8in

’ Vieme z Zssti II.3.4, %e rieSenim dlohy (4.51) si vlastné hodnoty

il A

dp, =nln+1); n=0,1, ...

BT e

b oo RIS o

k
8 im zodpoveds jice sférické vlastné funkcie {!n}n definované vztahmi
k=-n
!kn (cp,‘l}) = cos kqu:(coe‘l’—); R Qs), i oD

,Y;k ((p.19-) = gin ks&P:(cos‘!’d; Ew b ..

Dosadenim do rovnice (4.50) dostaneme dlohu

2m
. * N 2)
r"R"+ 2r R" + —;r(l-V(r))-n(n#l) R(r) = 0 (4.5
h

Polo¥me Jslej kv8li jednoduchosti V(r) = V = const. Ulohs (4.52), (4.53)
prejde substitdciou

1
g
3
o

—
e S AR

ktorej rieSenf{m si vlastné hodnoty

2 1
h (n*!)
anj = __.z.(u.j + Vv
2m°g

8 zodpoveds jice vlastné funkcie

y (neg),
th(r) =J \ (M, -3

n+>

2

<
vo |

h g
(n*z)

kde M.

5 Jje Jj-ty korerl Besselovej funkcie J

+_1_; Jmal 2. i
g

Vyeledné riedenie udlohy (4.44), (4.45), (4.46) md potom nasledujice vyjad-
renie v tvare ortogondlneho radu:

u(x‘,xz,x3,t) = u(r, ¢, ¥,t) =

& g 250 %’n,j" 1 (n+3)
,%;;‘hﬁ. EJM%((% E) Y, (¢,
kde
(2n+1)(n=-(k1)!
k'n.ik EkTQ (n*lkl)i[ % ((n'(nfl/Z)] .

e 2 v ‘u'(_nﬂ/z)
3/2 J k
oy 4
0 0 0

#)eindar a pad-



Néjdite f u kmitenj koncemi, sk vonkaj-

%ia sils £ je nulové s '

a) zeZiato¥né rfchlost je nulové s zelisto¥nd vychylka je psrsbola sy-
metrickd vzhladom ne priamku x ®» 8 prechédzs jice bodmi (0,0),

( 54 Nl bk b

4.4, Olohy

_/9 Néjdite rozdelenie teploty v ty¥i df2ky £, tepelne izolovenej od
; a bez vnitorngfch zdrojov teploty, 8k

ex(f -x)
Lz

8) 2alistoZné teplote je u (x) = , x€(0,£) a konce ty¥e sl

j b) ze¥imtoZné vfchylke je nulovd a zeZietoZné rgchlost je
udriovené na nulovej teplote.

b) Zaliato¥né teplota je u (x) = Ax, xe(0,0) @ konce ty¥e si tepel-. 0, O¢x<x, - §

ne izolované. i ﬂ'x'xo
¢) Za¥iatoZnéd teplota je uo(x) = Ax, x€(0,4); koniec x = 0 je udr- a_t. (x,0) = v, cos ; 5 ) Xg = 0 S X X, *+ &

foveny ne nulovej teplote a na konci x ={ prebieha vymena tepla
0, x, + §4x< ,L

du
s prostredim, t.j. — ({£,t) +hu(f,t) =0, t>0, h>0.

ox 5.}Néjdite funkciu kmitania struny dfzky L na koncoch upevnenej, ak zalia-
4) ZeXistoXné teplote & teplote na konci x = 0 je nulovd e na .konci to&né vychylka u(x,0) = uox(L-x), O<x<£; zafiato¥nd rychlost je nu-
x = . sa teplote men{i podla vztahu “(Lvt) = At. lovéd & ne strunu p8sobi vonkaj3ia sila dl%kovej hustoty f(x,t) =

Névod: Vyjedrite rie3enie pdvodnej dlohy v tvare = A einwt. Vy3etrite pripad rezonancie.

A P 6./Né,jdit.e kmity Stvorcovej membrdny so strenou di%ky b, ktorej protilahlé
u(x,t) = = xt + (x2 - Lz) + vix,t) o<x<[, t>0 strany x =0, x =b s8d upevnené a druhé dve si volné, prilom zaliatol-
' Gazl néd vfchylka je u(x,y0) = ex(b-x), zalisto&nd rychlost je nulovéd & von-
ke j3ia sile je kon3tantnd.

a8 rie3te Ulohu

k. 3v 2 32y 2 2 7. Ndjdite kmity kruhovej membrény s polomerom e upevnenej na okreji a

2 a—t - _; =0, v(0,t) =v(f,t) =0, v(x0) = e (L° =l kmitajicej v prostredf, ktoré kladie jej pohybu odpor priemo umerny ope&-
9x 6a< L nej rychlosti, pri&om ze¥istolné vgchylke je u(x,yp) = A(g - r) a za-

% Eistol lost e vonkajdia sila sy nulové.

¢ 2. Néjdite teplotu tyZe dlZky L tepelne izolovenej od okolia, ak v ty¥i ed SETREE. YIERLuN VORRRURIR &7 N

' ~" spojite rozloZené tepelné zdroje s hustotou f(x,t), za¥iatoZné teplota Ndvod: RieXte zefiatoZno-okrasjovi udlohu pre rovnicu

Je uo(x), x€(0,4); e teplote na koncoch je udrfovanéd na nule, prilom

3%u du 2<32u lau)
—t ) - -8 — 4 = =] h>0.

z - okt p" ex(4 - x)

¥ 8) INx.%) 5 8in —l— 2 uo(x) e at? gt et . ¥ ar
b N

! b) f(x,t) = A, uo(x) = gin —[

3. Néjdite rozdelenie teploty vnitri tepelne izoloveného nekone&ného kruho-
vého vales polomeru 0, 8k nemé vnitornd zdroje tepla a

2
n) zaZiato*nd teplotas je rovnd u(r)= 1 - (g-) y 0<r<gQ; s teplote

pléd3ts je nulové,
r

b) zaXiatnZnéd teplota je uo(r) = A=, o<p¢9; a plast je udrzoveny

VO

na konitentnej teplote A.
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