a s okrajovymi podmienkami (8.3) ;8. 4) & funkcia wix,t) Je riesgenim
ulohy:

w (x,t)
¢ }sczw ik t) *T0A, L1 ; U UR e (6.16)
xx

v (x.%)
tt

s homogénnymi zac¢iatoényml podmlenkaml
w(x,0) = 0

} v e R Sa (6.17)
wix,0) = 0 , wt(x,O) =0

a s okrajovymi podmienkami (6.3) a (6.4) . Obe ulohy uz vieme riesit.

Pomocou vlastnych hodnoét a vlastnych funkeli, ktoré sme dostali ako
riedenie Helmholtzove) rovnice v casti 4.6, budeme riesit nasledujucu
nehomogénnu elipticka OU:

By = fix.¥y) ., 0 ¢ B8 0 LY LD (6.18)

s okrajovyml podmienkami

alx.0) = ulx.,b) =0 , 0« X C A (6.19)
uto.y) = ul(a,y) =0 , 0 < ¥y < b (6.20)
Rovnica (6.18) sa nazyva Polssonova rovnica a Je) fyzikalna interpretacia Je

napr. priehyb obdlZnikove] membrany, ktora je upevnena na vsetkych okrajoch a

na ktoru pdsobi kolmo vonkajsia sila f(x,y). Riesenim ulohy:

Ad ¥ 0 =000 ¢x ¢ ;70 C Y ¢ b

utx.0) =ty by =0 ; 0 <X <8
a0, y) s atfasy) =01 510 ¢y ¢ b
sme dostali vlastné hodnoty
2 k . n .
an=1l[[5]+[B]].k=l,2,...,n=ltz,
a vlastné funkcie
S knx nny 2 <
ukn(x,y) - cknsln —_— sin . o TS e S g el e
Rie&enie ulohy (6.18) - (6.20) budeme hladat v tvare
e Q knx nny
u(x,y) = z Zaknsin o sin -
k=in=1
Funkciu rix.y) rozvinieme do dvojitého Fourierovho radu podla vlastnych
funkcii u
kn
¢ @ knx
f( , = g nmn
X.¥) z kansin v sin =
k=1 n=1
kde
£ it aJ'bf(x ) sin XnX nny
L ab 5 Y = sin 5 dxdy
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Po dosaden{ oboch vztahov do rovnice (6.18) a porovnani koeficlentov pri
mame : >

o fkn o Sl §OEE

odkial

a riesenie Ulohy dostavame v tvare dvojitého radu

acb knx nn
© ® %, - L PR A
u(x,y) - 4ab soso y)sin a ain b dxdy sih knx s nn
n? xS (k*b? + n%a?) - e
CVICENIA 4.6
1. Homogénna struna s dlzkou a votknutd na koncoch x =0 , X = a kmita
posobenim vonkajsej harmonickej sily dlzkovej hustoty F(x,t) = pf(t) sin wt.

Najdite riesenie rovnice kmitania struny ak uvazujeme lubovolné zac¢iatoéné
podmienky. Uvazujte moznost rezonancie a najdite riedenie ulohy v tomto
pripade. Formulédclia ulohy:

u = c?u + 0%y sln ot , O <X C 8B
tt XX

5 1 (0 55 )

ula . t) =0 % 3 0

u(x,0)

oix) ., ut(x.O) = ®1(x) - O se T

Rieste zad¢iatoéno-okrajové ulohy:

&. U = czu + b ginhlt ix .. OsC 3dras, Lt 2 O
\ 4 xX
ul0,t) = utait) =20 .t > O
u(x,0) = ut(x.O) = 070 < % Sa
5 fea U = czu +hx(x:= a) 20-£xi< B8, OG0
tt XX
u(o,t) = u(a,t) = 0 ; t 2 0
u(x,0) = u‘(x.O) =0 , 0SS &
4. 1 = u + x(x —a)t2 (0 A T G- e R L),

(0. t) = ula ) =05 152 0

u(x,0) = ut(x,O) © o S 0 B e

oIX

B. - = e + Au[
t XX

=1 }cos ot 0aGx Ca s Lol

u(o,t) = u(a,t) (0 R i B0

u(x,0) =0, 0 s x s a
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8. U &y Exfg =W, oL, Ty

t XX

u(o,t) = ula,t) = Q ;' ¢ > O

uix,0) = 0 , 0O s X '8

Rieste okrajoveé ulohy:

7. Qo eyl = y)slnax S Y LR 0Ny <

u(x,0) = u(x,1) = u(0,y) = u(n,y) =0
¢ 3 n
8. A ='gin -89l , U ¢ 3 Q¢ yov-a
g (x.0) - u iy 1) = O
y y
u(0,y) = u(3,y) =0
<
. Su=< D4 €1 0y
u(x,0) = ui(x,1) =0
u(0,y) = u(1,y) =0
10. Au = x° - y2 sl CanDdYy ¢ 8
u (x,0) =u(x,a) =0
y y
u (0,y) =

u (a,y) =0
o~

VYSLEDKY CVICENI 4.6

o
I. WX . t) = z (acos wt + bsinwt) sin LU
oS n n n n a
© f
+ z el A Sk B L = w #in ot) sin 2L . kde
2 n n a
n=1 W (W - W)
n n
a = gJld)(x) sin DEX 4x b = —3—jao (x) sin BEX gx
n a. . a i nnc e a
a
T %j f(x) sin 22X g4x B v St
n o a n a

Rezonancia nastava v tom pripade, ak frekvencia w vonkajsej budiacej sily
je rovna jednej z vlastnych frekvenci{

cn‘n
W =W -
nl a
V tom pripade dostaneme riesenie
f
n n nx (o] ninx
uix,t) = {gin ¢ ¢t ~ tw L) BN + z {(acos wt '+ bsiny t) sin —=
2("2 n, n a n n n n a
n=1]
i
o ,
n
+ z = (w s1n W t - 0 sin wt) sin 22X kde
ne=1 wn(w - W) £ s a
n
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10.

znamena, 2ze zo sumy vyluéime ¢len n = n

uix,;t)

ulx,t)

ulx .t

ulx; )

ulx,t)

UK, V)

u(x,y)

u(x,y)

u(x,y)

_ 2ba’sinh a

e

1

1 nnct
- W 5 i - cos —E——]sln E§§
nc ne1 N(N“n® + a“)

(1)

nen ¢*(2n + 1)° =

(2n + 1)nx {(2n + 1)nx
8a4t2 o sin it 1686 o sin -

(2n + 1)° Nk (In ¥ 137

. & Gin (2n + 1)nx gy (2n + 1)nt
16a a a

(2n + 1)’

2
~(nTtc/a) "t 2 2
nfic/a) t _ (nnc)®cos wt - wa’sin wt

2 2 Z
n=1 nl(nnec)® + a“w”)

- 2Aw € (nne)le

2

© -((2n+1)7C/a) ¢t
+ t(2n + =8 2n +

< C4HT z e (2 1) Sin —————lx

0 (2n + 1)° o

[}
D s
2

S sin nny]sin X +
o (2n + 1)otnseT &)

1 S 1
+ — = sin nny|sin 3x
n* la%o (2n'+ 1)3(n%n? + 9)
At L Sl ;
= Fy sin x 36 sin 3x
ey i i (-1)"sin (2k + 1)nx sin nny
a® LonSs (2k + 1)%n [(2k + 1) + n?]
4 ® K 400, n
i 4[ a ] z B P X 4[ % } ( 11 - ngx
i k=1 k4 x5 n=1 N
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sin

[1 S N (2n + l)cnt] S0 (2n +a1)ux

nnx
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