Okrajové ulohy pre eliptické rovnice:

(1) Rieste okrajové ulohy
M=384+24=00<x<a 0<y<b,

a) u(0,y) = Asin ”by, u(a,y) = u(z,0) = u(x,b) =0

Navod: Dosadte do rovnice funkciu u(z,y) = X (x)sin 5 ktora splia
okrajové podmienky pre y = 0, y = b a rieSte vhodna okrajovi ilohu
pre obycajna dif. rovnicu 2. radu s neznamou funkciou X (z). Pouzite
hyperbolické funkcie.

b) u(0,y) = u(a,y) =0, u(x,0) = Bsin ¥, u(x,b) =0

c) u(0,y) = Asin 3¢, u(a,y) =0, u(z,0) = Bsin 7F, u(x,b) =0

Navod:Scitajte rieSenia a), b).

(2) Fourierovou metodou rieste okrajové tlohy
Au =0, O<x<1 0<y<l,
a) u(0,y) = 9%(1,y) = u(z,0) =0, u(xl)—a:
b) u(0, )— “(Ly) = u(2,0) =0, F(z,1) =
c) gl )*dy( 1) =u(l,y) =0, U(Oy)—y
d) u(z,0) = u(z,1) =0, u(0,y) = sinny, 37(173/) =1.
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(3) Fourierovou metodou rieste okrajové tlohy
Au =0, 0<:c<2 O0<y<m,
a) (930) Gu(a,m) = u(0,y) =0, u(2,y) =y
b) 5 ay u(z,0) —U(x ™) = u(0,y) =0, GH(2,y) =y
) 24(0,y) = 24(2,y) = u(z,7) = 0, u(z,0) =sinx
Navod Pri 1ntegrovan1 pouZite vzorec sin « cos § = (sm atB | sin
d) u(0,y) = u(2,y) =0, u(x,0) = u(z,7) = 22 72:r

7).

(4) Rieste okrajové ulohy pomocou polarnych siuradnic
Au=0, r> =22+ 9% < 4.
a) u(2,¢) =1
Navod: Rieste okrajovi ulohu (ru/(r)) =0, 0 <r <2,
lu(r)| < oo, u(2) = 1.
bu(2,¢) = ¢* — 27
Néavod: Pouzite Fourierovu metédu a integraciu per partes.

c)u(2,¢) = |sing|

(5) Rieste okrajové ulohy
Au=0, 22 +y* <1, y>0.
a) u(x,0) =0, u(z,vV1—22)=1—22
b) u(z,0) =0, Pbu(z,v1—1a?)=1,

kde 77 = " je jednotkovy vektor vonkajsej normaly.



(6) Rieste okrajové ulohy
Au=0, 22+y> <4, >0, y>0.
a) u(z,0) = u(O y) =0, u(z,v4— xQ) ( 2 cos @)
b) u(z,0) = (0 y) =0, u( V4

(7) Rieste okrajove 1’110hy
Au=0,1<2?+y><4, y>0.
a) u(m,O)—O u(z,vV1—22) =1, u(x,v4 —x2)
b) u(z,0) =0, u(z,v1—22)=1, %( V4

(8) Rieste Dirichletove okrajové tlohy
Ay = f(xay)v (x,y) € Qa U‘BQ =0

pre priehyb kruhovej membrany €2 s polomerom a > 0, ak

a) f(z,y) = A(z® +y?)

b) f(z,y) = Azy.

Néavod: Vyjadrite rovnicu v polarnych suradniciach.

Hladajte radidlne symetrické rieSenie (nezavislé na uhlovej premenne;j)
v Priklade a).

Najdite rieSenie w = br? sin 2¢ danej rovnice v Priklade b) a vyjadrite
hl'adané rieSenie v tvare u = v+ w, kde v je rieSenie Dirichletovej okrajovej
ulohy Av =0, v|gg = —U/‘QQ.

(9) Rieste ulohy na vlastné hodnoty a vlastné funkcie
Au(z,y) + du(z,y) =0, 0<z <7, 0<y <2
s okrajovymi podmienkami
a) u(0.9) = u(m, ) = u(z,0) = u(z,2) =0,
b) u(0,y) = u(m,y) = §4(x,0) = Gt (x 2):
c) u(0,y) = §4(m,y) = F4(,0) = ( ,2) =

(10) Rieste okrajové ulohy
—Au= f(,y), (z,y) €Q
pre priehyb §tvorcovej membrany = (0,1) x (0,1) , ak
a) f(z,y) =1, ulao =0,
b) f(z,y) =1, u(0,y) = u(l,y) = §4(z,0) = Gu(z,1) =0,
) flz,y) =2y, uw(0,y) =u(l,y) =u(z,0) = y( 1)=0.
Néavod: Vyjadrite rieSenie v tvare dvojného Fourierovho radu podla

uplneho ortogonalneho systému vlastnych funkcii tlohy Au + Au = 0 s
prislusnymi homogénnymi okrajovymi podmienkami.

(11) Rieste okrajové Glohy —Au= f(z,y), (z,y) € Q
pre priehyb obdlZznikovej membrany 2 = (0,7) x (0,1) , ak
a) f(xay) =7, u|89 =0,
b) f(z,y) =y, u(0,y) = u(m,y) = §4(x,0) = §&(z,1) =0,
¢) f(z,y) = ysinz, u(0,y) = u(r,y) = u(z,0) = §&(z,1) = 0.



