a po uprave prave] strany
E'(t) = et

Aby bola splnena zac¢iato¢nd podmienka E(%) = 0, polozime

t
E(t) = § e°ds = e'- "2

n/2

Vynutena odozva mé& potom tvar

n/z

xr(t) = (e'- e )sin t

a vysledné riesenie zac¢iatoénej ulohy (6.21) Jje

x(t) = xh(t) + xr(t) =2 sin t + (e'- enlz)sin t =

(6.24)
= (2 + e'- enlz)sin Lot € (O, n)

Pozndmka 1.3.

Riesenie x zaciato¢nej ulohy z predchéddzajuceho prikladu méze byt

spojito predlZzené na celu realnu os R, pri¢om zostdava zachované vyjadrenie
(6.24). Samotna funkcia

x:R—R, x(t) = (2 + o'~ e™2)gin t (6.26)

Je riesenim zac¢iatoénej ulohy (6.21) len na intervale (0O,n),

ktory Je
maximéalnym intervalom obsahujucim bod 1t = % a patriacim do definiéného

oboru funkci{ p(t), f(t). Funkcia definovana vztahom (6.26)
za¢iatoénej ulohy s rovnicou v implicitnom tvare

Je riesenim
(sin t)x'- (cos t)x - e'sin’t = 0, x(%) = 2

Postup riesenia za¢liatoénej ulohy pre linearnu nehomogénnu diferencialnu
rovnicu zhrnieme v nasledujucej vete.
Veta 1.6

Nech p:(a,b)—R, f:(a,b)—R su spojité funkcie, t© € (a,b), 5. R a

t

u(t,t) = exp fp(s)ds (6.27)

T
Je prechodovéa funkcia homogénnej za¢iatoéne) ulohy

X’= p(t)x, x(z) = ¢

(6.28)
Existuje jediné riegenie x:(a,b)—R zac¢latoéne) ulohy
X'=p(t)x + f(t) (6.29)
x(t) = ¢ (6.30)
pric¢om plati vzfah
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t
x(t) = E u(t,z) ¢ Jt(s)ul(t,;m)de, t € (a,b) (6.31)
T

DOk az. HFunkela X, definovana vztahom
xh(t) W Eultst), t € (8,b) (6.32)

je riesenim za¢latoénej ulohy (6.28) pre homogénnu rovnicu.

Funkcia xr:(a,b)—aR definovand integralom

t
x (t) = ff(s)u(t,s)ds (6.33)
3 T
splha zac¢iatoénu podmienku
x () = 0O (6.34)
'y
homogeénne rovnice (6.29).
Dalej ukézeme, 2Ze funkcia X, Je riesenim nehomog J
Funkcia X ma tvar
G s t
X (t) = [ ff(s) exp [-§p(o)da] ds] exp Splo)do
g T e ;-
Po derivovani dostaneme vztahy
t s T
xMOt) = [ ff(s) exp [=§plo)dol ds] p(t) exp fp(o)do +
. T T T
t 1

+ f(t) exp [-fplo)do]l exp Splo)do = p(t)xf(t) BErit), t € (a,b)
T T

Teda funkcia x_ Jje riesenim zac¢latoéne] ulohy (6.34), (6.29) a funkcla
r .
o2 T L i < definovana vztahom (6.31) Je riesenim zad¢iato¢énej ulohy (5.29),
h r
(6.30).
Ukézeme este, ze toto riedenie je jediné. Nech funkcia y:(a,b)—R Je

dalgie riegenie ulohy (6.29), (6.30). Potom funkcia z = x - y Jje riesenim

za¢iatoénej ulohy pre homogénnu rovnicu

z' = p(t)z, z(r) = O (6.36)

Uloha (65.36) ma podla vety 1.3. prave Jedno riesenie a tym Je funkcia
zit) = 0 . 't € (a,b). Teda x(1) =Fyit) =0 a x(t) = y(t) pre vsetky

t € (a,b), ¢im jJe dokaz vety skonéeny .

Podobne ako v pripade homogénnych linearnych diferencidalnych rovnic, Je

aj v nehomogénnom pripade délezitda otazka kvalitativneho spravania sa

riegdenia v zavislosti od vlastnosti funkeif{ p ., £ vystupujucich v rovnici.

Veta 1.4 opisuje asymptotiku zad¢iatoénej odozvy V okoli bodu ©

Nasledujuca veta sa zaobera asymptotikou vynutenej odozvy a riesenla

nehomogénnej zaé¢iatoé¢nej ulohy.
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Veta 1.7
Nech p:(a,®)—R, f:(a,0)—R su spojité funkcie a existuju

1im -t & 1lim p(t) < O
t =0 P t =00

Nech x:(a,®)—R Jje riesenie zad¢liatoénej ulohy (6.29), (6.30). Potom

GV
1im x(t) = llmw (636)
t -0 t =00
D & k az. Riegenie x vyjadrime v tvare X = xh + xr. kde
t

x (t) = £ expfp(s)ds
v T

Je zac¢iatoéna odozva a

t s t
x (t) = [If(s) exp[—Ip(a)da]ds]expfp(s)ds. L« (8 o)
T T T

Je vynutena odozva.

Funkcia p splina na zéklade predpokladu 1 3m Tplt) . < 0 podmienku
t =00
p(t) < k < O pre vSetky t 2 b 2 a. Potom podla vety 1.4 je

Timest o t) =0 (6.37)
t -0 g

Funkciu X vyJadrime v tvare zlomku

ARG
Kptla = P05
kde
7 s
g(t) = [If(s) exp[-fp(o)dolds]
X s -

i
h(t) = expl-fp(s)lds.
T

Funkcia h spina vztah Iim h(t) = ®. Pouzitim L'Hépitalovho pravidla

t -0
dostaneme:
1im % (t) = Jam ENEL & hy, EIOEY
t50 O =300 h{t) Rl 8
t
f(t) expl-fp(s)ds] ;

1im { - 18k rit)
t -0 t % TP t

-p(t)expl—{p(s)dsl
Na zéklade vztahu (5.37) je
1im x(t) = 1im x_(t) = 1im —3%3%
t -0 t -0 £ t -0 —p t

a dbkaz vety je skonéeny .
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Poznédmka 1.4

Ak su splnené predpoklady predchadzaj)icej vety, zo vztahu (6.36)
vyplyva, Ze riesenie nehomogénnej rovnice

Xt e pltincd COE) . & € (g, @)

sa pre "dostatoéne velké" hodnoty premennej t sprava ako rilesdenie

staciondrnej ulohy

- p(t)x = f(t)

Uvazujme RL obvod so vstupnym nap&tim u(t) a znamym pruadom 1t v
¢asovom okamihu Tt (obr.10). Na zaklade Kirchhoffovych a Ohmovych zakonov

dostaneme pre napitie v obvode vztah

uR(t) e uL(t) R CE) e RO e i),

i® §

u(t)

Obe. 10
RL-obvod so vstupnym napftim wu(t)

ktory je spolu so zac¢iatoénou podmienkou

1(w) - lt

za¢iatoénou Ulohou pre vypoéet priebehu prudovej funkcie 1(t). Uvedenu ulohu

prepideme v tvare

' 5 ~aiatrte) (5.39)
x(t) = E (6.40)
pric¢om sme polozili
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Budeme
vstupu f(t).

2

k> D (6.41)

a funkciu - polyném x.(t)\ sme na&li ako riedenie nehomogénnej rovnice
Dale) predpokladédme, ze funkcia f Je definovand a spojitd na cele)j redlne) X' = = kx + £(t)

osi R. Riedenie ulohy (6.39), (6.40) ma tvar
: Funkcia X/ Je pechodmym otawom, pretoze

t
x(t) = F B )" Vi t e R (5.42) 1im x (t) = 0
, - . tow
Na zdklade predpokladu (6.41) zac¢iatoéna odozva xh(t) exponencialne klesd k Funkcia
nule, t.Jj. 2
R TR L O
s 0 1 n
lim x (t) = 1im § & . =0 »
t-wo tow zachovava charakter funkcie f(t) a nazyvame ju woldlenym otavom.
Ak lim f(t) = f_, tak podla vety 1.7. plati vztah
tow Priklad 1.20
: iy
lim x(t) = lim x (t) = ;= (6.43) Riegme za¢latoénu ulohu
t-w t-m 5
Vztah (6.43) v pripade RL obvodu mé& tvar o ko473
j u
lim 1(8) = 22 x(0) = 0 (6.48)
t-w

a vyjadrime je) riesenie ako suc¢et prechodného a ustaieného stavu.
¢o znamena, Ze pre V#c¢&ie hodnoty premennej t sa prudova funkcia sprava ako
v stacionarnom R-obvode. Riesenile. Ustdleny stav je polynémom 1. stupna

Tvar rovnice (6.39) s kon&tantnou funkciou p(t) = -k umoznuje v

X (C) = [t S b
pripade specialnych vstupov f(t) najst riedenie rovnice aj bez pouzitia ; : :

integrovania. Koeficienty bo' b‘ najdeme dosadenim polyndému x.(t) do rovnice (65.47).
Dostaneme rovnost
a) Nech
% n n=1 -

ritd aot + alt - R a, ao’ 0 bo + 2(bot + bt) =t 1

Specidlne tzv. paowtibuldine riegenie hladéme opt v tvare polynému stuphna n a porovnanim koeficientov pri rovnakych mocninédch premennej t mame systém
e L linearnych algebrickych rovnic
x.(t) = bot s b‘t A bn (65.44)
2bo = 1

Neznéme koeficienty najdeme dosadenim do diferencidlnej rovnice (6.39)
prepisanej do tvaru bo+ be. -

A e ) axth*"'+ a Riesenim tohto systému je dvojica
n

Vysledné riegenie zadiatodne) u boe i cmpe o8

atocnej ulohy (6.39), (6.40) vyjadrime v tvare o 2 1 4

x(t) = ¢ 7%t 4 botn+ bltm4+..,+ * Ustdleny stav x.(t) mé potom tvar

= (6.46)

griviviy

pricom konétantu c uréime zo zatiatotnej podmienky (5.40). Kazdé funkcia v N Rt
tvare (6.45) je ri

Je riesenim rovnice (6.39), pretoze funkcia Riedenie za¢latoénej ulohy (6.47), (6.48) vyjadrime v tvare
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t ) BT
+§t

Bl

xiti o

Kon&tantu c¢ urc¢ime zo zac¢iatoénej podmienky
3
%(0) = ¢c - 1 0

odkial méme c¢ = % , a teda

L. Y s en
X(t)=ze +2t‘ 4 "

e® t € R je prechodny stav.

| w

Funkcia xo(t) -

b) Predpokladajme, 2Ze funkcia f ma tvar
f(t) = a cos wt + b sin wt, t € R

V tomto pripade hladame ustaleny stav v tvare
x (t) = @ cos wt + B sin wt
s

Nezname koeficienty «, B opét néjdeme dosadenim do diferencialnej rovnice

(6.39). Dostaneme rovnost

(k @ + w B) cos wt + (~w a + Kk B) sin wt = a cos wt + b sin wt

Porovnanim koeficientov pri funkcidch cos wt a sin ot dostaneme systém

algebrickych rovnic pre vypoéet neznamych «, B:
Koot w e
- a+ kp=0>b

Riesenim systému je prave jedna dvojica a, f

ka - wb kb + wa
il Bar §= 2 2
T g k- + 0w

Riedenie zac¢iatoénej ulohy (6.38), (6.40) vyjadrené ako suc¢et prechodnéeho a
ustaleného stavu ma potom tvar

xislea o o
K2+ o
pric¢om konstantu c¢ wuréime na zaklade zac¢iatoéne) podmienky (6.40).

Periodicky vstup

[(ka-wb) cos wt + (kb+wa) sin wt]

f(t) = a cos wt + b sin wt
mbzeme vyjadrit aj v amplitudovom tvare

f(t) = A sin (wt+g)
kde

A = (8.2"’ bz)uz

Je amplithida a ¢éislo ¢ splhajuce vztahy

44

% = sin ¢, % = cos ¢

Je {drzovy nooun. Ustédleny stav

1
K"+ w

x.(t) = [(ka-wb) cos wt + (kb+wa) sin wt]

2
mé amplitudovy tvar

x.(t) = B sin (wt+y)

g2
N - {a2+b
k +w2
ka - wb
(a2+p2) 1’2

kde

1/2

= sin v
(k2+u2)“2
kb + wa

(82+b2)1/2

= cos ¥
(K2+2)1/2

Priklad 1.21
Riesme zac¢iatoéni ulohu

x'= =x + sin 2t

x(0) =1

a vyjadrime riesenie ako suc¢et prechodného a ustédleného stavu.

R1i1ie&enie. Ustadleny stav ma tvar

xs(t) = @ cos 2t + B sin 2t

Jeho dosadenim do rovnice (65.49)

(a + 2B)cos 2t

Porovnanim lavej a pravej strany v posledne]

lineadrnych algebrickych rovnic

ktorého riegenim je dvojica «
funkcia

dostaneme rovnost

+ (=2a + B)sin 2t = sin 2t

a + 28 =0

-2 + B =1

L) e~ Regnagiar i L Sniat, ¢t «R
L ]

5

6

Riesenie zadiatodne) ulohy (6.49), (6.60) hladéme v tvare

x(t) =c e -

[

2 cos 2t + % sini 28, L€ R
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(6.49)

(6.60)

rovnosti prejdeme na systém

= - % . % . Ustdlenym stavom Jje potom




Zo zadiatoénej podmienky (6.60) vyplyva
x(0) = ¢ - 2 =1

, funkcia

0
]
ol

a teda
)
xo(t) =T

Je prechodny stav a riesenie zac¢iatoénej ulohy mé tvar

T -t 2 1
X(t) = E e - g cos 2t + E gin &t. L € R

Pozndmka 1.5

Metéda, ktoru sme pouzili na vyjadrenie riegenia v tvare suc¢tu

prechodného a wustédleného stavu, sa nazyva meildda neunliilych Roeficiendow .

Podrobnejsie sa nou budeme zaoberat v nasledujucej kapitole pri riesgeni

linearnych diferencidlnych rovnic n-tého rédu s konstantnymi koeficientmi.

Niektoré
transformaciou, ktora ich pretransformuje na linedrne diferencidlne rovnice.
Medzi ne patri napr. Seuvnoulliho wwnica, ktord ma tvar

nelinearne diferencidlne rovnice riesime vhodnou

N w.plbiN + Flfix", t e inb): n € R A 40 0w i (6.61)

so zac¢iatoénou podmienkou

X{Y) = ¢, ¥ € {a,b). &> 0O (6.62)

V pripadoch n =0, n = 1 Je rovnica (6.51) lineérna.
Rovnicu (6.61) prepigeme najprv do tvaru

W R e (6.63)

Uvazujme novu neznamu funkciu

y = xl—n

Ak X:(a,B)—R Je diferencovatelna funkcia,
zlozenej funkcie Je aj funkcia
ma tvar

tak podla vety o derivacii
yi(a,B)—R diferencovatelna a Jej derivacia

y' = (1-n)x "x°

Rovnica (6.63) sa potom dosadenim funkei{ y..B

y' transformuje na linearnu
diferencidlnu rovnicu

ik £(t)
el — L (6.64)

so zac¢iatoénou podmienkou

y(z) = g™ {6.66)

Ak funkcia y Je riegenim zaciatoéne}j Ulohy (6.64), (6.65) tak funkcia

46

=
X = yl-n

je riegenim zac¢latoéne) ulohy (6.60), (6.51).

Priklad 1.22

Riesme zac¢liatoénu ulohu

Riesenile. Rovihlcu (6.56) vyjJadrime v tvare

XX = % % + T B 10

Polozime:

VAR TS st RS S T
Dosadenim do rovnice (6.67) dostaneme linedrnu diferenciélnu rovnicu

y' = % Vo 2dts -t 0

s podmienkou

y(1) = 4
Riesenim za¢iatoé¢nej ulohy (6.60), (6.61) je funkcia

Flt) = t%2 Int+ @)

Po spétnej transformacii

dostaneme riesenie zac¢iatoénej ulohy (6.66), (6.67) v tvare

-2
() =t Inte 4> o

CVICENIA 1.5

Rieéte zaé&iatoéné ulohy

1] x =l

s = - 1, xl1) 2
n

gex' = (cotg t)x + 8in t ., xix) = 0

F 8 1 g
Bx = =] + T X-R) = 3

_n)gl

% x' = (gf®)x + sin t cos t , x(~ 3
B w Bt n e 1+t m(-1) w i

t‘2

8. X' m - t%% + t?2 , x(2) = 1

%1
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(6.66)

(6.67)

(6.68)

(6.569)

(6.60)

(6.81)




- t%%2%, x(1) =7

7. x' = -=x+cos t , x(0) = 1
X 2

8. X' = - E% + 51%—3 , x(n) =0 ; B3y HTRERET T BRI
’ P 3 =—
6w oW % x> @, wif) « 8 ! a4, x' = -tx + tx*, x(0) 1
S X 0 .=i _t'_t_i. .u
109X V] EEOTRY) . 5 x 3 x 5 = %0l L
i1t et eI xB) e %
2 2 ag, x' & —== & t¥x . %0} = 1
12. x* = -t ¢ 6t® , x(1) = -1 tZ+1
2
2 37. x' = —4tx + 2texp(-t“)¥x , x(1) =1
13, x' = - =2t x + 2L —, x(0) = 2 X
gttt | il A tVx , x(-1) = 2
14, g’ = Ei—%—l x + 1  xl=1) = §
t
. VYSLEDKY CVICENI 1.5
16. x* = -+ x + 5 , x(2) =2
1 psmltds = tidoe Il Pt 30
16. X' = —4/————x + t , x(1) = 0 2
BXt *0L) n
gt ) may - 5) gint -t e (0.1)
Najdite riesenia nasledujucich diferencidlnych rovnic splnajuce 3. x(t) = % ge = % ot <0
za¢iatoénu podmienku x(tr) = £ a vyjadrite riedenie ako sucet zaciatocénej a
‘ 4. 2(t) =1 =o't 't R
vynutenej odozvy:
. 5. x(t) = (1 +tH(t + By, t e R
. 3
17.X--€'X4‘2t.t)0 6. x(t) = 1
. 2 4t 1 i
8. 3 = R + . T ° A2 2 o A~ O ) %e Vo %(sln t 4 o), Lt € R
1 n n
19. ''m -  — i =
i faalbitain B WR S B. Xit) « SAD L 8 0Bt ‘g0
2 In t L ¥
2. x* =T x+ ==, 420 ¢
x 9.x(t)-—_-———te"z+2,t>o
M. x'=F+tcont . $30 t
) 8 A | 30 X UL) = N (v = 1% "1In £), t >0
22. X' = - : % + Sta .t >0 7 t, -t
2t 14 xlt)s (g .~ 1 + arctg e)e , t €R
23.x'=7———x+1+t2 T
gy BB xlif)on @ ~ 7 6Xp = . t €eR
.El‘—l_._ -
Wew % o2 @ w(t) w2+ 8chHot v 07, Lo R
8wty & ig 0" 4 1), 4.0
Vyjadrite riefenia nasledujucich za¢iatoénych uloh ako suc¢et prechodného 2 a1 0
a ustaleného stavu. st e 2-; o
3 o ek 0
. ettt 2l an 16 KTL) R (= 2% t+3 S e >
5. X' = 3% + 2 . R0} = 1 17: (L) = & Ei + (tz—tz)t2 t €R
27. x* = -x + t2, x(-1) = 0 2
28. x' = -2x + cos 3t, x(0) = -1 fH sty =T BT g v DIn (At = 1 e 1= B, € - B
28. x* = -x + gin wt, x(0) =.0 o
n n
BBt ) am E %%%—% -tgrtcost+sint , ~—z<t<3
Rieste za¢iatoéné ulohy pre Bernoulliho rovnice: 2 2 1
20. x(t) = g = + ehe (o s T t), ¢ ) O
B30. x* = % + t2 i ' x(2) = 4 T 2t
t = e
81, x* = —L% w4+t . (0) =1 Bl %it) = p =+ (eos ¢ + ¢ 8in t —-cost-tsint)t, t >0
2(t%-1) ax
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29.

30.

31.
32.

33.

34.
36.
36.
37.
38.

x(t)

x(t)

¢ XE%)
R 12 %

<« XLt)

x(t)

x(t)

x(t)
x(t)

x(t)

x(t)
x(t)
x(t)
x(t)

x(t)

y 4
L S i B R

141
¢ 71 1
E % ‘g (;; - :;) A

(t +2e -1)et+0

4 -3t 2
gy

Ee i st v S

- }g T %5 cos 3t + %5 sin 3t

2
W o
e -

cos wt + sin wt

uz+1 u2+1 W +1

sV, £ )0

(t3- 1 + 2V1-tH)V2, ¢ € (-1,1)
O B % |

e i
tZ+2t-2
-t%(2e*-2e+1)V2, t > 0

at_ 4t+5)1/3
16 i

[4C1~t") %4

b 145

(e LR
1

2 1/3

L S el 0 T T N
%(tz-1+2e)z exp(-2t?), t € R

t* (V2 + 10gV~D)%, t < O

60

P T R e

2. DIFERENC

IALNE ROVNICE n-TEHO RADU

Doteraz sme sa zaoberalil diferencidlnymi rovnicami, v ktorych
vystupovala neznama funkcia spolu s jej prvou derivaciou. Mnohé systémy su
vyjadrené rovnicami, v ktorych vystupuju aj vyséle derivacie neznéame}j
(stavovej) funkcie. Napr.pohyb hnotného bodu podla Newtonovho pohybového

zakona je vyJjadreny rovnicou

MoR S AR X )

kde x'' Je funkcia zrychlenla pohybu a funkcla F je sila zavisla od ¢asovej
premennej t, od samotnej polohy x(t) ako aj od rychlosti pohybu hmotného
bodu. Uvedena rovnica Jje druhého radu. Rovnice tohto typu opisuju aj RCL-
obvody s neznamou funkciou néboja. S rovnicami s&tvrtého radu sa mozno
stretnat v stavebnej mechanike pri vypoétoch mostovych konstrukcii.

2.1 2ZACIATOCNA ULOHA, VSEOBECNE RIESENIE

Obyé¢ajnu diferencialnu rovnicu n-tého radu mozno vo vseobecnosti zapisat

v tvare
’ ey (n)
Bty 3¢ % o e ) vm Q)

kde F Jje realna funkcia n+2 premennych, t je ¢asova premenna, X Je

neznama funkcia premennej t a x'.....x“” su jej derivacie.

My sa budeme zaoberat 1len rovnicami s explicitne vyjadrenou n-tou

derivaciou

(n)

2™ a POt %X Atk )

Rovnice druhého radu tohto typu sa velmi ¢asto vyskytuju v mechanickych a
elektrotechnickych aplikaéciéch. Ak neznama funkcla X ¢asovej premennej t
vyjadruje pohyb telesa, alebo c¢astice hmotnosti m, potom Jje rovnica pohybu
uré¢end Newtonovym pohybovym zakonom:

Mmook = BOt e xk)n
Funkcia F vyjadruje silu spdsobujucu pohyb, ktora méze zavisiet aj od
polohy a rychlosti telesa, alebo dastice. Typickym prikladom Jje rovnica

pohybu telesa zaveseného na pruzine. Ak ho vychylime z rovnovaznej polohy do
polohy E, teleso sa rozkmita pod vplyvom sily, ktora Je v kazdom casovom

okamihu priamo umerna opac¢nej vychylke

F(t) = -k x(t), k> O

V pripade, Ze berieme do uvahy aj odpor prostredia, ktory je priamo umerny
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opa¢ne) rychlosti, silové funkcia vyjadrena vztahom

F(t) = -k x(t) - d x*(t), d >0
Diferencidlna rovnica druhého radu pre uréenie funkcie pohybu ma potom tvar

s e B 20, m>0
R = '-n-x mx,k)O.d »

Ak na teleso v zadiatoénom case nepésobi ziadny impulz, dostavame zaliatodné
nodmiendy

x(0) = E, x*'(0) = O

Vratme sa k rovnici

. M R ) (1.1

Definicia 2.1 Riedenie rovnice n-tého rddu

Riedenim diferencidlnej rovnice (1.1) je kazda n-krat diferencovatelna

funkcia x:(a,b)—R (- < a < b £ w), pre ktoru

APhE) w0 POE bt T )it o )
pre véetky t € (a,b).

Mnozina vsetkych rieseni rovnice (1.1) sa nazyva vdeobecne riedenie.
Zaéneme s riedenim diferencidlnej rovnice druhého rédu, ktoru mozZno

pretransformovat na rovnicu prvého radu.

Priklad 2.1
Riesme diferencidlnu rovnicu

X"t x"4 L (1.2)

B 8 6 o0 :n-1.B, Pri riedeni vyuzijeme fakt, 2e v rovnici sa
nevyskytuje neznama funkcia, ale len je) derivacie.

PolozZme x' = y. Potom x''= y' a rovnicu (1.2) transformujeme na

oby¢ajni diferencidlnu rovnicu 1. rédu

g 2
yi= yoe 4 (1.3)
Rovnica (1.3) Jje so separovanymi premennymi. JejJ riedenie splnajuce
za¢iatoénu podmienku y(tr) = £ dostaneme z 1identity
y
1
I——;——dz = arctgy - arctgf =t - 1
zZ *1
-
alebo
arctg y =t + Cl (1.4)
Z rovnice (1.4) dostaneme véeobecné riesenie rovnice (1.3) v tvare
t) = . e | R
y(t) teg (t+Cl), 3 Cl G0 AR 3 C: ¢1.6)

Zo vztahu x'= y dostaneme rovnicu

X'= tg (t+Cl)
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ktore) véeobecné rieéenie méd tvar
x(t) = ftg (t+C)dt = - In cos(t+C ) + C
2

su¢asne sme dostall a) véeobecné riegenie rovnice (1.3):

x(t) = C2 = in cos(t+Cl) (1.6)
5 LEENEE
5 Cl ¢ 5 Cn' C:'Cz € R
Pozndmka 2.1.

Predchadzajucl priklad sme riesili metddou znizenia radu rovnice.
Uvedenou metddou mdézeme riesit aj rovnice tvaru

(n)

X % I‘(t‘x(k),.. x(n-l)

el G e (3.7)

. (k)
Substitiuciou y = X transformujeme rovnicu (1.7) na rovnicu radu n-k

y(n-l&)‘= f(t.y.y‘ SR .y(n-kOI)) :

Véeobecné riesenie obyéajnej diferencialne) rovnice n-tého

radu méze byt ¢asto vyjadrené v tvare
) wm gt oe oo el ) atiel L e el CCBle .. .C)
1 n 1 n 1 n

kde ] je funkcia n+1 premennych, a, b su funkcie n premennych a
CpveeenCy su lubovolné kon&tanty.

Dalej zavedieme pojem zacé¢iatoénej ulohy podobne ako u rovnice 1. radu.
vzladom Kk tomu, 2ze vsSeobecné riesenie obsahuje n konstant, treba na
jednoznaéné uréenie riesenia n zac¢iatoénych podmienok. V pripade rovnice 2.
radu vyjadrujucej pohyb hmotného bodu vyjadruju zacé¢liatoéné podmienky Jjeho

za¢iatoénu polohu a zaéiatoénu rychlost.

Definicia 2.2. Zaéiatoénd uloha.

Nech f : (a,b) x R"™ — R je spojitd funkeia, < € (a,b) , § € R ,
k = 0,1,...,n-1. Zadialoénd «loha pre obyé¢ajni diferenciélnu rovnicu n-tého

rddu je uloha ndjst riesenie x rovnice

'™ woptt,xxt . vl (1.8)

splhajuce za&iatodné nodmienty

R(E) o QA OO B # e ingy (1.9)

Priklad 2.2.
Rieste zac¢iato¢nu ulohu

x''= (cotg t)x'+ sin t, 0 < t < m, il 10)

L 2 (L) - (1.11)
X(E) ) IR 3 (2) 0.

Riedenie. Substiticiou x' = y dostaneme zac¢iatoénu ulohu pre

obyéajnu diferencidlnu rovnicu 1. radu

y'= (cotg t)y + sin t, 0 < o (1.12)
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y(3) =o. (1.13)
Riegenie ulohy (1.12), (1.13) hladéme v tvare
y(t) = E(t)ult,3),
kde
t
u(t,X) = exp § cotg s ds = sin t
n/2
Je prechodova funkcla homogénnej rovnice
y'= (cotg t)y, t € (O.%).
Dosadenim funkcie y do ulohy (1.12), (1.13) dostaneme pre funkciu § vztah
t
1 b
E(t) = [ ——— sin s ds =t - 3
n/2 sin s
a teda
Y5 = (U= %) SAH L,
Riesenie pdvodnej zac¢iatoénej ulohy (1.10), (1.11) ma potom tvar
- - [
x(t) =1+ Jy(s)ds=1+ § (s - 5) sin s ds =
n/2 n/2 (1.14)

= (% ~ t)com t +imln t, t < HOR).

Pozndmka 2.2.

Funkcia definovana vztahom (1.14) mdéze byt spojite rozsirend na celu
realnu os R. Samotné riesenie zacé¢iatoénej ulohy (1.10), (1.11) je definované

len na intervale (0,n), ktory Je maximdlnym intervalom definié¢ného oboru
funkcie cotg obsahujucim bod 1t = %.

Rovnako ako v pripade rovnice 1.radu kazdé riesenie zaé¢iatoénej ulohy
(1.8), (1.9) uvazujeme definované na maximéalne velkom intervale obsahujucom
bod t. Plati{ nasledujuca veta o existencii a jednoznaénosti riesenia
uvedenej ulohy. Dékaz vety presahuje rdmec textu a éitatel ho moéze najst za
véeobecnej&ich predpokladov v literature ([6], [14])).

Veta 1.1.

Neeh T - (a.b) E‘e B¢ o) - wi Q. omeg
Je spojitd na mnozine (a,b) x R"
premennych yl,....yn

Ak funkcia f := f(t,y‘,...,y )
n
a ma ohraniéené parcidlne derivéacie podla

na kazdej mnozine Ea BN x B <. B> <. (a,b);. tak
existuje prave jedno riesenie zaéiatoénej ulohy (158) 01,99,

CVICENIA 2.1

Najdite véeobecné riesgenie nasledujucich diferencidlnych rovnic

1. x*'= 6t ~¢t°*

a4 "
B % 0 X >0

Rieste zac¢latoéné ulohy

10.

st". x{0) = 2, % (0~}
2

Wit o oxli) w0, w1 S, B = ]
i %'+ tet, x(-1) = 1, x’(-1) = 0

’ Vo 1 = = =
X o » X(0) = 0, x'(0) = 2
Pl (8"=x"")""? %x(0) = =1, x°(0) =0 , a) O.

VYSLEDKY CVICENI 2.1

®Ut) = t%+ Injt] + Ct +C, t #0

i) s Citec ¥ % o, £ > ¢
= 3 1 2 1

2 2
. x(t) = t"Injt| + Ct™+ Ct +C,, t #» O
2
1.4 j
F () = at's C.2- + 0, tER
2
W) wi=C . o (1+Cl)1n|t-C1| Gy b8 G,
x(t) = %t4+ t+¥a . &R
BEL 6 ~t an .4t~ 1. .4>0
t 1 2
= = —(6- et <0
x(t) = e'(t=1) + 5=(6-t") + 1
2 are: 16 i

x(t) = Z(t + 4) Zat> -4
X(t) ='a cos't ~a -1, t €R.
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