2.2 LINEARNE HOMOGENNE DIFERENCIALNE ROVNICE n-TEHO RADU

Budeme sa zaoberat diferencialnymi rovnicami n-tého radu

(n-1)

X 5 (VIR e e T TR VT (U)X S0 (2 1)
Predpokladame, 2ze koeficienty t—aak(t) su spojité funkcie na intervale
(a,b), - = a ¢ b < o  Reyica (2.1) sa nazyva <HdAnedwa HAomogénna

diferencialna rovnica - LHDR.
V pripade n = 1 mame LHDR 1. radu, ktora je totozna s rovnicou z cCasti

1.4
x'= p(t)x
kde pit) = - al(t). £ E (a;D).
Podla vety 1.3 mozeme kazdé riesenie uvedenej rovnice 1. radu vyjadrit v
tvare
it} *"F att )l b, €X%a,b)

t
kde E = x(7) a uft.c) = exp Jpis)ds je prechodova funkcia splnajuca

T
podmienku u(t,r) = 1. To znamena, Ze mnozina vs$etkych rieseni LHDR 1. radu

tvori jednorozmerny linearny priestor s bazou {u(t,t)}.
Podobnu &truktiru mnoziny vsetkych rieseni - wdeobecného riedenia
odvodime aj pre LHDR n-tého réadu. Rovnicu (2.1) mozno vyjadrit v tvare

linedarnej operatorovej rovnice

% = 0. % € X (2.2)
kde X = tan) Je linearny priestor v&etkych n-krat spojito
diferencovatelnych funkcii definovanych na intervale (a,b), L:X—>Y je

linearny operator z priestoru X do priestoru Y véetkych spojitych funkecif{

definovanych na intervale (a,b) definovany lavou stranou diferencialne]
rovnice (2.1).

Nasledujuca veta vyjadruje vé&eobecné riesenie LHDR n-tého radu ako
n-rozmerny linearny priestor.

Veta 2.2

Mnozina Xo vSetkych rieseni lineérnej homogénnej diferencidlnej rovnice
(2.%1) Je n-rozmernym linedrnym podpriestorom linearneho priestoru
X = C"(a,b).

D & k a z. Mnozina X0 Je totozna s mnozinou tych funkcii - prvkov

x € X, pre ktoré plati rovnost

X w0

yadno  ineduneho operdiona .

gy L a podla znamej vety z linearne]
algebry ((71)je X =~ linearny podpriestor priestoru X . Ukazeme,
priestor Je n-rozmerny.

ze tento

Najdeme jeho bazu 3B = (xl,....xn}

V jednorozmernom pripade bola baza tvorena prechodovou funkciou u(t,z).
Nech o e ) Je Iubovolné ¢&fslo. Definujme funkcie e Nt
riegenia LHDR (2.1) splnhajuce zaéiatoéné podmienky: : |

i 0, ak 1 *
u'? Vi) = (

i {2.3)

R ) e

kde 1'J S

priéom oznacujeme x®(z) = x(t), Xy o s
Funkcie wu,...,u sU jednozna¢ne ur¢ené podla vety 2.1 o existencii a

jednozna¢nostl riesenia zaclatoénej ulohy pre oby¢ajni diferencidalnu rovnicu

n-tého radu. Ukazeme, Zze uvedené funkcie tvoria bazu priestoru XO.

Funkcie Upyeeeu su linearne nezavislé na zaklade zaéiatoénych
podmienok (2.3). Skutoc¢ne, nech LA su realne ¢isla, pre ktoré plati:
alul(t)+...+ anun(t) = 0 pre vsetky t € (a,b) (2.4)

Z identity (2.4) dostaneme na zaklade zac¢iatoénych podmienok (2.3) rovnosti

1)

fau (t)+...*ou (LAl "s ¢ =0, 1 =1,...,n
; YR § nn t=T i
a teda funkcie ul,...,un sU linearne nezavislé.
Este ukazeme, 2ze kazda funkcila X € Xo - riesdenie LHDR (2.1) Jje
linearnou kombinaciou funkcii ul,....un.

Nech x:(a,b)—R Jje lubovolné riesenie rovnice (2.1). Oznac¢me

e i) U e
Funkcia
y(t) = clul(t)+...+ cnun(t). t € (a,b)
Je linearnou kombinaciou funkcii U,...,u., 8 teda riesdenim rovnice (2.1)

splhajucim podla (2.3) zaéiatoéné podmienky

gy w g R ), 1= Ly N

Na zaklade jednozna¢nosti riesenia za¢latoénej ulohy (2.1), (2.3) mame
ldentitu

x(t) = y(t), t € (a,b)

a teda

= et e (a b
x(t) = cnu:(t)+"'+ cnun(t)

¢im sme dokazali, Zze systém funkcif
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S = {ult),...,ut)}
1 n

je bazou priestoru Xo véetkych rieseni{ LHDR (2.1) a teda priestor xo Je

n-rozmerny, ¢o sme chceli dokézat.

Priklad 2.3
Najdime vseobecné riesenie lineadrnej homogénnej diferenciélne)

rovnice druhého radu

o 1 '

®Y =gt = (0 (2.6)
Bin T

Rieg&enie. Vieobecné riesenie ma podla predchadzajucej vety tvar

%t} meax ()Y * €Ex (1), & (0O,n)
g | 2 2
kde X, X, si Jlubovolné dve linearne nezavislé riesenia rovnice (2.6).
Bazové funkcie X, X, najdeme podla dbékazu predchadzajucej vety ako
riegdenia rovnice (2.5) splhajuce za¢iatoéné podmienky
n ‘1‘.:
xx(i) =1, xl(z) 0 (2.6)
resp.
By s ,T_(=
x2(§) w0, xz(z) 1 (2:7)

Rovnicu (2.5) budeme riesit substituciou

X'= y (2.8)

Dostaneme linedrnu homogénnu diferencidalnu rovnicu 1. radu

'—_1. a
Sy v Ak (2.9)

Kazdé riesenie rovnice (2.9) ma tvar

y(t) = & exan2 e ds, T2 (0, n)
Plati vzfah
£ t
nﬁz s ds = 1ln tg 3 t € (0O,n)
a teda
y(t) = € tg £

S prihliadnutim na zac¢iatoéné podmienky (2.6) dostaneme nasledujice bazové
funkcie:

xl(t) =1
t s V2 t
x,(t) -niztg 3 ds = In 3 ~ ln cos Y- In (V2 cos %)

véeobecné riesenie rovnice (2.6) ma potom tvar

x(t} = o ~¢ 'In (VS cos %)

Z vety 2.2 vyplyva, Ze vSeobecné riesenie LHDR n-tého réadu ma tvar

x(t) = Cxxx(t)+"'+ cnxn(t). € (a.,b)

kde

e, X (1))
1 n

Je lubovolnd baza mnoziny (priestoru) Xo véetkych riesgeni LHDR (2.1). Na
rozdiel od linearnej homogénnej rovnice 1.rddu n-ticu linearne nezavislych
rieseni x‘(t).---.xn(t) mozno analyticky vyjadrit len pri &pecidlnom vybere

koeficientov a(t),..., a (t) ako tomu bolo napriklad v predchadzajicom
priklade, kde platilo az(t) = 0.

V celom dalsom texte tejto c¢asti sa zameriame na LHDR o 4£ondtaningmi
Ak dLatiiad

(n-1)
ST - alx" tiota x'+ax=0 (2.10)
= < ,

V pripade n = 1 dostaneme rovnicu
> ]

ktorej véeobecné riesenie ma tvar

—alt
x(t) = c e SV e R

Hladajme aj riesenie rovnice (2.10) v exponencialnom tvare

x(t) =€, r eR (2.11)

Dosadenim do rovnice (2.10) dostaneme identitu

1 t

- r
(r"+ alr" s SRR B A8

n-

=0, t €eR

Pretoze e"'# 0 pre Tubovolné r, t dostaneme algebricku rovnicu

] i = 2.12

pn(r) L6 2 ar pi; I, 00 * & 0 (2 )
na urc¢enie neznameho exponenta P sl Polyndm pn(r) sa nazyva
charaklerioticky nolynsm a rovnica (2.12) charnableniotickd nrovnica, korene
charakteristického polynému - rlesenia charakteristickej rovnice budeme

nazyvat charableniotickymi #orerimi. Ako Je zname z algebry, charakteristicka
rovnica (2.12) ma prave n korefov, ak kazdy koren ratame tolkokrat kolko Jje
Jeho nasobnost. Korene mdézu byt realne alebo komplexné.

Predpokladajme, 2ze charakteristicka rovnica ma n realnych rdznych
korefiov. Potom dostaneme n réznych rieseni LHDR (2.10), ktoré maju exponen-
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cidlny tvar. Podla nasle
teda tvoria bazu priestoru

Veta 2.3
Ak charakteristickd rovnica (2.12) mé n

Foveeaal tak mnozina funkci{

A rt

geters.. 0"} (2.14)

Je bazou priestoru xo v8etkych riesdeni HLDR (2.10) a jej vseobecné riesenie

ma tvar

[ P 3 rt

x(t) = ce o e, teH (2.16)

U TR R su lIubovolné redlne éisla.
n

D 68 k a z. Uvazujme najprv pripad n = 2. Nech o T su lubovolné

rozne realne éisla a plati rovnost

BT BRe 0 (2.186)
Derivovanim poslednej rovnosti dostaneme
rlt rzt
L g TS B 0 (2.17)
Determinant
e, E-X
e y © z (r +r )t
r.t r tjPw (=1 le
ra e ot 2 1

systému rovnic (2.16), (2.17) Jje nenulovy pre lubovolni vzéjomne rdznu
dvojicu FLUE 3 a Iubovolné t € R. Potom mé systém (2.16), (2.17) jedine

e I
nulové riesgenie . 8.y o 0. Systém funkecii {e ’. e 2) Je 1linearne

nezavisly, a teda uvedené funkcie su bédzou priestoru xo. V&eobecné riesgenie
mé& v pripade rovnice 2. radu s dvoma realnymi réznymi korenmi Fea B tvar

2

r,t rot
x(t = C + . €
(t) & g8 Cp c,. t R

Podobne postupujeme v dbékaze aj v pripade n > 2. Z identity
rlt | _gleky |
ee  +.+ae ¥ L Q

dostaneme postupnym derivovanim aZ do radu n~{
algebrickych rovnic

systém lineadrnych

rt rt
eri"lel s 4+ @ G e
R nn '

L T

Determinant systému ma tvar

80

réznych redlnych Kkorenov

1’ ou-'t 3 ey
Vit) = [Py e Swlel e ~r )
sl N (o R

{ g
1 ,...,rn

je Yandevmondov determinand ([9]1), ktory je nenulovy, pretoze vsetky charak-

teristické korene B eyl sU navzédjom rézne. Potom aj determinant
p(t) #0, a teda rovnako ako v pripade n = 2 je systém funkcii
| o rt
G ARl

linearne nezéavisly a tvrdenie vety je dok&azané.

Priklad 2.4

Ndjdime vseobecné riesenie rovnice

X'+ bx:+ 6% .= .0 (2.18)
a riegdenie rovnice (2.18) splnajice zaélatoéné podmienky
xX(0) = =1 x°(0) =0 (2.19)

R 1 e & en i1 e. Postupujeme podla vety 2.2. Charakteristicka rovnica
patriaca k rovnici (2.18) Je

p,(r) = r’+ 6r + 6 = 0

a ma dva redlne roézne korene Py “Fe p. mo=g Véeobecné riedenie ma potom

2
tvar

x(t) = cle'2‘+ cze-az' teR

Riesenie zadiatoénej ulohy (2.18), (2.19) dostaneme po vypoéte konstant

B8, zO systému rovnic

3l0) ;= € s R =4
x'(0) = -2c1- 302- 0

Méme ¢ = -3, ¢ = 2 Riegenie ulohy (2.18), (2.19) mé potom tvar
1 2

wott) wanE S ad?. teB
0

Predchadzajuca veta hovorila o béaze a véeobecnom rieseni LHDR (2.10)

V pripade n realnych réznych koremnov prisluéne) charakteristickej rovnice.

DaleJ sa budeme zaoberat postupom riesenia v pripade viacndsobnych charakte-

ristickych korenov.
Uvazujme najskér rovnicu 2. radu
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x4 a‘x'+ ax = 0 (2.20)

Predpokladajme, 2e I, Je dvojndsobny koren charakteristicke) rovnice. To

znamena, 2ze platia rovnosti

2 -
gl e T (2.21)

2r + a =0
1 1

Vieme, Zze funkcia
et

xl(t) v’ 'Y R
Je riesenim diferencidlnej rovnice (2.20). Hladdame es&te Jedno riesenile

linearne nezéavisle vzhladom na funkciu X, Pouzijeme metodu variacie

konstanty. Vyjadrime predpokladaneé riesenie v tvare
!

x,(t) = E(t) Syt wp (2.22)
kde E:R—R je niektora dvakrat diferencovatelna funkcia. Po dosadeni

funkcie X, do rovnice (2.20) dostaneme identitu
& t
TI TR O rfg(t) +a (r E(t) + E°(t)) + aE(t)]e om0

a po uprave

oih . 2 ki
E? (L) * (2r’+ a‘)E £t) (r1 = ar + 82)E(t) 0

Z posledne] identity dostaneme na zéaklade vztahov (2.21) oby¢ajnu
diferencialnu rovnicu

E''= 0
ktorej riesenie je napr. funkcia

E(t) =t, t €R

Dosadenim tejto funkcie do vyrazu (2.22) dostaneme dalsie riesenie rovnice

(2.20) v tvare

rlt
xz(t) wo g et EIRS

Lahko mozno ukézat, Ze funkcie X0 X, su linedrne nezavislé, a teda tvoria
bazu

rlt il
e la®, ')

priestoru x0 véetkych rieseni rovnice (2.20). V&eobecné riesenie ma potom
tvar
"lt rt
x(t) el czte A sy e R

Posledny vysledok mbéZze byt zovéeobecneny. Uvedieme bez dbékazu

nasledujicu vetu o baze priestoru Xo v pripade viacnasobnych charakte-
ristickych korenov.

yveta 2.4

Ak charakteristicka rovnica 2.12)

mé redlne charakteristické korene r

ndsobnosti  m, J = L. ki m#+...+m
riegen{ LHDR (2.10) mé& tvar

i kY tak béza priestoru véetkych

r.t rt m=-1rt
el tel o g VRS
g o v
2 n~-1{rt
S o 1% A (2.23)
r-C r.t m=-1rt :
e ,te = b e
a véeobecné riesenle je mnozina funkci{ uréend formulou
rlt rlt m -1 rlt m=-1rt
x(t) = c.e o czte o T c t R e . cnt - e
1
i € s e R
1 n
Priklad 2.5
Uréte vseobecné riesenie rovnice
x4~ 2x''+ x = 0 (2.24)

Rie&enie. Charakteristicka rovnica ma tvar

r‘- 2r®+ 1 = 0

alebo
(ré-1)%= (r-1)%(r+1)%= 0

Teda mdme dva d v o J n 4 s o b n é korene charakteristickej rovnice
I =i 5 1

Baza priestoru véetkych rieseni rovnice (2.24) Je

t t

g wi{e ta 8 (08

a vseobecné riesenie ma tvar

-t -t t t
+ +c e +c te
x(t) = ce Czte 3 i

Doteraz sme rie&ili LHDR s konstantnymi koeficientami za predpokladu
redlnych charakteristickych korenov. Aby sme mohli predchadzajuci postup
rozgirit aj na pripad komplexnych charakteristickych korefiov, rozsirime expo-
nencialnu funkciu na mnozinu C vsetkych komplexnych ¢isel.

Definujeme funkciu exp:C—C predpisom
B (ueiylow 2% igtteogat el BIDTY), X, ¥ S R

il e R et () (o # 0) Je komplexné &i{slo. Pomocou predchadzajuce]
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p(t) = ¢™ = e®(cos wt + 1 sin wt), t € R.

Uvedend funkcia mbéze byt vyjadrena v tvare
p(t) = v‘(t) % 1 w!(t). (2.26)

kde

91(t) = e*cos wt, 92(t) = e®sin wt.

Vo v&eobecnosti mozno kazdu komplexnu funkciu ¢:R—C realnej premennej
vyjadrit v tvare (2.26), kde realne funkcie A P nazyvaju nedfna, resp.
imagindwna &aol funkcie ¢. Ak funkcie T siu diferencovatelné,
definujeme derivédciu funkcie ¢ predplisom

p'(t) = 9;(t) =) p;(t). t &R
Potom aj komplexn& exponenciélna funkcia (2.26) Je diferencovatelna a pre jej
derivéaciu platia vztahy

(e"t)' = (e®cos wt)' + 1 (e*'sin wt)' =

e® (e cos wt - w sin wt + 1 (@ sin wt + w cos wt)] =

(@ + 10)e*(cos wt + 1 sin wt) =r et

Teda pravidlo o derivovani exponencidlnej funkcie mézeme rozsirit aj na expo-
nencidlne funkcie s komplexnym exponentom, ¢o nam umozhuje ziskat aj
v pripade komplexne zdruzenych charakteristickych korenov béazu a vseobecné
riesenie LHDR n-tého radu s konstantnymi koeficientmi.

Vzhladom na definiciu derivacie komplexnej funkcie redlnej premennej,
ktora je zovéeobecnenim derivédcie redlnej funkcie redlnej premennej, mdzZeme
zaviest aj komplexné riesenia diferencidlnych rovnic. Oznaéme X; komplexny
linearny priestor véetkych komplexnych riedeni LHDR (2.10) s kon&tantnymi
koeficientmi. Vety 2.2 a 2.3 mézu byt bez zmeny prenesené aj na pripad
komplexnych rieseni. Ak

8 = y,(t),...,y (1)}

Je (komplexna) béza priestoru x; » VBeobecné (komplexné) rieéenie ma tvar

x"(t) = ey, (t)+...+c y (t), t €R
kde CiveneaC su IubovoIné komplexné é&isla.
Priklad 2.6

Nédjdime komplexné véeobecné riedenie rovnice

0 A W B = 0

84

komplexne zdruZené Korene = o . iy

e s

Komplexna baza Je

3" = (eIt (-1-20)t,

a véeobecné riesenie ma tvar

(=1+21) ¢t -1-
+ c e( ) Gt 4 ) 18

x"(t) =ce
1 2

-t 21t -21t
= e (ce +
1 e, © ) Cx' c, € C

Ak charakteristicka rovnica m4 a) redlne aj komplexné korene, tak
komplexnd béza obsahuje aj redlne aj komplexné funkcie.

Priklad 2.7.
Najdime komplexné vé&eobecné riedenie rovnice

x*%~ 1 = 0.

R1esdenie. Charakteristicka rovnica

rt- 1 = (r®-1)(r?+1) = 0

ma korene

rh. =1 .= A5 P i 15, ¥ o -1

Komplexné baza potom pozostava z funkcii

<t % it -t
$'="{e .0 ,0 40 )

Komplexné v&eobecné riegenie ma tvar

it

t t it -
o o et Gre c
cze 3 4 ’

e (C g = e

Ro(E) = c.e LR

Pomocou komplexnej bézy ®' mnoziny X; vsetkych komplexnych riesen
LHDR (2.10) ziskame aj bazu ® mnoziny X  véetkych redlnych rieseni tej
istej rovnice. Vyuzijeme pritom, 2e kazdy prvok bézy mbdzeme nahradit jeho
linedrnou kombindciou s inymi bazovymi prvkami. Vieme, 2e kazdej dvojici
T F wl komplexne zdruzenych charakteristickych korenov odpoveda dvojica

komplexne zdruzenych bazovych funkcif

yl(t) = e (cos wt + 1 sin wt)

yz(t) = e*t(cos wt - 1 sin wt)
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Ich linearne kombindcie

at
x‘(t) = % yl(t) % yz(t) = e 'cos wt = Re y‘(t)

yz(t) = e®sin wt = Im yx(t)

-

1 -
xz(t) - T yl(t)

]

si redlne funkcie, ktoré mdZu nahradit komplexné béazové funkcie Yo 0

v baze $'. Tymto spdsobom dostaneme realnu bazu B mnoziny X vsetkych

komplexnych rieseni, ktora Je aj bazou mnoziny X/ vsetkych realnych riesen{

rovnice (2.10).

Priklad 2.8

Najdime (reélne) véeobecné riesenie rovnice

xY_ {1 =0 (2.27)

Riesdenie. Vpriklade 5.5 sme nasli komplexnu bazu

S I
Naaloo .66}

mnoziny véetkych komplexnych riegeni rovnice (2.27). Realna béaza ma potom
tvar

8 = {e et ,cos t, sin t}
prié¢om sme vyuzili vztahy

it

cos t = Ree , sint = Im en

Véeobecné riegenie rovnice (2.27) ma4 potom tvar

x(t) = cle"+ czet+ c,cos t + csin t; c,....c € R
Priklad 2.9
Riesme zac¢iatoénu ulohu:
X' '42%° ¥ bX = O (2.28)
x(0) =1, x'(0) =0 (2.29)

B8 N & 011 3 8, Najprv néjdeme v&eobecné riesenie LHDR (2.28). V
priklade 2.6 sme nasdli bazu mnoziny jej komplexnych riegeni

3. = {e(-XOZI)t e(-l-Zl)t}

Na zaklade vztfahu

al oy o TlcbE 2t a4 1 8in 2t)

dostaneme bazu redalnych riesdeni

8 = {e‘cos 2t, e 'sin 2t}

a véeobecné riesenie

= -t &
x(t) c.e ‘cos 2t+ c,e ‘sin 2t

posadenim za¢iatoénych podmienok (2.28) do vé&eobecného riegenia mame systém
linearnych algebrickych rovnic

C=1,‘ + =
N e, 2cz 0

a teda c_ = Riesenim zaé¢iatoénej Glohy (2.28),

(2.29) je potom funkcia

»
W L

x(t) = e %(cos 2t + % sin 2t)

Zopakujme sl postup riesenia LHDR n-tého rddu s konstantnymi koeficientmi

(n) (n-1)
% + + 4 /
a‘x ERS AL ¢ 1x o anx = 0 (2.30)

1. Utvorime charakteristicka rovnicu

n -1
r'+ alr" AR F R D
n

2. Ndjdeme Jej korene

3. Podla typu korenov najdeme n linearne nezavislych rieseni rovnice
(2.30):

a) Kazdému reélnemu korenu r nasobnosti m&(m = d v pripade
jednoduchého korena) zodpoveda m riesen{ tvaru

rt rt

ST
S o R e

b) Kazdej dvojici komnplexne zdruzenych korenov

2
r“)= 0 T 15 1S r()= a - 1w

ndsobnosti J zodpoveda 2j rieseni tvaru

ot -1 _at
ea'cos ot. te cos ut,...,t’ e cos wt,

-1 _at
1e sin ot.

e*sin WL, teatsln wt,....tj

Takto nadjdené riesenia tvoria bazu linearneho priestoru X0 vsetkych riesenti
LHDR (2.30).

4. Po najdeni n linearne nezavislych rieseni X oo a X vyjadrime

vSeobecné riegenie rovnice (2.30) v tvare
(2.31)
®(t) = Cxx1(t)+ RS czxn(t)

il Cir::oaC su TubovolIné realne ¢isla.
n

6) Ak hladame riegenie splnajuce za¢lato¢né podmienky

(n-1) B 2 3
x(x) = El. xlx ) - 52. RS (t) gn (2.32)
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potom dosadenim do rovnosti (2.31) ako aj do rovnosti

(k=1)

VAl {2 B e X UEE s v 4 S |

L Beg el B 1

dostaneme systém linedrnych algebraickych rovnic

clxl(t)+ AIE. cnxn(t) - E‘

Tento systém md prave jJedno riesenie, pretoze jeho determinant Je nenulovy na
(2.31)
e splnajucimi systém (2.33) je potom Jedinym riesenim
zac¢iatoénej ulohy (2.30), (2.32).

zdaklade linearnej nezavislosti funkcifi XivosoaX . Funkcia tvaru

s koeficientmi Cx'”

CVICENIA 2.2

V prikladoch 1 - 24 najdite vseobecné riesenia danych diferencidlnych

rovnic.
3,2 ~fx =0
2. X" % 3" =~ dx =0
.. %' +Gu" w0
G @' = Bx! > .m0
BB 4R & G D
. 4x'°" + 12" + 9 = O
7. 2°° .= 2a'xn" ¢+ a'x = 0
g 2" 4 1808 = 0
. "' ~4x" ¢ 138 = O
. 2" +x" 2 w0
IR R - By w0
12. Ix’* - 2x’ - Bx = O
3. X**" -~ 3% - x » 0
4. X' + Ox"” + - 13x =0
16. x*" .»Bx' + By = O
10. 4x"" - 20x* + 26x = O
$0: R~ e O
. X~ in'* 4 4x = 0
19. x'¥ - ke )
. X =wn D
21. x* + 4x =0
a2 = . Bx’* » 4
23. x® + 2x*** + x* =« 0
24. x* - 13x'’ + 36x = 0

Rieste nasledujuce zac¢iatocné ulohy:

o X'~ ax = 0 X(0) =1 V(0= &

26. X'’ - 2x'+ x = 05 ' x (2 twg] x'(2) = -2

27, 4x'’ + X = 0, xX(n) =2 | xulg) =1

28, x''' - x'= 0, x(0) = 3 X (O imeaq= @i VY 1

BN %' + 2x° + O = 0 | X(U) = ¥ x'(0) =0

30. %" + 4x = 0 , X(0) = x'(0) = x"'(0) = 0 b Gk o e

a1, 4x'’' + x = 0 , Xin) = 2 . %'(y) =3

BEEerE = 4x’ .+ 3x = 0 , X(0) =6 , x"(0) = 10

a3, x'' + 4x' + 29x = g) - eanatiC) ) () x'(0) = 16

Paax' + 4x’ + x = 0 , x(0) =2 |, x*'(0) =0
VYSLEDKY CVICENI 2.2

1. Cle3‘ - cze'at

2. Cle‘ + cze3t

Boo ¢ cze'St

5 2t -t/2

10.

iy B8

12.

13.
14,
16.
16.
L7,
18,
18,
20,
21,

22,
23,

* Q. O
cle 2

-3t

. e (c1 + czt)

-3t/2
(e czt) ©
1 2,
a
+ct) e
(Cx 2

c,cos 4t + czsin 4t

(clcos 3t + czsin 3t)e?*

-t/2 t t
e [clcos(V7 £ casin(V7 5) ]

t -2t
¢ce + ce
1 2

2t -4/3t
c.e e e
1 2

-Vt
CleU¢V5n e ot

2
e-“(clcos 2t + c_sin 2t)

+ c¢_sin £)
2

t 7
e(clcos - >

2
(Giwe t) et
1 2

t =t
e+ C o+ Cce
1 2 3

t -t 2t -2t
car -+ e + ce
A cze c3 4
c +
1

t t LS
ce + [CZCOS(V§ 3) + czsin(V§ )

t
el * ce *ic'te
2 3 4 .

(clcos t + casin t)e'+ (CBCOS . g °451n i

2t

ccos t + c sin t + ccos 2t + c451n
A st sin t

e + c,cos t + casin t + cqt cos t + C

1
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24.
26.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

33.

34.

2t 3t -3t

2t - X

ce + c.e +ce c.e

6 _2t 1 -2t

3°

(7.~ Stie*™"
t t

2 sin " 6 cos 3

2+e"

e '(2 cos 2t + sin 2t)

% [sin t cosh t - cos t sinh t]
g o |

- Bcos 3 + 2sin 3

4e° + 2e3'

3e”?* sin 6t

g B

2.3. LINEARNE NEHOMOGENNE DIFERENCIALNE ROVNICE n-

TEHO RADU
Budeme sa zaoberat diferencidlnymi rovnicami tvaru
(n) (n=1)
x + a (t)x L RS S !
1( ) ¥ an_l(t)x + an(t)x wig(t) (3.1)
ke, B, cccs B f sU spojité funkcie na intervale VR 0 = .a ¢ b S m.

Rovnica (3.1) sa nazyva {inedrna nehomogénna diferencialna rovnica - LNDR
(raddu n).
Podobne ako linedarnu homogénnu diferencidlnu rovnicu méZeme aj LNDR (3.1)

vyjadriﬁ v operdtorovom tvare
EXeec E. e X

kde L:X—Y Jje linearny operator zobrazujuci linedrny priestor X = C"(a,b)
do priestoru Y = C(a,b)x
Na ur¢enie vSeobecného rieSenia LNDR (3.1) staé¢{ najst véeobecné riesenie

prislusnej LHDR

(n) (n-1)
o al(t)x s IO an_l(t)x'+ an(t)x =0 (3.2)

a jedno lubovolné tzv. nautikuldine riedenie nehomogénnej rovnice (3.1).
Hovori o tom nasledujuca veta.

Veta 2.5.
Nech xr:(a,b)—AR je lubovolné riesenie LNDR (3.1). Potom vSeobecné

riesenie rovnice (3.1) mad tvar

x(t) = clxl(t) ety s Cnxn(t) 4 xr(t), tie (aib) 3. 3)
kde cv...,cnsu Iubovolné redlne ¢isla a
B =( xl(t), T ath ,Xn(t))

je baza priestoru Xo vSetkych rieseni LHDR (3.2).

Paa- k a* z. Najprv ukdzeme , Ze kazdd funkcia tvaru (3.3) je riesenim
nehomogénnej diferencialnej rovnice (3.1). Nech L je linedrny operator lavej

strany rovnice (3.1) definovany vztahom
(Lx) () = x™ (t)+a (0)x"V(E)+. . ra | (B)X (£)*a (B)x(t),

t @ (asd)s weei¥an)
Na zaklade jeho linearnosti a charakteru funkeii x., ..., X, X/
dostaneme vztahy

n n

Fao = LG Y cx + ® )0 ) cLx + Lx = f

i=1 i=1
To znamend, Ze kazdd funkcia tvaru (3.4) je rieSenim LNDR (3.1).
Nech funkcia x:(a,b)—R je riesenim LNDR (3.1). Potom platia vztahy

< = - = =m0
N o ML e £ :

5




3.2) a mozno ho vyjad
Teda rozdiel funkcil X=X, Je riesen{m LHDR ( ’ YieaRE tvare
e

sy ey G N
X‘xr=c1x1+ e Cnxn; 1’ T

Potom funkcia X ma tvar (3.3) a tym je dOkaz ik B gh i
oto
d ur¢enie véeobecného riesenia linearnej nehomogénnej rovnice (3.1)
Teda na 2 s
rietenie prislusne) homogénnej rovnice (3.2) & ijsim

&{ poznat v&eobecné ' |
sta P ovnice (3.1).Dalej sa budeme zaoberat hladanim tohg,

(natibuldnne) riesenie I

riedenia.

vV nasledujucom texte sa zameriame na rovnice s konstantnymi koeficientni

Sl L Ve Xt ax e £(t)ou ki Sl (3.4)

n-1

so &pecialnymi pravymi stranami f(t) Vv tvare polynémov, exponenciélnych a

goniometrickych funkcii. Uvedené prave
z hladiska riesenia praktickych Uloh. Podstatou metédy je

strany zahrnaju dostatoéne 8$iroky
triedu funkcii ;
vyjadrenie rietenia v tvare urcenom podla pravych stran a s koneénym poéton
neznamych koeficientov, ktoré nédjdeme dosadenim uvedenej funkcie - rieSenia
do LNDR (3.1). Metdda sa nazyva meidda newrnéilych HRoeficiendov a jej vyhoda

je v tom, Ze riedenie ndajdeme bez operacie integrovania.

Uvazujme pravu stranu v tvare

£(t) = q (e, £ e R (3.5)

kde q (t) je polyndm stupfa m s realnymi koeficientami a exponent f je
m
komplexne ¢islo.
Zadkladnd my$lienka metddy spoiva v tom, 2Ze derivovanim funkcii tvaru

(3.5) opdt dostaneme funkcie tvaru (3.5). RiesSenie LNDR (3.1) hladame v tvare
£ k m m=-1 [3t
X (t) = vub te+b t % ...+ -D)e (3.6)
' g 0 1 m

kde B, D .. ;b sU nezname komplexné keficienty. Exponent k sa rovna

1 m

0
ndoobnooid ¢isla B ako forera charaklenioticke; rovnice

n n-1
BoEaClgE Tk A r +'a = 0 (3.7)
0 1 n=1 n

Ak P nie je korefom rovnice (3.7), kladieme k = O.

Dosadenim funkcie (3.6) do rieSenej diferencidlnej rovnice (3.1) dostane”

me porovnanim lavej a pravej strany rovnost dvoch polynémov stupha T

a porovnanim koeficientov sustavu m+l linedrnych algebrickych rovnic né
urc¢enie neznanych koeficientov by b,..., b Tato sustava ma prave Jany
1 . m

rieSenie, o Com sa ¢itatel mdZe presvedeitf v 1lit. [61, [10], [151:

Priklad 2.10
Najdime véeobecné riedenie LNDR

X''+ 4x = tet (3.8)
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Najskdér najdeme véeobecné riefenie prisluénej
homogénnej rovnice

R B C SR )

Jej charakteristicka rovnica

r’+ 4 = 0

ma komplexne zdruZené korene r = 21,

1,2 ktorym zodpovedd redlne vseobecné

rieSenie

xh(t) = c cos 2t + czsin 2E, £ € R (3.9)

Funkcia na pravej strane rovnice (3.8) je sU¢inom polynému 1. stupha

a exponenciadlnej funkcie. Jej exponent f = 1 nie je korenom charakteristic-

kej rovnice. Partikularne rieSenie rovnice (3.8) potom hladame v tvare
o t
xp(t) (b0t+b1)e

Dosadenim funkcle xp(t), t € R; do rieSenej rovnice (3.8) dostaneme:
| e t
[Sbot + (2b0+5b1)]e = te

Porovnanim lavej a pravej strany poslednej rovnice ziskame systém linearnych

algebrickych rovnic

ktorého riesenim je dvojica

Partikuldrnym riesenim je potom funkcia

2

1 t
Xr(t) = (gt E)e
a vdeobecné rieSenie rovnice (3.8) je suétom vSeobecneho riesenia (3.9)
a funkcie X

2 t

4 i & b . : 2
x(t) = clcos ac + c231n 2 + (gt 25)9 . C1’ Cz’ B e R
Priklad 2.11
Najdime partikularne riesSenie rovnice
xit=gx'+ 2x = g0t (3.10)
Ries$senie. Prislusna charakteristicka rovnica

2y +2'=0

mé komplexne zdruzené korene I .= e 3 28

Prava strana je suéinom konstanty (polyndému nultého stupna) a
exponencidlnej funkcie s komplexnym exponentom. Tento exponent je jednoduchym
korefiom charakteristickej rovnice. Hladané partikuldrne rieSenie a jeho

derivacie su:
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