Riegenie ulohy splfha

t-0

&o znamend, 2e mnozstvo populécie sa blizi s rastuicou ¢asovou hodnotou k
stabilne) hodnote A na rozdiel od predchadzajucich prikladov, kde riesenla
rovnic populaéne) dynamiky mali nevlastni limitu v nekoneénom, resp. koneé¢nom
&ase. V pripade 0 < & < A Jje funkcila vyJjadrujuca riegenie rastuca a v pripade

E > A Kklesajuca (obr.6).
Postup riesgeni predchadzajucich uloh mdzeme pouzit a) pri riesdeni
véeobecnejsej zac¢iatoéne) ulohy pre diferencidlnu rovnicu 1.rddu so
%!, = LLEIg () (3.23)
x(t) = & (3.24)

Ak g(§&) = 0, funkcila
% : R—=3R, x(t) = §
Je stacionarne rieédenle.

Nech & € (c,d) , g(x) # 0 pre véetky x € (c,d) a funkcie f:(a,b)—R,
g:(c,d)—>R su spojité.
Rovnicu (3.23) zapiseme v tvare

dx
|, g f(t)g(x)

a forméalne
1

ET§de = f(t)dt

Obojstranne Jju integrujeme so zretelom na zac¢iatoéné podmienky a dostaneme
rovnost

T
1
dy = ff(s)ds
g(y) "

e X

resp.
t

X
1
g ET;T dy = Go(x) = H(t)= {f(s)ds

Riesenie zac¢iatoénej ulohy (3.23), (3.24) ma potom tvar
x(t) = G'IH(1)], t € (a,p) (3.26)

Interval (a,B) obsahuje véetky body t € (a,b), pre ktoré plati H(t) € (y,8),
kde (y,8) Je defini¢ény obor inverznej funkcie G;ﬂ

Priklad 1.12.
Riedme zac¢iatoénu ulohu

' = - £
N X (3.26)
x(t) = E, E¥ O (3.27)
20

resp.

X de = -t dt

Po integrovani dostaneme vztahy:

x t
fy dy = -§s ds
E : 4

1

2
‘2—(‘5

LR 2B 2
E(XE) t)

2

x® = g%+ o2~ t2

Pouzitim inverzne) funkcie dostaneme & prihliadnutim na predpoklad x > 0
riesenie zaéiatoc¢nej ulohy (3.268), (3.27) v tvare
St im QP T/ g™ %t < 4T e)" (3.28)
Ak & < O, rlesenie ulohy (3.34), (3.36) ma tvar
Sit) = ~ta%extut il (pPen®) i c ¢ « g (3.29)

Grafy rieseni pre roézne hodnoty te.E) su polkruznice so stredom Vv bode

(0,0) a polomerom (§z+ t?)'’2  leziace v horne), resp. Vv dolnej polrovine

{abr,7).

Qbr. 7
Grafy rieseni zaé¢iatoénych uloh (3.26), (3.27)




V nasledujucej

Veta 1.2.

Nech f:(a,b)—R, g:(c,d)—R su spojité funkcie, =t € (a,b), £ € (c,d),.
a) Ak g(&) = 0, funkcia

x:(a,b)—R, x(t) = § (3.30)

Je olaciondnne riesenie zadiatoénej ulohy
X' Cw P Ht g i) (3.31)
x(t) = (3.32)

b) Ak g(x) # 0 pre vdetky X € (ec,d), existuje jediné riegenie
za¢iatoénej ulohy (3.31), (3.32), ktoré ma tvar

x(t) = G;‘[H(t)l. t € (a,B) (3.33)
kde
t
H(t) = ff(s)ds, Tt € (a,B) s (a,b) (3.34)
4
T
Go(x) = g ET;Tdy. X £ (e,d4) (3.36)

D:B ki-a 2. Ak g(E) = 0, tak dosadenim do rovnice (3.32) vidime, ze

konétantnd funkcia definovand vztahom (3.31) splna rovnicu (3.32),
derivacia konstantnej funkcie Je nulovd funkcia.
za¢iatoénd podmienka (3.33) a teda funkcia x(t) = 13
zaC¢latoénej ulohy (3.31), (3.32).

Nech g(x) > 0 pre véetky x € (c,d). Funkcia
integralom (3.36) je rastuca, pretoze

pretoze
Su¢asne Je splnena
» t € (a,b) Jje riegenim

Go:(c.d)—aR definovana

> S
Go(x) 163 20, %€ Le'd)

Obor hodnét funkcie Go Je 1interval (y.8),

~® £ y < § £ w. Teda funkcia
G,: (c,d)—(y,8)

Je bijekcia a existuje inverznad funkcia G;%(x.b)-a(c.d).
Pretoze Go(E) = 0, plat{ vztah O € (y,8). Sucasne H(t) = 0. Pretoze funkcia
H:(a,b)—R Jje spojita, existuje taky interval («,B), ze

t € («,B) < (a,b), H(t) € (y,8) pre véetky t € (a,B)

Funkcia x:(a,B)—R, x(t) = G:TH(t)l; Je diferencovatelnda a podla viet o
derivéacii inverznej a zlozene) funkcie ([18]) plat{:

x'(t) = g(x(t))f(t), t € (a,p)

A e B ), (3.32). Teda
Nech y:(e ,B)—R Je rie

y'(t) = £f(t)gly(t))

i . )

Po integrovani posledne] rovnosti v hraniciach od © do t dostaneme podla
vety o integrovani substiticiou vztahy

= - = (t)] = H(t)
Goly(t)] - Goly(t)l Goly(t)] G°(§) Go[y

a teda

y(t) = G;‘[H(t)l Soubt)s bk le.B,)

Pretoze riegenie uvazu)leme na maximalne moznom intervale, ktorym Jje podla
predchadzajuceho priebehu dbékazu interval («,B), Je riesenie definovane
vztahom (3.33) Jjediné.

Ak g(E) < O, postupovall by sme v ddkaze rovnakym spdsobom. V tomto
pripade Je funkcia Go:(c.d)—aR klesajuca.

CVICENIA 1.3

Rieste nasledujuce zadélatoéné ulohy. Uréte maximalne definié¢né obory

riesgeni:

Lo Xm0 (] ¥ =3
2ot wmigln e 1) o xll) we
3. x' = x° L X(0) = 1

Ro%' ma" . gy =1

Rieste zadiatoéné ulohy x'= g(x), x(t) = § pre vsetky hodnoty & z
definiéného oboru funkcie g . Uréte maximalne definiéné obory rieseni, ak

6. g(x) = xz.
8. pix) axiny. . %2200

2
7-g(x)-1—;x—.x"0

Rieste nasledujuce zac¢iatoéné ulohy a uréte maximalne defini¢éné obory
rieden{:

t

i ——E——- -z
. % By x(1) 3
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t.1/2

t 10. x(t) = (2e’) e A )
e S -
10. % = x(1ln 2) 2 PRt « 2 + ain f (T
n [
11. x' = (x - 2) cotg t , x(3) = 3 3wty =-doost,-gCE LN
1 g
- — L S A
12, X w = LP S ., X(D) = wg 18, X(t) g :
ot - £t D
x2 it 1 i4; %(1) = BrCCOS === ¢
ol e 1ot
(3-t)/2
16. x(t) = e yoNey
; sin x ey ’
14. x T .X(l)—2 ‘8. x(t)=-(t+1)t.‘(.t>—1
16, xt = B Sl wom 4 Ml e g =g, ¢ <1
2 2 £
8. x(t) = In (L— - ; + BE). L &N, Bk 28" 12 > -8 ) D, Bk
G : tx : ; 5 5
0 X =_t—+—1'.\(()).—1 5
ZeE— ¢*= 0 a T Y0 t CO0 ak 2o’ x-=0 a %€ <0
2
17. x* m 25K Si0) = | £ 172 Lot
§ + ¢ £ 5 (2% 2a%)V. ax'gt= "¢ 0 8 % ¥ B
2 = - 2
Rieste zac¢iatoéné ulohy x'= f(t)g(x), x(tr) = § pre véetky pripustné L < -(x2- 205)“ ) T a o e W B e M S
hodnoty T, € a uréte maximalne definiéné obory riesdeni, ak ig. mit) = =In le—§+ Int - Intl, 0 <t < t explexp(-E)])
~ 2 = -X
. fiipve) = 46 20. x(t) = §& exp e L ) b0, akati) 051 €0, 8k X <K
x
e
. v 4 B e = b X
19. r(t)g(x) e Sl B it » o~ anle 5 0%~ a'). % € in (v §")
= -3 =
20. fltipg(n) = 2%t . t 0 t 2,1/8 , € :
? 22. x(t) = (sign £)(2 1n < + £ 34 . £ di% axpl— 2—), Bk T >0
2. Fligix) we o
t ¢ v expl— f)' ak t < O
o N |
2e. fltigix) = Ti il t 2.0, X% 0
VYSLEDKY CVICENI 1.3
1. 2B =" el
o
e -X(T) - s LK ln e 1)
gy 1aeua
8. im(sdmd: < ae3 R 4 4% %

s, Xit) == in t. v € R

S e e 1 :
6. x(t) R T t € (E.m), ak § < 05 t eRisak E = 0,

t w (.20, ak'E> O

€
Lt
6. x(L) = i EeR
7. x(t) = ((1+E%)6™* "= 112 | ¢ > - 2 In (1467, ak € > O;
WOE) = SreREN M iy A 4y . % In (1+€%), ak £ < O
8. x(t) = arccos (1 - e') v LoCiIn R
2

9. x(t) = arccos (1 - %—) S 5 R SN AR
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1.4 LINEARNE HOMOGENNE DIFERENCIALNE ROVNICE 1. RADU

Najst riegenie zac¢iatoénej ulohy
X m P ULR)  X ) ek

je vo vSeobecnosti mozné len numerickymi metdédami. Napriek velkému rozé&ireniu
u¢innych numerickych algoritmov, je pre ziskanie informacii o kvalitativnom
spravani systému opisaného pomocou diferencidlnej rovnice vyhodnejs$ie poznat
Jej riesenie vyjadrené pomocou elementarnych funkcii. Medzi také rovnice, pre

ktoré je to mozné patria linearne diferencialne rovnice 1. radu tvaru
X m B roglie)

Tieto rovnice najcastejsie vznikaju aproximaciou funkcie x—f(t,x)
linearnou funkciou pouzitim Taylorovho polyndému 1.stupna.

Prvym krokom k rieseniu zaé¢latoéne) uUlohy pre uvedenu linearnu diferen-
cialnu rovnicu Jje riesenie zac¢iatoénej ulohy pre <{inedvnu fiomogénnu
difenencidlnu rnovnicu 1. adda

x'= p(t)x (4.1)

Xx{¢) = E (4.2)

Rovnica (4.1) je rovnica so separovanymi premennymi, a teda zadiatodnui ulohu
(4.1), (4.2) riedime metddou opisanou v predchadzajucej d¢asti. Rie&enie
mozeme vyjadritf explicitne na zaklade nasledujucej vety.

Veta 1.3
Nech p:(a,b)—R je spojita funkcia, © € (a,b), E € R. Potom existuje
prave jedno riesenie zaclatocénej ulohy (4.1), (4.2), ktoré ma tvar

t
x(t) = £ exp fp(s)ds, t € (a,b) (4.3)
T

D6 k az. Rovnica (4.1) je Specialnym pripadom rovnice

x' = i1 )olx)
kde

f(t) = p(t), g(x) = x

X X
GO(X) = é —T_Tdy = é %dy = 1ln % Sk 0. FE9n0

G;‘(y) =Ffe, veR

Na zaklade vety 1.2. dostaneme v pripade I W Jediné riegenie
zaciatoénej ulohy (4.1), (4.2), ktoré ma tvar (4.3).

Vztah (4.3) plat{ aj pre zaé¢iatoéni hodnotu € = 0, pretoze v tom
pripade je nulovad funkcia staclondrnym riedenim. Toto riegenie Je jediné. Vv
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opaé¢nom pripade by nenulové riesenie prechadzajuce bodom (t,0) splinovalo v
niektorom bode za¢iatoénu podmienku x(to) = E # 0. Toto riegenie ma tvar

t
x(t) = E exp fp(s)ds , t € R

T
0

a je nenulové pre vsetky t € R, ¢o Je spor s podmienkou x{t) = 0.

Priklad 1.13

Rie&me zac¢liatoénu ulohu

Xt molting  X(0) = £ (4.4)

Rie&enie. Podla vety 4.1 ma riedenie tvar

t
%(t) = & axp Jisjde’, t € R
0

Plat{ vzﬁah

t 5 ak t 2 0O;
/ 2 : = _1..
g|s|ds $ 2 ¢ 2 5 tit]

Riesenim ulohy (4.4) je potom funkcia
x(t) = E exp 3%11 A B
Z formuly (4.3) vidiet, 2e os X = 0, ktord Jje sucasne grafom

staciondrneho riegenia rovnice (4.1), oddeluje od seba dve sustavy grafov

riedeni{ zac¢iatoénej uUlohy (4.2), (4.3). V hornej polrovine sa nachadzaju

grafy rieseni{ v pripade £ > 0, v dolnej polrovine v pripade § < O (obr.8).

Obr. 8
Grafy rieseni zad¢iatoénych uloh (4.4)
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Mnozina vé&etkych rieseni rovnice (4.1) tvori Jjednorozmerny linedarny
priestor. Kazdé riesenie rovnice
XM= pli)x, "t € .(n,b)

mozno vyjadrit v tvare
X(t)y wE it . v), E e 'R, v & ta;B)

Funkcia t— u(t,t) definovana predpisom
t
u(t,t) = exp Jp(s)ds, t € (a,b) (4.6)
T

sa nazyva pechodovd funkcia zalialolne; oy (4.1), (4.2).

Rovnica x'= p(t)x opisuje chovanie niektorého systému v zavislosti od
¢asu. Stavy tohto systému su jednoznaéne urc¢ené hodnotami riesenia uvedenej
za¢iatoénej ulohy a prechodova funkcia u opisuje prechod systému od
zac¢iatoéného stavu x(t) = £ do stavu, v ktorom sa systém nachadza v dase t.

Priamo z formuly (4.5) vyplyvaju nasledujuce vlastnosti prechodove]
funkcie

) att.v) D0
14) ulx:x) = |
111) ult, viulr,o) = ult. o)
iv) [u(t,©)1™ = u(r,t)
v) =S ute, o) W plt Jud
dt 4 P auitix)

pre veetky 't, ¢, o c (a.b)

Priklad 1.14

Ndjdite prechodovi funkciu systému opisaného diferencidlnou rovnicou

x' o m AL irie p e LIPS

z '3)

R 1 e 8 e n 1 e. Hladand prechodovd funkcia Je riesenim zac¢latoéne]
ulohy

X! mifte IR NUC) wat g e (= % .%)
a ma podla (4.3) alebo (4.6) tvar
t COs T
u(t,r) = ex tg s ds = L W
p £ ¥ . exp 1n cos t cos t
n on
(Ao S ¢ 5 ,EJ

Vo vé¢sine aplikécii vystupuju linearne diferencidlne rovnice definované

na neohranié¢enom intervale. Casto nie Je treba poznat analyticky tvar
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rieéenia rovnice, ale len nlektoré jeho vlastnostl, ako napr. spravanie sa
riegenia pre nekone¢ne velké hodnoty ¢asovej premenne], alebo jeho
periodickost.

vratme sa k linearne) uUlohe populaéne) dynamiky
X' = kX, X%} =k (4.6)
Vieme, ze zac¢iatoénd uloha (4.6) mé& riesenie

St R P T T, L eR (4.7)

Nech & > 0. Potom pre funkciu (4.8) plati:

o, ak k > O

lim x(t) = < (4.8)

t =00 B,88 kK ¢ 0

Vlastnost (4.8) mozno zovseobecnit aj pre linearnu homogénnu rovnicu s

premennym koeficientom. Hovori o tom nasledujuca veta.

Veta 1.4
Nech p:(a,)—R Je spojita funkcia, T > a , £ > 0. Nech x:(a,m)—w

Je riegenie zac¢iatoéne) ulohy
X's pltIn, Xix) = & (4.9)

a) Ak p(t) 2 k > 0O pre vSetky t 2 b > a, tak

I1im x(t) = ®
t =00

b) Ak p(t) £ k < O pre vSetky t 2 b > a, tak

lim x(t) = O
t =0

D6 k a z. Riesenie za¢iatoénej ulohy (4.9) ma tvar

t
x(t) = £ exp fp(s)ds, t € (a,m).
X

Ak p(s) 2 k > O pre kazdé s 2 b, tak
t

x(t) 2 E exp fk ds = € e
c

k(t-c)

pre kazdé t 2 c = max{t,bl}.

Pretoze 1lim £ '™ = w, je aJ 1lim x(t) = w.

t =00 t =0
Ak p(s) < k ¢ O pre kazdé s 2 b, dostaneme rovnakym spdsobom ako

V prvom pripade nerovnosti

0 s x(t) s £ ™ pre kazdé t 2 c = max{t,b}
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Pretoze v tomto pripade 1lim & G0, Je aj lim x(t) = 0 a ddkaz vety
-0 =

Jje skonéeny.
Ak pre riesenie ulohy (4.9) plati vztah 1im x(t) = 0, nazyvame ho

t =0
nrechodnym olavom.

Priklad 1.15

Zistime, ¢1i riesenie zad¢iatoénej ulohy

x' = (t-t®)x, x(0) = £ > 0
Je prechodnym stavom.
Ri1iesdenie. Koeficient diferencidlnej rovnice splna vztah

lim p(t) = lim (t-t?) = -
t -0 t -0
a teda existuje b € R také, 2e p(t) < - 1 pre vsetky t 2 b. Potom podla

predchadzajucej vety je 1lim x(t) = 0 a riedenie danej zadiatoénej ulohy Jje
t -0
prechodnym stavom.

Uvazujme spojitu periodicku funkciu p:R—R s periédou T > Qi b)),
p(t) = p(t+T) pre vSetky t € R.
Diferencidlne rovnice

x"= pltix, 3 ER (4.10)

§ periodickou funkciou P sa vyskytujui v mnohych aplikaciach. Typickym
prikladom je RC-obvod s periodicky sa meniacimi odporom R(t) a kapacitou

C(t). Ak polozime p(t) = - R(T é £ » tak riedenie rovnice (4.10) vyjadruje
elektricky naboj ako funkciu zavislu od ¢&asu t . Prirodzenou je otdazka

periodickosti riegenia za predpokladu periodickosti funkcie p(t).
Uvedieme najprv dva priklady.

Priklad 1.16
Nédjdime riesdenie zac¢iatoénej ulohy

x' = (cos tix, X(0) = F (4.11)
a zistime, ¢é1 je periodické.

R1iedenie. Riedenie ulohy (4.11) ma tvar

t

x(t) = £ exp fcos s ds = & exp sin t, t e R
0

Platia vztahy

X(t+2n) = £ exp sin(t+2n) = € exp sin t = x(t), t € R

a teda riesenie za¢latoénej ulohy (4.11) Je periodické s periodou T = 2n,
ktord je totozna s peridédou funkcie p(t) = cos t.

Priklad 1.17
N4ajdime riesenie zac¢lato¢nej ulohy

x' = (cos’t)x, x(0) = E (4.12)

a zistime, &1 Je periodicke.

Riedenie. Riedenie Ulohy (4.12) ma tvar

5 2 : % + sin t) e B
x(t) = E exp Scos“s ds = £ exp é(l + cos 28)/2 ds = § explz + ——) , =
0

vidime, 2e v tomto pripade riegenie ulohy (4.12) nie Jje periodické 1 napriek
tomu, ze funkcia p(t) = coszt. t € R méd periédu T = 2n.
Nasledujuca veta vysvetluje podstatu rozdielu medzi poslednymi dvoma

prikladmi.
Veta 1.5
Nech p:R—R je spojita periodicka funkcla s periédou T > O, pricom
t+T
§ p(s)ds = 0 (4.13)

t

pre kazdé t € T. |
Potom kazdé riedenie diferencialnej rovnice (4.10) Jje perilodicke s

periédou T.

D6 k a z. Kazdé riegenie rovnice (4.10) ma tvar

t
x(t) = E exp fp(s)ds, t € R
T

kde (t,E) Jje lubovolna dvojica cisel splnajuca podmienku x(t) = &. Dale}

platia vztahy

t+T t t+T
x(t+T) = £ exp fp(s)ds = £ exp [fp(s)ds + § p(s)ds] =
T T t

t
= £ exp Sp(s)ds = x(t) pre véetky t €R
T

a teda riegenie rovnice (4.10) mé& periédu T, ¢im je dbkaz vety skonéeny.

Pozndmka 1.2
Z periodickosti funkclie p vyplyva, Zze podmienka (4.13) jJe splnena, ak

plati vztah

T4
fp(s)ds = O
T

pre niektoré ¢islo t € R.




1/5
6 - 4t 4 3
CVICENIA 1.4 ’ 3.x(t)'2[1+t] e
i tid o2 V0 mE CRES
- : & Rl - -[ I -sin t : 2 2
Rieste nasledujuce zac¢iatoéné ulohy:
t 0% % ¢ N
6. x(t) = £ CR %
2.,3/2 o
P e ey a. ult,t) = sng U01 =00 TSI~ (D aRitevel s ~1: < t,t < 1
X 2 3/2 g 3/2l_ e
2. X' = —m—m/—— | x(0) =3 = ex (£ (In t) - Sl T ’ ’
t" + 2t + 8 7. u(t, %) p I3 g 3
X wry X 1 1
' = = 2 a2t-1 3 o p g
3. x (t #°190at - 8 ! X1 8 Uit . x) = [-ét—q] v Lse N 3 t,.T 7
1/3
T X - sin 3t . L
4 = coB "t "’ x(0) 1 9. u(t.‘[) = [m] ’ 5 S R - 3
X n
6. X' = —— , x(35) = E
X 2 1§ 4 0 s e o
i $0. WLY A woages 0 € Y A4
128, . ®
Uréte prechodovu funkciu zac¢iatoénej ulohy 1. © Tu
14.
X"= plit)I%, X(v) = F . ak 13. Limita neexistuje
16. T = n
1/““‘4 16, = m -
8. pltlw gV = £ . Jt] $.4 i 18. T = 2n
17. Nie je periodicka
1 1/2 ; 20. Nie je periodicka.
7. p(t) = {(ln t) PaEE L WS 19. T = 2n
- 1 1
8. p(t)—éT__l.tfz
9. p(t) = (cotg 3t) , 0 < t <g
it 1
lo.p(t)—m.t)o,tﬂl
Najdite lim x(t) (ak existuje) riesenia x:(a,o)—R nasledujucich
L
za¢iatoénych uloh.
Bl =l o) w )
Téi X" = (2 ¢ sln BI% , X(¥) =EED>D
18. %’ = {53y tix . x(v) =
14. x' = (1 - t¥)x , x(1) = 4
16. x* = (t + t¥)x , x(0) = -2
Zistite, ¢i sU riesenia nasledujucich rovnic periodické a uréte ich
periddy T.
18, B = (s8in 2t)x
iTsex e O gin Lix
18. x' = (sin’t)x
19. x' = [arcsin (sin t)]x
20. x' = [arccos (cos t)]x
VYSLEDKY CVICENI 1.4
1. x(t) =exp (sint - t cos t - n), L € R
2. x(t) = 3 exp larctg(t + 1) -2 ], t eR
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1.5. LINEARNE NEHOMOGENNE DIFERENCIALNE ROVNICE 1. RADU

Ako uz bolo spomenuté v uvode predchadzajuce) ¢asti, velky vyznam z
hladiska teérie aj aplikacii ma zaélatoé¢na uloha pre Adneduw nefiomogénnu

difenencidbnu novnicu (1. radu)
X'wm plt)x + flo), t € (5.b) {6, 13

{(6.2)
a zac¢latocdnej

x(t) = &
Uloha (5.1), (5.2) Je charakterizovana pri pevnej funkcii p

¢asove) hodnote t dvoma vstupnymi udajmi
1. zaliatoény votup £ € R,
2. olovy volup f:(a,b)—R.

Za¢iatoénému vstupu zodpoveda zadialoénd odowwa - funkcia xh:(a.b)—aR.

ktora je riesenim za¢iatoé¢ne) ulohy pre homogénnu rovnicu
x'=pCix, t € (a,b) (6.3)
Xlx) = & (6.4)

Z predchadzajucej c¢astl vieme, 2Ze funkcia x,
tvar

Je Jednoznaéne uré¢end a ma

t
xh(t) = £ exp fp(s)ds
T

(6.5)

Silovému vstupu zodpovedd wymidend odomwa - funkcia X :(a,b)—R, ktora
Je riesenim zaéiatoénej ulohy :

X-=splitin + £(t) . tieila b (6.6)

X(x) =0 (6.7)

Dosadenim do rovnice (5.7) sa I'ashko presvedéime, Ze sucéet za¢liatoénej a silo-

vej odozvy - funkcia x:(a,b)—R tvaru

x(t) = xh(t) + xr(t). t € {(a,b) (6.8)

Je riedenim pévodne} za¢latoénej ulohy (65.1), (6.2).

Priklad 1.18

Zistime c¢asovy priebeh chladnutia telesa zaclatoénej teploty £, ktoré
Je obklopené prostredim teploty T < k. :

BRiefsnia
dielu teploty T
telesa, pricéom

Relativny pokles teploty telesa je priamo umerny roz-
vonkajsieho prostredia a neznamej teploty x(t) daného
konstanta umernosti od hmotnosti telesa a od

zavisi

X' = -kx + kT, k > 0 (5.9)
so zaé¢iatoénou podmienkou

x(0) = E

Je riesenim zac¢iatoénej ulohy

Za¢iatoénd odozva xh

B =l x(Q) = F

a ma tvar

x (t) = € . T AR

Vynitena odozva X, Je riesenim zac¢latoc¢nej ulohy

Moo= —lex o+ KT (B 11)

x(0) = 0 (6.12)

Pretoze teplota T vonka)jsieho prostredia je konstantna, je riesenim rovnice
xT(t) = T. Aby bola splnena zac¢liatoéna podmienka
ulohy (6.11), (5.12) v tvare

{6.11) nepr. funkcila

(6.12), vyjadrime riesgenie X,

kt kt

xf(t) =T ~-~Te = T(i-e )

Riesenim zac¢iato¢nej ulohy (6.9), (6.10) je potom funkcia

x(t) = x (t) + x (t) =T + (e .t &R

Vidime, 2e v procese ochladzovania klesa teplota telesa exponencialne od

za¢iatoénej teploty & k teplote vonkajsieho prostredia T (obr. 9).

Obr. 9
Priebeh teploty z prikladu 1.18

so vstupnymi hodnotami £ =3, T = 2, k = 3
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V predchadzajucom priklade sme nasli vyniteni odozvu x. pre konstantné
funkcie p, . Vo vdeobecnosti ziskame riesenie X, za¢lato¢nej ulohy (6.6),
(6.7) vychéddzajuc z riesenia X, ulohy (6.3), (56.4). Pouzijeme metlsdu
varidcie fonstarndy. Metdéda tkvie v nahraden{ konstanty £ vo funkcii

t
x (t) = £ exp Sp(s)ds
T

funkciou t—E(t). Teda riesenie X, hladame v tvare

t
xr(t) = E(t) exp Sp(s)ds, t € (a,b) (6.13)
T

kde £:(a,b)—R Je (zatial) neznama diferencovatelnd funkcia. Dosadenim
hladanej funkcie X, do nehomogénnej rovnice (6.6) dostaneme pouzitim vety o
derivacii sduéinu a zloZzenej funkcie vztfah

t t

E'(t) exp fp(s)ds + E(t) p(t) exp fp(s)ds =
T T

t
= p(t) E(t) exp Sp(s)ds + f(t)
T

a po uprave
t

£ () = T(t) exp [-jple)ds], t € (a b) (6.14)
T

Aby bola splnenda nulovd zadéiatoéna podmienka (5.7), musi funkcia & splnat
podmienku

E(x) =0 (6.16)

RieSenim za¢iatoénej ulohy (6.14), (6.15) je funkcia

t S
E(t) = ff(s) exp [-fplo)ds] ds (6.16)
T T

alebo pomocou prechodovej funkcie (4.5) a JeJ vlastnosti iv)

t

E(t) = ff(s)u(r,s)ds, t € (a,b) {65.17)
T

Funkcia - vynitena odozva xr mé& potom tvar

t
xr(t) = ( ir(s) exp (—Ep(a)da] ds] exp Ep(a)do (6.18)
alebo
t t
x (t) = if(s) expip(a)da ds = ir(s)u(t.s)ds. t € (a.bh) (6.19)

Riegenie povodnej za¢lato¢nej ulohy £5.1) . (6.2)

pre nehomogénnu
linedrnu diferenciélnu rovnicu 1. radu mé4 nakoniec tvar
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x(t) = xh(t) + xr(t) =

t s ¢
= [E +if(s) expl-fp(o)do] ds] expfpl(o)do =
T T T (6.20)
t
= ¢ ultyz) £ Ir(eyult,s¥de g t '€ (a.,b)
T

Postup rilesenia zad¢latoéne] ulohy G (b 2) mozno vyjadrit

nasledujucou schémou:

x-t)
fit) R RPUCTRPT UL ) | o 5
x(t) = & —_ x(t)
————
g xh3t5

Priklad 1.19
Riesme zac¢iatoénu ulohu

xtw (cOotp T)x + e‘sin | A x(%) = 2

(6.21)

R 1 e 8 e n 1 e. I. Najprv riedime zac¢iatoénu ulohu pre homogénnu

rovnicu
x'= (cotg L)x, x(%) = 2
Riedenim zaé¢latoénej ulohy (6.22) Jje funkcia - zaé¢latoénd odozva
b £ Ccos §
x (t) = 2 exp § cotg s ds = = 2 exp § SR 48 =
2 n/2 n/2
= 2 axp lntesin:t) = 2 sin t,; t € (O,n)
II. Pokradu)eme riesenim nehomogénnej ulohy
t n
x'= (cotg t)x + e sln t, x(§) =0
Riesenie X hladame v tvare
= Elf) ultes)
xr(t) 2 ult,s
kde t—ﬂu(t,%) je prechodova funkcia homogénne] nlohy (6.22).. 'V
pripade
u(t.%) = sin t
a teda

xr(t) = E(t) sint, £ & (Q.x)

Funkciu £(t) najdeme dosadenim funkcie x = x_  do nehomogénne)

(6.23). Dostaneme rovnost

t
E'(t) sin t + E(t) cos t = colg t Elt) sin &t % e8ln t
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(6.22)

(6.23)

nasom

ulohy




