xr(t) - Bt .00ﬂt

x:(t) = bl(1+i)t+1]eM*Mt

(1+1)
X3V (e) = b[(1+1)%t+2+2110*1 = b(2it + 2+421)e"" >

Dosadenim do rovnice (3.10) dostaneme rovnost

(1+1)t

(1+i)t
b[2it+2+2i-2(1+i)t-2+2t]e = 4"

Porovnanim lavej a pravej strany ziskame rovnost
b 2i =4
a teda

b= =3i

Hladané partikuldrne rieSenie ma potom tvar

x (t) = -2it g uiiets 2

Pomocou LNDR s exponencialnymi pravymi stranami s komplexnym exponentom

riefime linearne diferencidlne rovnice s konsStantnymi koeficientmi a pravymi
stranami tvaru

at
fc(t) = qn(t)e cos wt

£.(%) =.4¢q (t)eatsin wt,
S m

kde q_(t) je realny polyném stupfa m a « € R.
Funkcie f (%), £(t), t €R mbZeme vyjadrit v tvare

fc(t) = Re f(t), f‘(t) = Im f(t)
kde

£(t) = q_(t)e‘“’“”‘= qn(t)e“‘(cos wt + i sin wt) (3.11)

Vyésie opisanym sposobom ndjdeme (komplexné) partikularne riesSenie x;

diferencialnej rovnice

(n) (n-1)
ax <8 (x+Wi)t

A s o 1x'+ 8 dc; = qm(t)e (3.12)

—
PoloZme:

x Bnix ©ANT e
= m
r r o

Pouzitim linedrneho operdtora L lavej strany rovnice (3.4) dostaneme vztahy
Lxr = L(Re x, + 1 ¥m x;) = L(Re x;) + 1 5{Im x;) =
B Ay Y S G
c s

Porovnanim redlnych a imagindrnych ¢asti ziskame rovnice pre redlne funkcie

L(Re x7)(t) = £_(t) = qn(t)e“‘cos wt

L(Im x})(t) = £ (t) = q_(t)e“‘ain wt

Teda partikularne riesenia LNDR P
B “ar°nét““tHUM1 koeficientami a pravymi
gtranami qn(t)° cos wt, resp. q (t)e "sin wt

sU redlne resp. imaginarne
¢asti rovnice (3.12) s komplexnou pravou stranou. ¥’

Pr‘klﬂ.d 2.12
Najdime vSeobecné riesenie LNDR

X''=2x'+ 2x = 4e'sin t

(3. 13)
Riedenie. Zatneme s riedenim LHDR
X''=-2x'+ 2x = 0 ' e
charakteristicka rovnica
rz- 2r ¢+ 2 =2 0
s komplexne zdruZen¢ korene Ny 1¥i. VSeobecné riesenie rovnice (3.14) ma
potom tvar
2 R cletcos t + Cletsin t

Pravd strana LNDR (3.13) splna vztah

S (1
4e sin t = Im 4e e din

Partikuldrne riedenie rovnice (3.13) ziskame ako imagindrnu ¢ast riedenia X
imagina -

rovnice s komplexnou pravou stranou

x''-2x'+ 2x = 4e*" (3.15)
V priklade 2.11. sme nasli rieSenie rovnice (3.15)
x;(t) = -2it U
Partikuldrne rie$enie LNDR (3.13) potom je
x (t) = Im x_ (t) = -2t etcos t , t € R
s
Hladané véeobecné riesenie ma potom tvar
xX(t) ™= xh(t) + Xs(t) -
= e‘(clcos Tt + clsin t = 2t €98 t), t € R
Pozndmka 2.3
V pripade lineadrnej nehomogénnej diferencialnej rovnice
ix = ¢t'* 9
mdZeme vyjadrif jej partikuldrne riesenie X =V tvare
xp:xr+xg
lx = f resp. Lx =.9.

o X, resp. X siu partikularne rieSenia rovnic
g

VYplyva to ze vztahov

L(x * xg) = L(x)* L(xg) i e
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Priklad 2.13
Najdime vSeobecné rieSenie LNDR
xV- x =t%+ 5 cos t (3.16)

Ried&endie. Najprv ndijdeme v8eobecné rieSenie LHDR

(4)
X

o (8. 17
Charakteristicka rovnica
- 1 = (r-1)(r+1)(r%+1) = 0

ma charakteristické korene

Vdeobecné riesenie rovnice (3.17) ma potom tvar
& t -t
xh(t) e + c,e + c,cos t % cqsin t
Prava strana nehomogénnej rovnice (3.16) ma tvar
£(E) + gi(t)
kde

£(t) = t%, g(t) = 5 cos t

PretoZze O nie je charakteristickym korenfom, hladdme partikuldrne riesenie
rovnice

(4) 2
> Sl o (3.18)

v tvare
2
xr(t) = bot + b‘t i bz
Derivovanim funkcie xr a dosadenim do rovnice (3.18) dostaneme rovnost
z 2 #: {52
bot blt b2 CrpltYE R
ktord je splnend prave vtedy, ked

b0= =% b1= b2= 0

Partikuldrne riesSenie rovnice (3.18) potom je

el e
xr(t) 2

Pokra¢ujeme rovnicou

x*- x =5 cos t (3.19)
Nahradime ju rovnicou s komplexnou pravou stranou

(4) it
X - x-= 5o (3.20)

PretoZe 1 je jednoduchy koren charakteristickej rovnice, vyjadrime partiku-
larne riefenie rovnice (3.20) v tvare

x;(t) = bte'*

Po derivovani funkcie x; a dosadeni do (3.20) dostaneme identitu

b(t-4i) - bt = 5

)
potom b =2i a

" u g gl
R () 2l

partikularne rieSenie rovnice (3.19) je redlnou ¢astou funkcie x"

5. -1 it 208
x,(€) = Re Zit e = It Re [i(cos ¢ + 1 sin €)] = - 3¢ sin ¢

yéeobecné riedenie LNDR (3.16) md potom tvar

x(t) = xh(t) + xr(t) + xg(t) -

t -t 2
= cle o cze 5 C3COS s B cqsin ) <t SR %t Sin't
Pozndmka 2.4

Ak koeficienty linearnej deferencidlnej rovnice, ako aj jej prava strana

su spojité funkcie na intervale (a,b), existuje podla vety 2.1. prave jedno
riesenie zac¢iatoCnej ulohy

(n) (n—l)+ i

X * al(t)x s anq(t)x'+ an(t)x = -£(t) (3.2%)

(n-1)
X

x(t) = Eo‘ x'(t) = El: i () = Enq (3% 22)
T € (a,b), EJE ) ety et o Tl L SIS
Riedenie ulohy (3.21), (3.22) ziskame vypo¢itanim konstant CirevenC, zo

vieobecného riesenia (3.3), tak aby boli splnené zac¢iatolné podmienky (3.22).
Dostaneme systém n linedarnych algebrickych rovnic, ktory ma prave jedno

rieSenie.

Priklad 2.14

Riedme zac¢iatoé¢nu ulohu

x''+ 4x = te' (3.23)
x(0) =11, %" (C0)un = (3.24)
Rie&enie. V priklade 2.10 sme nasli vSeobecné rieSenie rovnice
(3.23)
2

1 4
x(t) = c cos 2t + czsin 2t + (gt - 53)3 P 6. 8. t €R

Na zaklade zadiato¢nych podmienok (3.24) dostaneme systém rovnic na urcenie

konstant ¢, c .
1 2

" 08

x(0) = c 25

gt g
# (0} e & 5 ag® S

RieSenim tohto systému su konstanty
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Riegenim zac¢iatoénej ulohy (3.23), (3.24) je potom funkcia

x(t) = 2L cos 2t -

2 t
25 —E)O;ten

sin 2t + (%t

N'H
[F1FS

Pozndmka 2.5

V tejto ¢asti
linearnych nehomogénnych diferencialnych rovnic n-tého radu s konsStantnymi
V pripade lubovolnych pravych
ktora je
linedarnej

partikularnych

sme sa zaoberali hladanim rieseni
koeficientmi a $pecialnymi pravymi stranami.
strdn sa partikularne riesenia hladaju metddou wvamdcie £ondtdnd ,
zovieobecnenim metddy variacie konstanty pouzitej pri rieseni
diferencidlnej rovnice 1. radu. Metddou varidcie konstant sa budeme zaoberat
v 3. kapitole pri nehomogénnych systémoch linedarnych diferencidlnych rovnic.
Oby¢ajné diferencidlne rovnice n-tého radu mdézu byt vyjadrené aj pomocou

systému n diferencialnych rovnic 1. radu.
CVICENIA 2.3
V Ulohdach 1 - 3 najdite vSeobecné riesenia diferencidlnych rovnic:

3. X' = Ix' + 10x = E(t) ; ok
a) £(t) = 40

b) £(t) = 20t° - 28t + 14

¢) £(%) = —-13 o™

d) £(t) = 6 2"

e) f(t) = —-e°t(6t + 7)
£) £(t) = 65 sin 2t

g) £(t) 8 e°'sin t

ad: %2 1+ 4% =nof(t) ] ‘ak

a) £(t) = t* - 2t

b) f£(t) = cos 3t

e) £(t) =~ con: a2t

d) f(t) = e 2*

e) f(t) = 2t sin 2t
£) £(t) = t e’*sin 2t
3. x'' - 4x' + 5x = £(t) , ak
a) £(t) = &*

b) £(t) = sin £

c) £(t) = 2t?

d) f(t) = e’'sin t

e) £(t) = e°'sin 2t

2t
t o cos t

£(%)

§ XU x' =T

L R axl = g% eqt

ke x 4tet

h. g 4+ x' - 2% = Ste'

A %' + 4x = 4t2e2t

9. x"' + 2x = t cos ¢t

10. x'' + x = 6te"

11. x'' + 4x = te®*

iy R) - 3x = tle'

13, x'" - 4ax = e '+ te™

14 x' 26~ t°

1§ %! + 2x = t%+ sin 2t

8 =" -6x =t + "

17. x'° = 5 gin 3¢ + cos 3t + Bin 3t

e X'’ +x=e'+ et

Akl * x) = X = 20"

ane R+ 4x' = 5x = 1

21 Pk Bl + B = = l% gcos 2t

dai x'! rax = et

23. x''' + 3x'' + 3x'+ x = e 'sin t

ah.%''' + eiain £ ¢ tiepaak

25. x''"-x=+¢> -1

26. x''' - 3x' + 2x = e "(4t® + 4t - 10)
RieSte nasledujuce zac¢iatoéne ulohy:

al: x! sEEdn o, k(0] = 1

28. x'" 4e’ , x(0) = 4, x'(0)

29 x'° T R R

30, x'° + 2x = te ", x(0)

91, 4x'' + 16x' + 15x = 46 V%,

B L = A(1 - t) , x(0) =

33, x'' BNt t - 9), =(0)

3. x''' - 3x' - 2x = 9¢°* , x(0)

35. x* + x'' = 2 cos t , x(0) =
BLYR) =0

3. x'' - x 4t . x(0) =0, ®»' (=0

Bl k') « x = gin ¢t , x(0) = 1 ,

3. x'' -5x' +6x=t + e , x(0) =0, x'(0)

B X' - x' = 3(2 - t%) , x(0)

BT . oanit 4 oy om =20 , %(0)

y cvi¢eniach 4 -

19 najdite v&eobecné riesenia diferencidlnych rovnic:

—
—
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i
a)
b)

c)
d)
e)

f)
g)

3.
a)
b)
c)
d)
e)
f)
3
a)
b)
c)
d)
e)

£)

4.

S.

10.

11.

12.

VYSLEDKY CVICENI 2.3

2t St

+ 3 ot
x(t) =ce + ce xp( )
x (t) = 4
= 2
X:A{L) = 8 *.3
P
3t
x (t) = 6e
P
x () = -2te’t
2
x (¢) = (t%+ 3t)e”
x (t) = 3 sin 2t + 7 cos 2t
. 2
x (t) = (3 cos t - 8in Y)e S
P
x(t) = c,cos at + czsin at ¥ xp(t)
; e T S e S 3
o A Bt u el > T3
x (t) =—lcos 3t
P 5
T
x (t) = = sin 2t
P -
p AR SR
xp(t) =R e
2
= \ B e
Xp(t) = (32 2 )cos 2t
x (t) = " eu[(st - 1)sin 2t + (7 - 10t)cos 2t]
) 100

x(t) = em(clcos s czsin t) + xp(t)

% () &l
P
% (t) = l(cos t+ aln t)
= 8
N A 44
RS Y 18
X (k) = = t ez'"cos t
P 2
x (t) = - L e2%5in 2t
P 3
x () = %(tzsin t + t cos t)et
PR

c1 + cze + 3t s

-t 3t L .4k
Cle + Cze + g e

clcos R czsin £ % (3¢ = 2)et
2

t -2t T IR |
cle + cze + (2— 3)9
clet + cze" — (2t2 Ry o 3)0Zt
t 2t 1 x 1
c.e + c,e + 100 (10t 12)cos t - 100
a. &
(c1 + czt + t)e
-2t t 1 2t
+ —_—
Sh, Tapie L GE Y
3 2
t -3t = t t
+ — — E—— R —
Y R YT TRt e
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0

(30t + 34)sin t

Uty g e =
14.
15.
16.

17.

18.
19.

20.
21.
22.
23.

24.
25.
26.
27.
28.

29.
30.
3l.
32.
33.
34.
35.

36.
8.

38.
39.
40.

4t t -4t

-t TREE
§8 +06 + te+ bt
1 2

t 1 2
e (c,sin t + c,cos £) + 75(2 cos 2t - sin 2¢t) + %—
-3t 2t E 2t _ E = 1_-
- G i B S .
cxcos 2t + czsin 2t = . 81n Ak - % cos 3t - % cos 2t
2
= -t . -t ) s
+ — + =
Cxe + czte 2 e 2 e
c e"’ + czeuz + o
t ) SR
c1e + czte 10

e"(clcos 2t T czsin 2e) = -lz-cos a2t — 2in 2t

t
e

2

(c.cos at + czsin at) -
- S

-t 2
+ +
e (c;1 + czt c3t Gos t)
1 t2
+ i + - - —
c, - czcos s = c351n t 4t sin't 2 cos t
cae_wzsin —gt -~k -5

-t/2 V3
e et + c_e cos —t +
1 2 2
-2t t

(8t czt)e‘ tio M & (2 + t - 1)e”

cos t + %(sin t - t cos t)

2cost—551nt+29t
g -2 + e -1

e '(t - sin t)

(1 i t)e-3t/2 + 29—5(/2
e'. + t2

of(e* - t2 -t + 1)

= (e ~ ¢ ")

Es= %t sin t - 2 cos.t

2 sinh t - 2t
1 1
[1 Ethos . + 2 sin t

+ See3
36

the" - p1e™t t L6t +5

t 3
- . W

-t -2t
4= ‘9@ + e 5

81

+

t
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2.4 VLASTNOSTI RIESEN{ LINEARNYCH
DIFERENCIALNYCH ROVNIC DRUHEHO RADU

Ako sme uz videli v castl 2.1 pohybové rovnice odvodené z druhého Newto

novho zéakona su linearne diferencialne rovnice 2. radu s neznamou funkciou

vyjadrujucou pohyb hmotného bodu, alebo telesa. Tieto rovnice modeluju aj
dalsie javy, ako napr. elektrické obvody. Zac¢neme S najjednoduchsou rovnicou

vyjadrujuicou malé kmity kyvadla alebo telesa na pruzine.

{f Netlmneny N ol o Yoe k ¥Yop.oh:y b

Uvazujme rovnicu

y gy o wix = U0 >0 (4.1)

Neznama funkcia x(t), t € R vyjadruje pohyb kyvadla s malymi kmitmil, ak
w = (%)”2. kde g Je gravitaéné zrychlenie a £ je dlzka kyvadla.

Ak w = (%)”2. kde k > O je materialova konétanta pruziny a m
je hmotnost telesa zaveseného na pruzine, potom funkcia x(t),.5. € R vyjadru-
je jeho kmity.

Charakteristicka rovnica diferencialne} rovnice (4.1) ma dvojicu kom-

plexne zdruzenych korenov 0 + w i, ktorym zodpovedd v$eobecné riesenie

x(t) = c cos wt + czsin wt, c,..c, € R (4.2)
Ak su dané zaéiatoé¢nad vychylka a zaéiatoéna rychlost

x(0) = g, x'(0) = E (4.3)

—

a pohyb je vyjadreny funkciou

o-
N
=l

x{t) = Eo cos wt + Gl sin wt (4.4)

K &tudiu kvalitativnych vlastnosti nenulového riegenia je vyhodné transformo-
vat funkciu (4.2) na amplitudovy tvar

x(t) = A sin (wt+g) (4.6)

kde

2,1/2

A= (cf+cz) > 0

je amplidida a ¢ € [0,2n) Je fazovy npooun, pricéom plati:

0

Cc

sin ¢ = 5= , cos ¢ = £

Pohyb definovany rovnicou (4.6) nazyvame neidmeny havmonicky nofyb. Hmotny
bod osciluje periodicky okolo rovnovaznej nulovej polohy s peridédou T = 25
(obr.11) a frekvenciou w .
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0] ) i
Netlmeny harmonicky pohyb

Obr. 12
Tlmeny harmonicky pohyb

8 Y1meny pohyb. Ak pri pohybe kyvadla alebo kmitani telesa

na pruzine berieme do uvahy odpor prostredia, ma diferencialna rovnica pohybu

tvar
EELERC S wzx =0 (4.6)

kde « > 0 Jje koeficient odporu prostredia a w 2 0 ma ten isty vyznam ako

pri netlmenom pohybe. Charakteristicka rovnica

r2+2ar+wz=0 (4.7)

ma redlne alebo komplexné korene, ktoré uréuju charakter riesenia.

a) Ak 0 < « < w, rovnica (4.7) ma komplexne zdruzene korene

2 2.1/2
pim —a % it | RS )
1,2

VSeobecné riegenie rovnice (4.6) mé potom tvar
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x(t) = e'a‘(clcos gt + czsln Bt) (4.8)

alebo v amplitudovom tvare
x(t) = A e_at sin (Bt + ¢) (4.9)
kde amplituda A a fazovy posun @ su definované rovnako ako v netlmenom

pripade. Pretoze a > O, je frekvencia f mensia ako v netlmenom pripade.

Oscilujuci bod dosahuje nekoneé¢ne mnohokrat nulovu polohu a suc¢asne plati

l1im x(t) = O (4.10)
t-om
Graf funkcie X lez{ medzi grafmi exponecialnych funkcii = A e'a‘, t €]
(obr.12).
b) Ak a = w, charakteristicka rovnica (4.7) ma Jeden realny dvojnasobny
koren rl,2 = -w . Vseobecné riedenie rovnice (4.6) je
x(t) = e "‘(c+. ct), t €R

Nastava #&nuiticke Umenie. Hodnota a = W je najmensia hodnota, pri ktorej

nenastanu oscilacie a riesenie splha podmienku (4.10) (obr.13).

Obr. 13
Kritické tlmenie

c) AK a > w, charakteristicka rovnica ma dva redlne korene

2, o e
S B V(a®-w"). Véeobecné riesenie ma tvar

={ ok -(a-
x(t) = ce ohfils, c,e (o=l ¢ o g

Nastava pripad peidmenia, pretoZze obidva charakteristické korene su zaporné.
Kazdé riesenie exponencidlne konverguje k nule pre t—wo (obr.14).
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Obr. 14

Pretlmenie

3.0dozva pravej strany. Uvazujme nehomogénnu rovnicu

' o 2

X +:20 ¥+ WX = £(t), t e R 4.11)

za predpokladu O < a < w. Vseobecné riesenie rovnice (4.11) ma tvar

x(t) = xh(t) + Xf(t) = (4.12)

= e_at(clcos pt + czsin pt) + xr(t). I €R

Funkcia X, vyjadruje odowwu prawe; otramg (oilovd odov) ) .

a) Nech a« > 0, f(t) = k # 0. Potom

x(tv) = xh(t) + kw

Funkcia x Je nechodny otaw, pretoze

Fim x (C)
h
t-w

]
o

Konstantna funkcia x (t) = ko 2 je uoldleny otaw a plati

1im x(t) = kw2
t-w

e na kondtantnej hodnote (obrib).

Teda riesenie sa postupne ustalu]

b) Nech f(t) = kt, k > 0. Potom
S o ko ~Boy ).t s R

Teda odozva pravej strany Jje opat linearna funkcia. Pretoze funkcia X, je

ohranié¢end, prevazuje pre velké hodnoty t vplyv pravej strany a

lim x(t) = lim xr(t) = ®
t-0 t-w
(abr. 16).
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Obr. 16
Ustalovanie pohybu

BE SRS

Obr.*16
Tvar riesenia pri vstupe f(t) = kt, k > O

c) Nech a« =0, f(t) = B sin (yt + v). Riedime rovnicu
LI 2
X r WX = £{t) = B.sgin. (yt +.p) (4.12)

Ak y # w, tak 1y nie je korenom charakterlstickeJ rovnice

r? + wl= 0

a kazdé riegenie ma potom tvar
x(t) = xh(t) + xr(t) =

.13)
= A sin (wt + ¢) + it

5o BAn (ytod4 u)
o £
A €R, p € <0,2n)

Teda riesenie je suétom dvoch periodickych funkecii vyjadrujucich Jednoduché

86

harmonické kmity. V porovnan{ s pravou stranou sa zmenila pri jej odozve x

{pa amplituda. Funkcie X, a X, maju periody sz B SN, resp.

7n =
21 n e N. Funkcla x = x + x_ Je periodickd, ak pre niéktoré prirodzené

giale m,, N, = N e
2nm 2nn
o3 0
w Y

e "vonkaj&la" frekvencia y je ndsobkom raciondlneho é&isla a “povodnej"
frekvencie

n
[ (s [—2 W
m (4.14)

Ak plati (4.14), zakladné periody funkcii x &% sa T = ] resp. T = =1
h r Y (11 g r Y

a zakladna perioda funkcie x je

Ak frekvencie y, w nesplnaju vztah (4.14) pre ziadne raciondlne é&islo

n
ﬁg vysledné riesenie nie je periodickou funkciou. Nazyvame Jju {akmer, alebo

0
tvaziperiodickow funkciou.

Priklad 2.15
Riesme zac¢iatoénu ulohu
X'+ 4x = 12 cos t (4.156)
x(0) = x*(0) = O (4.16)

a zistime, ¢é1 riesenie je periodickou funkciou.

Rie&enlie. Vseobecné riesenie homogénnej rovnice ma tvar

x (t) = ccos 2t + ¢ sin 2t, t € R
h 1 2

Obr.. 17

Graf funkcif f(t) =12 cos t 8 x(t) = 4(cos t - cos 2t)
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1
Pretoze vonkaj&ia frekvencia y = st U bude vysledné riesenie periodickgy,
= = 2n. Konkrétnu o
funkciou so zékladnou periodou T = 2T, T dozvu prayey

strany hladame v tvare
xr(t) =acost+bsint

Dosadenim do rovnice (4.16) dostaneme & = 4, b = 0, a teda vseobecng

riesenie rovnice (4.16) Je

. = P 2t '+ 4 cos t
x(t) c,cos 2t + czsln

Dosadenim zaélatoénych podmienok mame - -4, Sh 0 a riesenje

zadiatoénej ulohy (4.15), (4.16) ma tvar
x(t) = 4(cos t — cos 2t), t € R

Pozndmka 2.5

Metédou z predchadzajuceho prikladu mozeme riesit aj nehomogénne
linearne diferencialne rovnice n-tého radu tvaru

x™s ax™Vs  +a x'+ax= e™(p(t)cos Bt + q(t)sin Bt] (4.17)

1 n-1 n m m
kde «, B €R a p, q supolynémy m-tého stupna.
m m
Odozvu pravej strany hladame v tvare
x (t) = e™t"[P (t)cos Bt + Q (t)sin pt) (4.18)

kde k Je nasobnost komplexného ¢éisla a+Bfi ako korena charakteristicke]

rovnice a Pm(t). Qm(t)
dosadenim funkcie (4.18) do rovnice (4.17) a porovnanim koeficientov.

su nezname polyndmy m-tého stupna, ktoré néjdeme

d) Nech a« = 0, f(t) = B sin(ot + ). Riesime rovnicu
X''+ wx = B sin(wt + v) (4.19)
Prava strana ma tvar
f(t) =B (sln p cos wt + cos p sin wt), t € R

Pretoze iw Je Jednoduchym korefom charakteristickej rovnice, vyJjadrime

odozvu pravej strany v tvare
xr(t) =t (a cos wt + b sin wt)

Dosadenim do rovnice (4.19) vypoéitame koeficienty

A . BiCES B B sin y
2w 20
a
x (t) = =Bt(~ cos B
: 5 P cos wt + sin p sin wt) = - = t cos (wt-y)
V8eobecné riesenie m4 potom tvar
x(t) = & B
) A sin (vt + ¢) e t cos (wt-y)

V tomto pripade nastdva jav rezonancie charakterizovany neohranié&enostou
riesenia x(t), t € R (obr.18).

/\/\/\/\/
IAS

Obr. 18

Jav rezonancie
Ako sme spomenuli uz v Uvode tejto ¢asti, linearna diferencidlna rovnica

2. radu modeluje aj elektricky obvod.
Uvazujme RLC obvod s vonkajsim napétim E(t), ktorého schéma Jje na

obr.19.

I(t)

E(t) C

.

RCL - obvod
Podla 2. Kirchhoffovho zakona Jje su¢et napdti na cievke, odpore a
kondenzatore rovny vstupnému mapétiu
+ (t) = E(t)
uL(t) - uR(t) u,
nkciu I(t) a funkciu naboja

Pouziti{m znamych vztahov pre napdtia,prudovu fu

Q(t) dostaneme rovnicu

Q(t)
L I'(t) + R I(t) + Sp— = E(t)
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Dosadenim vztahu I(t) = Q'(t) ziskame obyéajnu diferencialnu rovnicy
2. radu pre neznamu funkciu x(t) = Q(f), t € Rz

E(t)
S e (4.20)

Pretoze vsetky koeficienty R, L, C su kladné, mézeme aj Vv pripade funkcie
naboja pouzit vyssie ziskané poznatky. Ak vstupne napttie E(t) = 0, t € R
potom nabojova funkcia je riesenim prislusnej homogénne] rovnice a ma:

a) tlmené oscilacie, ak CR® ¢ 4L

b) kritické tlmenie, ak CR® = 4L

c) nadkritické tlmenie, ak CR? > 4L

Rovnakym spdsobom mdZeme aplikovat predchadzajuce vysledky aj v pripade

periodického, t.J. striedaveého napétia

E(t) = Eosin (yt. =+ »)

CVICENIA 2.4

Rieste zad¢iatoéné ulohy a vyjadrite riesenie v amplitudovom tvare. Urcéte
Jeho periddu:

x''+ x =0, x(0) = 2, x'(0) = -2

X''+ 4x = 0, x(0) =1, x'(0) = 2

X'+ 3x = 0. xl0) = ¢ {0) = 1
4. x''+ wx = 0, x(0) = €, > 0, x'(0) =0, w>0
6. x''+ w’x =0, x(0) =0, x'(0) = £, 20,050
P, X'k =0, X0) = Eo' x'(0) = Ex 2 0.0 >0

Rieste zac¢iatoéné ulohy a vyjadrite riesenie ako suéet dvoch funkcifi v

amplitudovom tvare. Ak Je riesenie periodické, urcte Jjeho periodu.
Vypoéitajte 1im x(t), ak existuje:
t-m

X wTE R

sin 2t, x(0) = x°(0) = O

B. X' x = gin i, MO0} = g 0) = 2
. X'+ 2bd xowile x{0) = ixO0) =0 0 s b1l Kk eR

10. x''+ 2x'+ 2x = e 'sin t, x(0) = x'(0) = O,
11. x''+ 4x = cos V2t, x(0) = 1, x’(0) = O

VYSLEDKY CVICENI 2.4

. %(t) =2 V2 5in {t + %n) . T = 2n

2. x(t) = V2 sin (2t + %n). T = n
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sin (V3t + %), T =

n
gosin tat Fg i -

[(gow)2+ Ef] sin (wt + arcsin

),
[(Eow)2+ Ef]llz

Nl Wl
et W=

sin (t + §")

tsin((1-b t + arcsin (1-b%)

Bilsin & ¢ & e “sin(t + 3

N

2 sin(2t + %) + sin(V2t + %n)




