x'=AX (2.26)

x(0) = p € R" (2.26)
Nech V(t) Jje matica typu m x n , ktorej stlpce su bazové funkcie
n - linedrne nezavislych riesenf x (t) , t € R ; LHSDR (2.26) . Matica W(t)

je reguléarna pre kazdé t € R , Je tvorenda linedrne nezavislymi stlpcovymi

vektormi. Nazyvame jJu fundamenidlnou maiicou systému x' = A X
Vd&eobecné riesenie homogénneho systému x' = A X ma tvar

xh(t) = Y(t) a i tER (2,.27)
kde ¢ € R" Jje Iubovolny stlpcovy vektor. Podla vety 3.1 o existencii a
jednoznaénosti riesenia zaélatoénej ulhy pre systém diferencialnych rovnic
existuje prave Jjedno riesenie X, zaéiatoénej ulohy (2.26) , (2.26)

Funkcia X, mbze byt vyjadrena v tvare
xo(t) = V(t) e, » IR

pri¢om vektor c, uré¢ime na zaklade zad¢iatoéne] podmienky (2.26)

Dostaneme vztahy

i -1
B V(0) b

x, (t) = vVit)vio)™ , t € R (2.28)

Nevyhodou pouzitia posledného vztahu je hladanie inverznej matice vio)™!

vztah sa zjednodusi v pripade fundamentdlnej matice splnajucej podmienku
V(O) =1 , kde I Jje jJednotkova matica typu n X n

Definicia 3.3.
Fundamentdlna matica U(t) , ktoréd splna podmienku

u(o) =1 (2.29)

sa nazyva dandardnd fundamenddlna matica a oznaduje

U(t) = exp At = &M (2.30)

Standardni fundamentdlnu maticu nazyvame aj exponencidlnou maticou
napriek tomu, 2Ze Jjej prvky nemusia byt exponencidlne funkcie. Nazov aj
ozna¢enie suvisi s vlastnosftami, ktoré si analogické ako pri reélnej

exponencidlnej funkcii:
i) (exp At)' = A exp At
ii) exp AO = I
1i1) exp A(t + s) = exp At exp As

iv) existuje (exp At)™' = exp (-At)

Vlastnosti 1) , 11) vyplyvaju priamo z definicie standardnej fundamentélne)
matice. Derivéaciou maticove) funkcie U(t) rozumieme maticovu funkciu U’'(t),
ktorej prvky su derivacie prislusnych prvkov maticovej funkcie ut)

Z definicie matice exp At vyplyva, 2Ze riegenie x, zac¢latoéne] ulohy
(2.26), (2.26) ma tvar
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A
xo(t) = o"'p st &R

(2.31)

gicasne plati

Altes)

xo(t + 8) = ¢ b= QA‘QA'b

RN (2.32)
pretoze funkcia t - xo(t + s) Je riesenim za¢iatoénej ulohy

x' = Ax , X(0) = xo(s) - eA'b

n .
pretoze vektor b € R Je Tubovolny, zo vztahu (2.832) vyplyva vlastnost
1) viastnost 1v) potom vyplyva z vlastnost{ rEy - o111)

vztah (2.31) moZno zové&eobecnitf pomocou substiticie s +

T = r ajJ na
riegenie zac¢latocne] ulohy
x' = Ax (2.33)
x(t) = b (2.34)
ktoré méa tvar
x(t) = gUCSIE e & (2.36)

vztah (2.36) Je zovSeobecnenim tvaru riedenia zaéiatoénej ulohy pre

linearnu diferencidlnu rovnicu

X%a=ax oX(r) Wb ia - rex bi€R

ktoré ma tvar

a(t-T)
= e

x(t) bt € R

Priklad 3.8
Pomocou &tandardnej fundamentdlnej matice rieste za¢iatoénu ulohu

%) iw s o s S () ) ]
' 1 & g (2.36)

x; = —6x1 =i xz(O) = 2
Rie&enie. Matica systému Je
1 1
e o)
Stlpce matice eAt su riesenia homogénneho systému
= Xi bR

1 1 2 (2.37)
] o>, Ll <
2 1

X

2

spliajuce zad¢iatoéné podmienky

xl(O) b S x2(0) =0 (2.38)

resp.
xl(O) =0, x2(0) = 1 (2.39)

Charakteristickd rovnica

1 -2 1 =22 +4=0
=15 -1 -A
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ma komplexne zdruzené korene - vliastné hodnoty matice A

Ahz = % 21

Vliastnej hodnote Al = 21 matice A zodpoveda vlastny vektor
b= (1.-1+21)T. Komplexnym ries$enim systému (2.37) Je potom funkcia

21t 1 cos 2t + 1 sin 2t ]
Fite = [-1+21] " [— cos 2t - 2sin 2t + 1(2cos 2t - sin 2t)

Redlne linearne nezédvislé riesenia maju potom tvar

cos 2t
x,(t) = Re y(t) = [- cos 2t - 2sin 2t ] :

sin 2t
2 (8) = In yi(t) = [ 2cos 26 = sin 2t ]

Véeobecné riesenie LHSDR (2.37) méd tvar
X (t) = agcag 20 ¥ c 51n &t
1 1 2
xz(t) = cl(-cos et =~ 28ln 2%) F 02(2 cos 2% - sin 2t)

Zaélatoéné podmienky (2.38), resp. (2.39) splnaju funkcie

cos 2t + 1 sin 2t 1 sin 2t
2 2
ul(t) - 6 g uz(t) - 1 .
=9 sin 2t cos 2t — 2 sin 2t
ktoré su suc¢asne rieseniami systému (2.37) . Standardnda fundamentalna matica
ma potom tvar
uct) = e™ = (u(t),ut)) =
cos 2t + 1 sin 2t °.S sin 2t
58 g
> gin 2t cos 2t 5 sin 2t

Riesenie zad¢iatoénej ulohy (2.36) potom je

Ze el 1 < cos 2t +  sln 2t
xo(t) ¢ [ 1 ] [ cos 2t - 3sin 2t ]

Metéda hladania maticove) funkcie eAt pouzita v predchadzajicom
priklade je dost prédcna a z hladiska vypo&tovej zlozitosti je ekvivalentné s
vypoétom inverznej matice vio)™ » ktora vystupuje vo vzorci (2.28) . Nasle-
dujuca metdéda vypoc¢tu é&tandardnej fundamentdlnej matice Jje uéinnejsia,
pretoze pouziva len vlastné hodnoty matice A , ale nie vlastné vektory.
Navyse namiesto riedeni linearnych algebrickych rovnic sa rie&i n Jjednodu-
chych za¢liatoénych Uloh pre linedrnu oby&ajni diferencidlnu rovnicu 1. radu.

Metddu navrhol Putzer v préci [18]) a je podrobnejsie odvodend v knihe [17].

Veta 3.6. Putzerova metéda
Nech Al, Vet An su véetky vlastné hodnoty matice A , pricdom kazda

vlastnda hodnota je zapisand tolkokrat kolko je jej nésobnosf. Nech matice

P, P’. S an a funkcie Qs +e 4 splfaja vztahy: P0= I

0

P‘ = (A - A‘I)Po =

Bl (B 13 i VA R

3

P = (A -
AP

A=

0L €8 L A T

’ ql(o) =1 s

Potom matica

U(t) = ql(t)Po - qz(t)P1 +

je standardna fundamentédlna matica e

Priklad 3.9
Ndajdime maticova funkciu e ;

At

=1 =1
A= A

=1 1 2

Ries&sdenie. Matica A Je matica LHSDR x' = Ax

M4 trojnasobnid vlastni hodnotu Al = A = A3 =

2

1 . Vytvorime matice

P2 a funkcie M Qv gy podla predchadzajucej vety

1 0 0 Wi g |
P =1|0 e o p e A - L= 2 =2 -2
5 e e : T T
0: 0 0
P = (A=vI)P =7]0¢ 05 0
2 ! 00" 0
t
SR = > t) = e
g}~ Q o+ q (00 = 1 WK
B t = > (t) = tet
2V g 080 qz(O) 0= q

3

= t
g™ e 2 U89

152
(0) = 0 = qa(t) = ste

Hladana &tanderdnd fundamentdlna matica je maticovéd funkcia

eAt = ql(t)Po a2 qz(t)p1 + qa(t)P2

. : § 0 0 4 1 =]
e| O 1 0 + te 242
0 1 1 1

Priéom t e R

1)+

iy o

VL, A ¢ =T
2t =1 .=:2k
o t

z prikladu 3.6

|

= &6
1 +

t

R, P
0 1




11.

13.

16.

: 7 M

19.

21.

1 1 2
» = —

X 8x X,
= X +* 8%
1 1
' = -
4 3x X,

. -2xl ! > 4
" = X - +
1 1 X2
' = K ol X -~
2 1 2
s ™ W™ - x
x. = X - ;4 -
1 1 2
el ;L aee
2 1 2
x; = Jx 4
X' =
s 2x X,
x; - -x1 + 4x
Yo g e g -

X' = T - o

3 1 xZ 2)(3
x; = ax‘ o
x; = )(l s s Xz X
) el ecice +

3 1 xZ i

V cviéeniach 21 - 32 ndjdite riegenia za¢iatoénych uloh.

x; = —Sx! + 2xz
2. -x1 - 7xz
x‘(O) e xz(O)

10.

12.

14.

16.

18.

20.

22

xY - 2xX + x
1 1 2
* = X 4
2 3 1 "
X' = X X
1 1 2
; = -2Xx 3x
X' = X - 3x

x » = - —
. X, 2x2 X,
x; = —)(l > xz . o xa
x » = x —
3 1 G
XS = %=y
1 2 2x3
X' = X + 22X
2 1 3
R w PR e =R
3 2 3
x; = 3x - x2
R owiogk = %
2
X' = K. - 7
1 1 X, xa
X) = * =
2 i X2 %5
X = e e o
3 2 2x3
x; = 2%+ x2
xé = X, + axz - x3
- g DR S O - e
3 1 2 axa

$ xl - xl - 3x2

xz = 4xx & sz

xl(O) smint. o xz(O) =0
112

Ry K LO)

1= 2%, = x, %
x,(0) = 2, x,(0) = -1 A

x; s xl(Oz = 0 28. x; = X, xx(O) =1
. -
% e xz(O = -1 x; = s + X, xz(O) = 2
x; s x3(0) L L . PR x3(0) = 1
20. X = K - X, xl(O) =1 30. o 6x‘ + 3x2
Xé e e T xz(O) ! W -3x‘ S
XCOF. R A0) =2
at. x; .+ %+ x, 32. x; N, xl(O) A |
B S X, A, o Ry O St
x; = xl + xz + x3 x; = xl + xz. x3(0) =0
g =1, x (0) = x.(0) =0
V cviéeniach 33 - 38 najdite &tandardni fundamentédlnu maticu

a pouzite ju na riesenie zad¢iatoénych uloh x' = Ax , x(0) = b , ak
7 =18 1 3 -1 & 0
33.A-{3_8],b=[_1] 34.5\-[4_1],1:-[2]
-1 6 2 & e bt
35'“’[-11]'1"’[—1]' 36. A [_1 _1],b [2]

B 1 4 1
48 K= | 1 0 1 b =50
iy 0 1

VYSLEDKY CVICENI 3.2

-0
I U
- O N
Cmm—r
o

]
BTN,
(-
el

2
38. A= |=1
1

8 4+ 3c et ¢+ g
¥ o ce 502
10t 3t
2 che + acze3t 4 ciemt = 2cze

8 e 4 at A% e
: c,e 5 2cle 4c,

4'cxc°s 2t + c,sin et -cl(cos 2t + 2 sin 2t) + cz(z cos 2t +
sin 2t)

5. et(c!sln 8t - c,cos 3t) , e‘(ctcos a%duc ain 9L}

8 oe 4 St » i
4 c - + e
A 2© PR 302

¥ weo™ 4 3t -t 3t
; - e
3 ce , 2ce 2c,

8. ez‘(c‘cos E czsin il ezt(cl(cos t -sint) + cz(cos t + sin t)]
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11.
12.
13.

14.

16.

16.

: &

18.

19.

20.

21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.

30.

31.
32.

33.

34.

36.

SN 3 L S g
. ce +c.e Scae
2t -t R -t
-2eze wee . ,Cl L 4 cze 2cae

2e‘(czsin 2t + c,cos a2t 7, e‘(cl - c,cos a5 F casin 2% &

e‘(-cl - 3ccos at. + 3casin 2t)
2cle" + cz(cos t Fasin )N zcasln t

cz(cos 5+ Eln Q)% ansin ¥

ce"-csint+c(cost-s1nt)
1 2 3

3t + etie
(c‘ + czt)e . (cl tc, c, )
t o t
(c‘ ¥ czt)e . (2c‘ c, + 2c2t)e
2t 3t 2t 3t .ty 3t
c.e + (cz + 03)9 2 cle 1n cze - cle c_e
(c +ct)e"+ce2t e’ - 2C 'i'ct)et (e = d et +cé
1 2 3 4 1 2 2 x 1 2 2 3
t 2t 5t it # 2t 5t e fieg 2t 5t
c.e + c,e + c.e » c® 2cze * c,e e 302e + 3c3e
2t 3t 3t ¥,
Qe ¥ (c,cos t + c sin t) @ Lo, + g lcgs, t .+ (c, c, )sin tl ,
cet + e1(2c: =ic )eos it + (c: % 2e.)sin tl
1 2 3 2 3
e (cdk € = gin 1) |, @ ™Mool ¢t
g W™ . s W 3e~2t
APt 2t ; e ot
e'(3 cos t - 2 sin t) , e'(cos t - 65 sin t)
o 285 L oET R
@ YR LY et et
f1 —mftog -t —e8in 't Bin t=—ecns i pint F cos -t
-e' + 2sin t . 2eest * ZRInL T, -e" o) S
1< ate™ arestie™
6te™ ., (2 ~ 6t)e™
=t 3 2t 1 -2t 1< 1 2% ) i
3 € *69 +§e v 3 © +§e ‘Eet.-%et-&%n
- ., sT 40
[3e: - 2e::: . 6e::: ~ 8p° get ~ g ¥
8 = .8 , 3e S [Se' i 49-2t]
£f1 + 20 . s t - 2t
=
[ 4t.1-2t]'e(2-4t]
1 6
cos 2t - = ol
3 sin 2t , 5 = sin 2t 2 cos 2t - 3 sin 2t
-1 sin 2t 1 2
2 : 2 sin 2t + cos 2t -~ 3 sin2t -  can 2t
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3.3. LINEARNE NEHOMOGENNE SYSTEMY DIFERENCIALNYCH ROVNIC

Budeme sa zaoberat systémaml diferencialnych rovnic tvaru

' = g s G 0 ) G B G )
x| a“(t)xl o axz(t)x2 ¥n & i
< s AL
S L+ t + T 5)
e anl(t)x1 ¥ ana(t)xz+ £ ann( )xn .
kde a :(a,b)—R, 1}:(a.b)—aR. i, = 1,...,n su spojite funkcle. Systén
1)

(3.1) sa nazyva dinedwuwy nehomogennvy oyotém diferencidtrych rovnic - LNSDR.
Typickou aplikaciou linedrnych nehomogénnych systémov v elektrotechnike
je vypocet priebehov prudov Vv induktivne viazanych obvodoch (obr.20).

R} R2

U2(1)
Obr. 20
Induktivne viazané obvody
Ak Ul(t), Uz(t) su vstupné nap#dtia v obvodoch, Ll, L2 koeficienty samoin-

dukcie, M koeficient vzajomnej indukcie, Rl, R2 odpory, tak podla 2. Kirch-

hoffovho zakona splhnaju prudové funkcie 11' I2 systém diferencidlnych
rovnic:

& g M i =
!Il IZ RlIl Ul(t)
M B l. e ] =

Podobne ako v homogénnom pripade mbzeme systém (3.1) zapisat VO
vektorovom tvare

x'= A(t)x + f(t) (3.2)
kde A(t) Je matica koeficientov B ft) = (rilt) £ (t))T Prava strana
: Frr gk .

systému (3.1) splha predpoklady vety 3.1 o existencii a Jednoznaénostl

riesenia zac¢latoc¢nej Ulohy pre systém diferencidlnych rovnic. Teda existuje
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préve Jedno riegenle x € [(C'(a,b))” systému (3.2)
podmienky

splhajice zaélatoéné

xl(t) = 5‘ (3.3)
T £ (asb); Ele ) SRS e R |

Podobne ako v pripade linedrnej nehomogénnej rovnice n-tého radu Je
mozné vyjadrit vseobecné riegenie LNSDR (3.2) ako suéet vé&eobecného riegenia
prisludného homogénneho systému a Tubovolného (partikuldrneho) riesenia

systému (3.2). Hovori o tom nasledujuca veta, ktord mozno dokazat rovnakym
sp6sobom ako vetu 2.6 z ¢asti 2.3,
Veta 3.6.

Nech xr:(a.b)——»Rn Je lubovolné riegenie LNSDR (3.2). Potom v&eobecné
riegenie systému (3.2) ma tvar

x(t) = C1x1(t) R cnxn(t) + xr(t). t € (a,b) (3.4)
kde ¢ ,...,c su lubovolné redlne é&isla a
Bae {x(t): .. . x(t)})
1 n

Je baza priestoru X0 vsetkych riegen{ LHSDR

x' = A(t)x (3.6)

Teda kazdé riesenie LNSDR (3.2) ma tvar

x(t) = xh(t) + xr(t). t € (a;b)
kde

x ()= cxi(t)+ ...+ cx (t)
h ) G ¢ n n

je vseobecné riesenie LHSDR (3.65).

Dale) pouzijeme metddu wanidcie fondldnd na ziskanie riesenla b4
LNSDR (3.2). Funkciu x hladdme v tvare

x (t) = C (B)xi(b) o+ ..k CLGE YR (b)) (3.6)
* ¢ 1 1 n n
kde Cx(t)""'c (t). t. € (a,b); S8 (nezndune) diferencovatelné funkcie.
n
Dosadenim funkcle Xx_ do systému (3.2) dostaneme rovnost

n n
- = -x' + F£EL), £ € (a,b)
iEIC‘(t)x‘(t) 12,01“"“‘t’x.‘t’ x‘(t)l £(t) a

Funkcie x, su rieseniami linearneho homogénneho systému (3.6), a teda
A(t)x‘(t) = x;(t) = 0, t.€.(a,h)
Potom dostaneme systém

C;(t)xl(t) R A C;(t)x“(t) = f(t) (3.7)

na ur¢enie neznémych funkecii Cl(t).....Cn(t).
Ak vyjadrime bazové funkcie ako stIpcové vektory
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dostaneme systém ltmtrw tlgcbrlck}ch rovnic vzhladom na nezndme der
CrttY, . BB
1 n
xll(t)c;(t)  dali | xln(t)C;(t) = fx(t)

....... N R T s r v assgadh e mp s (3.9)
v : = T ot e tayn)
xn‘(t)C‘(t) Sl xnn(t)Cn(t) -
Systém (3.9) moZno riesit Cramerovym pravidlom. Oznacéme
el & et
wisr o Jdde v R i) (3. 10)
e ) o (t)
nl nn

determinant matice systému (3.8). Pretoze stlpce tejto matice su linearne
nezavislé bazové funkcie x’(t).....xn(t) i -

W(t) # O pre vsetky t € (a,b)

V opaé¢nom pripade by existoval bod t € (a,b) a ¢isla C,»---aC , pre ktoré
ex () £i..+ex (v) =0
G n n

Funkcia y:(a,b)—R, y(t) = clxl(t) s ak cnxn(t) Je potom riegenim

za¢iatoénej ulohy
X’ = Ax ix(v) =0 (811

Na zaklade vety 3.1. o existencii a jednozna¢nosti rieSenia zac¢latoénej ulohy
(3.11) dostavame y = 0, ¢o jJe v spore s linearnou nezavislostou funkcif{
X, X .

Determinant W(t) nazyvame Waonokého delervminaniom, skratene Waonokidn
Pouzitim Cramerovho pravidla dostaneme vztahy

W‘(t)
Ci(t) = gy . t € (a,b (3.12)
kde
i-ty
Myid) delh i L R
xnl(t). .fn(t). .xnn(t)

Zo vztahov (3.12) potom dostaneme funkcie C‘ v tvare integréalov

ot
g s)
c(t) = [ e 9 .1 =1, .k, t € (a,b) (3.13)
T

Véeobecné riedenie LNSDR (3.2) mé& potom tvar
x(t) = % (t) + x(t) = [c+ C(t)Ix (t) + ...+ [c+ C (t)]x (t) (3.14)
1 1 n n n
kde c,...,c  su IubovoIné reélne é&fsla a Gty .. ,C (£) " ‘ol TEREE

funkcie definované v (3.13).

118

»
x3

(3.16)

Ri"e"s a8 nw 8, a) V priklade 3.7 sme riesili prislusny homogénny
systém

Rl B S
1 1 xZ 2x3

o . (3.186)

p SAL H S =
i e

Véeobecné riesenie tohto systému je

xh(t) = clxl(t) + czxz(t) + csxa(t).

kde
cos t sin t et
xl(t) s—l=sin Ul xz(t) = cos t|, x.(t) = |-e*
cos t sin t o 0
b) Ndjdeme jedno riesenie nehomogénneho systému (3.16). Riesenie X, ma
tvar
xf(t) = Cl(t)xl(t) + Cz(t)xz(t) + Ca(t)xa(t)
kde
t W‘(s)
c (t) = j‘"WTET da, aemia.g
0

Dalej vypo¢itame jednotlivé determinanty. Wronského determinant je determi-
nant matice so stlpcovymi vektormi x (t), xz(t). xa(t)
cos t, sints et

=sin £, cos t.=e
cos: taasin a0

t

W(t) = e

Detrminanty W‘(t) dostaneme po nahradeni i-teho stlpca vektorovou funkciou

=1
t
0

r£r(t) = ¢ t&H

Dostavame

Y N, e:
t, co8 Ly=E8
0. EIn t, O

W(t) = = (t-l)etsin t
1

t

cafg b=l g
W (t)Imsl=sinéty t (=€
2 cos t, O §40

= (l-t)etcos )

copg tEIn t,~1
W (t) = |-sin t, cos t, t
2 cos t, sin 13, 0

=1
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L - sin t + (t=1)
¢ = [—irer
0
tw (s) .
c.(t) = I_'GTET ds = I(s-l)cos s ds = -1 +cos t + (t-1)sin t
0 0
tw (s 3

= 3 .=l w1 -0t &R
Cy(t) = [—yrey 9 {e
0

= t

a v&eobecné riesenie daného systému ma tvar
+
x(t) = [°1+C1(t)]xx(t) + lc2+Cz(t)lx2(t) + [c3 C3(t)]x3(t)

0., o ol t €R

Pozndmka 3.5
Metéda variacie konstant sa mdze pouzit aj pri riesen{ 1linearnych
nehomogénnych diferencialnych rovnic n-tého radu. Rovnica

(n)

x "+ a‘(t)x(“'”h

kA (Pt a (t)x = 10t) (3. 17)
n-1 n

sa d4 prepisat na linearny nehomogénny systém diferencidlnych rovnic

X' woax
1 2
x; = x3
......... (8418)
’ = x
n-1 n
el -an(t)xl- an_l(t)xz- cen= al(t)xn_1 + L)
kde x = xf
Ak funkcie
X€t) ... . %Eh), t € (a b)
1 n
tvoria bazu priestoru vsetkych rieden{ linearnej homogénnej rovnice
sP e ntemi s s 8 (t)x'+ a(t)x =0 (3.19)
= n

tak vektorové funkcie

tvoria bazu priestoru véetkych riesden{ homogénneho systému rovnic prislusného
k nehomogénnemu systému (3.18). Wronského determinant utvoreny z tejto bazy
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Vseobecné riesenie rovnice (3.17) dostaneme ako suUéet vé&eobecného riegenia

homogénnej rovnice (3.18) a partikuldrneho riegenia rovnice (3.17) ziskaného
metdédou variacie kon&tant

. .
x(t) = xh(t) & xr(t) -tlec|+ C‘(t))x‘(t)

kde
tw (s)
c (t) =J'W)—ds e E e L il
T
Priklad 3.9
- Riesme zad¢iatoénu ulohu
R4 ox =gt a(0)EE 1% (0Q) ==0 (3.20)
Rie&enie. a) Vieobecné riesenie homogénnej rovnice
RiE X O
Je
xh(t) = cxcos te+ czsin 5
b) Partikuldrne riesenie nehomogénnej rovnice
LI = -Zl- E
X'0h % tg tgikhe. ( 3 2) (3.21)
ma tvar
t Wl(s) b Wz(s)
x (t) = (I sy ds)cos t + (I sy ds)sin t
0 0
kde
cos t, sin t
wit) -sin t, cos t e
0 cosin. t ‘t
Wl(t) " ltg t , cos t = -sin t tg
cos &, O ook
= s SR Bl e e )
Walt) = | gin t, tg t i bl s
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t
t
x (t) = =(fsin s tg s ds)cos t + (ésln s ds)sin t =
r
0

1-sin t,1/2 % 4 Sh o ofE
= 1n (TTETE—Y) cos t + (1- cos t)sin t, t € ( 3 2)

V&eobecné riesenie rovnice (3.21) ma potom tvar

1-sin t,1/2
)

- + - o .
x(t) = x (t) + x (t) = c+ In ST 1T Jcos t (c,- cos t)sin t

c) Konétanty .. ¢, uréime tak, aby boli splnené za¢latoé¢né podmienky

B0 v m] %x'(0) mce~1+c =-1=0,
1 1 2

Teda C1= c2 =1 a riegenim zad¢iatoé¢nej ulohy (3.20) je funkcia

1-sin t,1/2 b1 n
BNt L - sint + In (3—=r"73) Jeos t , t € (-5, 5)
Funkcia e riesenie LNSDR (3.16) ziskané metdédou variacie kon&tant

splna zaé¢iatoénu podmienku xf(t) = 0. Potom riedenie zac¢iatoénej ulohy

2= Altt)x + r(t), t € (8a.b) (3.22)
x{tv) = @d (3.23)

vyjadrime v tvare
Bl TRl 8 (3.24)

kde X, Je riesenie za¢iatoénej ulohy

xem ACtdx, x(T)=d.
V pripade konstantnej matice koeficientov A(t) = A moézZzeme riesenie
uiohy (3.22), (3.23) vyjadrit aj pomocou standardnej fundamentdlnej matice
t : :
= v tvare, ktory je zov$eobecnenim tvaru (6.42) riesenia zac¢latoénej ulohy

pre linearnu nehomogénnu rovnicu 1. radu x'= -kx + f(t) v éasti 1.6

t
Act - -
B = 0T . Bl @™ e © € (a, D) (3.26)
T
Vypoéty integrdlov vo vzorci (3.26) su dost pracne. V pripade prave}
strany f v Specidlnom tvare je vyhodnejsie pouzit na vypoéet partikuléarneho
riesenia xr metédu neuréitych koeficientov podobne ako pri linedrnych

nehomogénnych diferencidlnych rovnic n-tého radu. Uvazujme funkciu

r(t) = e‘“p_(t), t € R (3.26)
kde

- m m-1
p,(t) tha + t &t a

Je vektorovy polyném m-tého stupha, ktorého keficienty su n-rozmerné stlpcoveé
vektory a p Je komplexné éislo. Partikuldrne riegenie x hladame v tvare
r

gl
xr(t) e qm’k(t)

(3.27)

kde k = 0, ak B nie je vliastnou hodnotou matice A . V opa¢nom pripade k
je ndsobnost ¢{sla B ako korenha charakteristicke) rovnice det (A - Al)= O.
Vektorova funkcia qn(t), teR Jje vektorovy polyném m-tého stupfia s neznémymi
koeficientml n-rozmernymi stlpcovymi vektorami, ktoré vypo¢itame po dosadeni

funkcie (3.27) do LNSDR
X'=A X + f(t)
a porovnani lavej a prave) strany systému.
Ak ma prava strana tvar
k
£ =121r1
kde f' su funkcie typu (3.26), je partikularne riegenie X, suctom

k

X =
f i le

partikularnych riegeni ziskanych metédou neuréitych koeficientov.

Uvedenu metdéddu mézeme pouzit aj pri rieseni{ systémov

x'= Ax + e%'cos wt pm(t)

resp.

x'= Ax + e®'sin ot p.(t)

Ndjdeme partikularne X, riegenie systému

(X+iw)t

x'= Ax + e pm(t)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

a partikuldrne riesenie systému (3.29) resp. (3.30) Jje potom realnou,resp.

imagindrnou ¢astou komplexného partikuldrneho riesenia x;

Priklad 3.10
Najdime niektoré partikuldrne riesenie LNSDR
X! = 2% + 4x s cos U
1 1 2

X' = - - 2% + sin t
2 1 2
R1l1es8enle. Matica

A= (2]

systému (3.32) mé& Jjednu dvojndsobni vlastni hodnotu A = 0 . Pravu

systému mézeme vyjadrit v tvare

cos t 2 e
f(t) = (sin t] Re [-1e‘ﬁ

Namiesto systému (3.32) budeme rie&it systém

it
H' w28 4 + O
1 1 2

it
Lo o = Py =iile
X2 1 2
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(3.32)

stranu

(3.33)

(3.34)




nie je vlastnou hodnotou matice A a teda partikulérne riesenje

b
" 1 it
xr(t) = [b ]e

Exponent 1
hladdme v tvare

2

Dosadenim do systému (3.32) dostaneme systém lineadrnych algebrlickych rovnie

(1—2)bl e b2 = 1

-l

b + (1+2)b
1 2

b = (-2+31,-21)" . Teda komplexné partikulérne

ktorého riesdenim je vektor

riesenie ma tvar

E -2+31) _it -2+31
xr(t) = { -21 ]e [ -21 ](cos T+ a2 Eint)

Hladané partikulérne riesenie povodného systému (3.32) potom Je

5 . =2'cos. t — 8 5in t
xr(t) = Re xr(t) [ 2 gin t ]. t €eR
CVICENIA 3.3
V cviéeniach 1 - 14 najdite vseobecné riesenia danych systémov
linearnych diferencidalnych rovnic:
i x; = le = 2x2 2. x; s + 5x2
xé = 2x1 MR s 2 | xé = —x1 3 x2 £ 8t

4o X' ™ +
: 2x1 3x2 + Be
’ = +
X, le 2x2 + 5t
8. % - -
1 x1 x2 + 2s5in t
X = S
B 2xx x2
8. Xl = 2X1 + 4x2 + cos t
x' = - -
2 X, 2x2 + sin ¢t
0 Rt
1 X1 + 2)(2
x: = -2x + 3x_+ 16e'VE
1 2
12. % = ~§ + t
s xl 2x2 + e i
xn = s -
2 X, 6x2 + e
14. %o o5 + X - 2x
1 1 3
g W + t
X! = =
5 )(1 + )(2 x3

16.

17

; = 3xl + 2x2 + 4e |, xl(O) = 1
BeE X, + 2x XZ(O) = -1
Kiom g =R 1 X (0) =2
1 1 coR 't Ty
x2 =R > x2 5 xz(O) =0
VYSLEDKY CVICENI 3.3
t__ t_
(c1 + c, + Zczt)e 25 (cl + 2c2t)e 3
(c1 + 2c2)cos 2t + (20l - cz)sln 2Eid 106 c,cos Zp = czsin 2t
+ 9% ¢ 2
e -~ ec@ » L= Ty e clet + cze't ¥ te - t°t =2
' -t 5t £ 12 -t 5t t e )
ce + cze + e 3t + £ C,© + ¢ @ S’ + 2t €
-4t -7t {42k 1 -2t -4t _ -7t Lot 7.2t
deee  t 9 TEAD.T TARRE e s R 2 . kBl 7
clcos et czsin t .+t . telinidt = teags Ly Cx(cos tit o sin't) *
+ cz(sln t —cos t) —2tecos t + cos t + sin t
(e +ight = tz)et Cate = gs SFe it ERE t%)et
1 2 1 2 2

01(1 + 2t) = 2c2 - 2cos t - 3sin t , c1t + c, & 2sin L

10.
)b e
1

13,
14.
16.

16.
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prikladoch 16 = 17 rieste zac¢iatoéné Glohy:

xz = gcos b x‘(o) =0

= 2x1 + X xz(O) = 6

2

t

(c‘ - cz)cos t ik (cl + cz)sin t + 2 cos t:inleos tl .+ 2tsin: t ,

c cos t + czsin t + t(cos t + sin t) + (cos t - sin t)lnlcos t|

5/2, _t

3/z)et 5 (c1 + czt - 8t )e

(€. < ofigi@a f et eulDs
1 2 2

c!et + cze't + tsinh t , cle‘ - cze" + sinh t + tcosh t
-4t -7t Ll 4 ezt 1 -4t _ ~Thigis Lt e W
ce + ce Yoas 8 Sl » 3¢,0 c,e 30 © 0 ©
2(clsln 2t - c_cos 2t)et - 20 , (c ,cos 2t + czsin 2t + 3c3)et S

(clcos 2t + czsin 2t c3)et - e

t
ce't deint =%doe t+ 't ,~CH FUEYas T CEINEE 1T
1 2 3 1 2 3

c.8ln i~ cacos t & b

& 8 a2t ' RS S
% et % e Y= 25in t = cos t, 3 e & 3 e + sint + 3cos t
2 it 8 -4t 5t N L
3 e - 3 e + 3 e % 3 e 3 e e

(2 + t)(cos t + sin t) + (cos t - sin t)lnlcos t| ,

(4 + 2t)sin t + 2 cos t lnjcos tl
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