3. SYSTEMY DIFERENCIALNYCH ROVNIC

Jednoduchy model rastu a klesania jedného druhu populacie Je vyJjadreny
obyéajnou diferencialnou rovnicou
X om.gx. § € R

Pri &tudiu uloh z populaénej dynamiky sa casto stretavame s problematikou

¢asovej zavislosti dvoch navzajom interaktujucich druhov populacie. Typickym

prikladom je vztah dravec - korist. Nech Xx(t) Je mnozstvo koristi (napr.
zajacov) a x_(t) Je mnoZzstvo dravcov (napr. lisok) v ¢éase t a v urcitaom
ohranié¢enom priestore. Derivacile x; : x; vyjadruju funkcie ich prirastku

vzhladom na ¢&as. Vztah medzi prirastkom koristi a mnoZzstvami koristi a

dravcov mdzeme vyjadrit rovnicou

Konstanta a1> 0 vyjadruje rozdiel medzi pomerami prirastkov a poklesov a
mnozstvom populdcie spdsobeny narodeniami a umrtiami koristi. Konstanta a2
Je kladna, pretoze mnozstvo xz(t) dravcov v ¢ase t sposobuje pokles poctu
koristi. Podobne mozeme vyjadrit aj vztah medzl prirastkom poc¢tu dravcov a
mnozstvami koristi a dravcov, ktory Je
xé i el

kde a3> 0, aq) 0. Poslednd konstanta je kladna, pretoze v pripade chybajuce)]
koristi ako zdroja potravy by nastal pokles poétu dravcov.

Vy$sie odvodené rovnice spolu vyjadruju oyotém diferencidbrych rovnic.
Dalsie modely matematicky vyjadrené systémami diferencialnych rovnic mozno
najst v mechanike, v teérii elektrickych obvodov, v ekonomickych a socialnych
vedach, v tedrii riadenia.

3.1. ZAKLADNE POJMY

Budeme sa zaoberat systémami diferencidlnych rovnic - SDR pre nezname
funkcie X ey X ¢asove] premennej t
S oy g s K SRR, ) )
1 1 1 n
N 12(t.x1.....xn) (101
%o owm  AE X «X5)
n n

Riesenim systému diferencialnych rovnic (1.1) Jje kazdda n-tica spojito
diferencovatelnych funkecii

R AR R R R S
1 n i

splnajuca identity

F bt mad Chon, (1),

....xn(t))
xz(t) = fz(t.xi(t).....x (GB)
.: .................... Nty § PR (1.2)
xn(t) = fn(t.xt(t).....x ) )

pre vsetky t.& (aib), =0 & Gk b & ©
podobne ako tomu bolo v pripade Jednej diferenciélnej rovnice

a) v pripade
gystému diferencialnych rovnic uvazujeme riegenie T

(X, o0x )T (a,b)—R"
na maximalne velkom intervale.

priklad 3.1
Rieéme systém diferencialnych rovnic

X' = =x
1 2
ea (1.3)
g
R 8 e-n 1. e. Systém budeme riesit jeho nahradenim oby¢ajnou

diferencidalnou rovnicou druhého rdadu. Derivovanim prve) rovnice dostaneme

vztahy

X''= =x' = =-x
1 2 1

Teda sme dostali oby¢ajni diferencidlnu rovnicu druhého radu pre neznamu
funkciu X,

xto+x =0
1
ktorej véeobecné riesenie je
 (t) = ecog t+ c BInt
1 1 2
Z druhe) rovnice systému dostaneme funkciu X, v tvare
xz(t) = x;(t) Aot gint + c, cos t
Teda mnozina vsetkych riegeni systému rovnic (1.3) ma tvar
x (t) =c cos't +c, sin t
1 1 2

= - t +c cost
xz(t) c, sin 2

kde g0, su lubovolné konstanty.

Definfcia 3.1
Mnozina vé&etkych rieseni (xl.---'xn)
(1.1) sa nazyva wdecbecné riedenie.

T systému diferencialnych rovnic

tvare
VSeobecné riegenie SDR (1.1) mdze byt éasto vyjadrené Vv

“ R N 4 |
xi(t) = w‘(t,cl,....c“), i

8o to vidiet aj z predchadzajuceho prikladu.
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oby¢ajnych diferencialnych rovnic.

Definicia 3.2.

d@lofou pre SDR Je uloha ndj)st riesenie (xl...

rovnic

3 S TERNE I R
1 1 n
ST WG 6 o S

1 n
Rom-Fohow = )
n n 1 n

splnajuce zadiatlolné nodmienky

X‘(t) = Ex’ (B 1o e SR ¢
kde
T €:(a,b), (51,...,5 )

Priklad 3.2

Riedme zac¢iatoé¢nu ulohu

1 2 2 1
X A0) = =1 % {0) '="2
1 2
R 1 ae88nle. VSeobecné riegenie systému (1.6)
3.1 v tvare
% (t) = c wogt + ¢ 810t
1 1 2

% (L)
2

=R cHInD L+ ¢ cos ft.
1 2
Vzhladom na zaéiatoé¢né podmienky (1.6) dostaneme vztahy:
Xx(O) e B i O xz(O) e, = 2
a teda riedenie zac¢iato¢nej ulohy (1.6), (1.7) ma tvar

xl(t) = =~TcTost ¥ 2 8IS

xz(t) = - sin t +'2'cos "t

Plati nasledujuca veta o existencii a Jednoznac¢nosti

Dale) zavedieme za¢latodnu ulohu pre SDR rovnakym sposobom ako v pripade

Nech I ttachy » R®" - R, § = 1,...,n; U spojité funkcle. EZadialoénoy
i
,xn)T systému diferencialnych

(1.4)

(1.6)

(1.6)

Ol .7)

sme nasli v priklade

riesenia

za¢iatoénej ulohy (1.4), (1.6), ktora jJe analdgiou podobného vysledku V

pripade oby¢ajnej diferencidlnej rovnice n-tého radu.

Dékaz vety presahuje

ramec tohto textu a mozno ho najst za vSeobecnejsich predpokladov V

u¢ebniciach (BH], (MMS].

veta 3.1

Nech © € (a,b) , § €R, {1 =1,

«» N. Ak funkcie f.:(a.b)XR"—*R..

: . ar
=1, ..., N sUspojité a maji ohrani¢ené parcidlne derivicie I
x \J
3
i, J =1,...,n na kazdej mnozine <a,B>xR", a < a < B¢ b, tak existuje jediné
4 ¢
rledenie (X ,....X ) :(a,b)"—R zaélatoéne} alohy (1.4), (1.§).
Pozndmka 3.1

Veta o existencll a jednoznaénosti riegenia zaclatoénej ulohy pre systém
diferencidalnych rovnic je analégiou vety 2.1. o existencii a Jjednoznac¢nosti
riesenia za¢latoénej uUlohy pre obyéajni diferencialnu rovnicu n-teho radu.
Za¢iatoénéd uloha

xR KR Xy

X(n-“(‘t) =

n-1

x(t) = 60. Xr) - El.”

moze byt vyjadrena ako za¢latoéna 1dloha pre systém n obyéajnych

diferencialnych rovnic 1. radu tvaru

b
"
[,
-
*
o
x

x’(t) = E‘_l. s B LS 1

Veta 2.1. Je potom dbsledkom vety 3.1.
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3.2 LINEARNE HOMOGENNE SYSTEMY DIFERENCIALNYCH ROVNIC

V tejto c¢asti budeme pouzivat podobné metéddy ako v ¢astl 2.2, v ktore}
sme sa =zaoberali linedrnymi homogennyml diferencialnymi rovnicami n-teho

radu. Nech je dany systém diferenclalnych rovnic:

%! =g (twra (R)x+ -, . a8 . (L)%
1 id 1 12 2 in n
g T T o R D b e gttt - LT 1 (25
2 21 1 22 2 2n n
X mimeett I e )X i (Y
n nn
kde a :(a,b)>R su spojité funkcie. Dany systém nazyvame <{inedvwn
1

homogénnym oyotémom difererencidlrych novnic — LHSDR.

Systém (2.1) méze byt vyjadreny vo vektorovom tvare

x' = A(t)x (2.2)
kde
- St b G ¢ 3 X
1 n
Je (stlpcovy) vektor neznamych funkecii xl.‘...xn,
X'= (x'....,x')T
1 n

Je vektor ich derivacii a

48 n
Bet) = (b

Je pre kazdé t € (a,b) $&tvorcova matica koeficientov systému.
Odvodime podobnu $trukturu vseobecného riesenia systému (2.1) alebo
(2.2) ako v pripade linearnych homogénnych diferencialnych rovnic n-tého

radu. Systém (2.1) alebo rovnica (2.2) mdézu byt zapisané v operatorovom tvare
ix =0, x X : (2.3)

1 ;

kde X = [C'(a,b)]” Je linearny priestor vsetkych n-tic spojite diferencova-
teInych realnych funkcii na intervale (a,b) a L:X—Y Je linearny operator
zobrazujuci priestor X do priestoru Y = [C(a,b)I" vsetkych n-tic

spojitych realnych funkcii definovanych na (a,b). Operator L ma& tvar
(Lx)(t) ="x'(1) = (ACLt)x(t), t e (a.,b) (2.4)

Nasledujica veta opisuje vseobecné riegenie LHSDR ako podpriestor
linearneho priestoru X.

Veta 3.2
Mnozina X0 véetkych riegeni{ LHSDR (2.1) je n-rozmerny podpriestor

linearneho priestoru X = [Cl(a.b)]".

DB knazZ. Systém (2.1) Jje ekvivalentny s operatorovou rovnicou
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3.2 LINEARNE HOMOGENNE SYSTEMY DIFERENCIALNYCH ROVNIC

V tejto ¢asti budeme pouzivat podobné metédy ako v ¢astl 2.2, v ktorej
sme sa zaoberali linedarnymi homogennyml diferencialnymi rovnicami n-teho

radu. Nech je dany systém diferencialnych rovnic:

¢’ = - P NG, IR TR (6 D b
xl a“(t)xl + alz(t)\2 s 4
el - g AR £
X, az‘(t)xl + azz(t)x2 aZn( X % 1y
% o ey a3 (tixw oA Chx
n n
kde a‘:(a.b)—aR su spojité funkcie. Dany systém nazyvame <{ineduwn
i

homogénnym oyolémom difererencidlrych rovnic - LHSDR.

Systém (2.1) mdze byt vyjadreny vo vektorovom tvare

x' = A(t)x (2.2)
kde
R o=LR X %!
1 n
je (stlpcovy) vektor neznamych funkcii XivoreaX
x'= (x‘.....x')T
1 n
Je vektor ich derivacii a
=N n
A(t) = (aU(t)) e

je pre kazdé t € (a,b) Stvorcova matica koeficientov systemu.
Odvodime podobnu $&trukturu vsSeobecného riesenia systemu (2.1) alebo
(2.2) ako v pripade linearnych homogénnych diferencialnych rovnic n-tého

radu. Systém (2.1) alebo rovnica (2.2) mézu byt zapisané v operatorovom tvare

Ix =0, x €X ; (2.3)
kde X = lCl(a.b)]n Je linearny priestor vsetkych n-tic spojite diferencova-
teInych realnych funkcii na intervale (a,b) a L:X—Y je linearny operator
zobrazujuci priestor X do priestoru Yoo 1 C(a,b) 1" vietkych n-tic

spojitych realnych funkcii definovanych na (a,b). Operator L ma tvar
(Lx)(t) = x"{t) - (At)x(t),. t e (a,b) (2.4)
Nasledujuca veta oplsuje vsSeobecné riesenie LHSDR ako podpriestor

linearneho priestoru X.

Veta 3.2

Mnozina Xo véetkych riegéen{ LHSDR (2.1) je n-rozmerny podpriestor
linearneho priestoru X = [Cl(a.b)]".

D6 kaz. Systém (2.1) Jje ekvivalentny s operatorovou rovnicou
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Lx = 0, a teda mnozinu X

Ly 4:J-

o mézeme vyjadrit ako Jadro lineadrneho operatora

Xo = ker L

a podla zname) vlastnostl z linedrnej algebry ((6]) je X linedrny podpries-
0
tor priestoru X . Aby sme mohli uréit dimenziu priestoru X najdeme jeho
0

bazu.

pefinujme vektorové funkcie 5 & xo' i = 1,...,n; ako Jednoznaéne

na zéklade vety 3.1) urcené riegenia zac¢iatoénych uloh

x'= A(t)x (2.0
x(t) =e‘ (2.6)
kde
1 0 0
o o |1 = |0
91 i 92 T ] A en 20
0 0 1

si jednotkové bazové vektory linearneho priestoru R"

Na zaklade vety 3.1 o existencil a jednoznaénosti riesenia zac¢iatoénej
Glohy pre systém diferencidlnych rovnic méze byt rovnakym spdsobom ako vo
vete 2.2 dokazané, Ze funkcie X oo X su linearne nezavislé a tvoria bazu

priestoru Xo. V&eobecné riesenie systému (2.5) méze byt vyjadrené v tvare

Xty =ecex(t) + o Fex(t)l. t € (a,b) (27T)
) (2 ¢ nn

Podobne ako v pripade linearnych diferencidlnych rovnic n-tého radu, aj
v pripade linearnych homogénnych systémov je mozné explicitne uréit bazu len

v pripade systémov s konstantnymi koeficlentami

.
R S R a0 + ra. X
xl : 5 TS - 1g 2 in n
o= T GRS TR TR 0 - (IR (2.8)
xZ a21x1 ge 2 2n n
’
= X i * + a X
xn anl 1 n2 2 nn n

Systém (2.8) mdze byt vyjadreny vo vektorovom tvare

x' =AX (2.9)
kde
ot | el & o
T TURRRT (2.10)
i S Pl

V pripade n = 1, dostaneme linearnu homogénnu diferencialnu rovnicu

x' = ax

ktorej vSeobecné riegenie ma tvar
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x(t) me 8, 6, 8 ¢R

Riegenie systému (2.8), alebo (2.9) hladame v tvare

Sft) «p e

kde b € C" Jje neznama n-tica komplexnych ¢isel a A Je neznamy komplexny

exponent .

Priklad 3.3
Najdime vseobecne riesenie systemu

 Bebies + 2Xﬁ
1 1 - (2,11)
x; = 4X1+ sz
R'f o 8a nil 6 Z Vety 3.2 vyplyva, 2e sta¢i najst dve linedrne

nezavislé riesenia LHSDR (2.11). Hladajme ich v tvare

x(t) = b eM

x1(t) ¥ b1 ekt
%G8 lvas 1b
2 2

Dosadenim do (2.11) dostaneme rovnice

T i L e
1 1 2

alebo

bia“e™ < (&b + 3p Ye
2 1 2

Po uprave mame systém linearnych homogénnych algebrickych rovnic s neznamym

parametrom A na vypoc¢et vektora b

0

(1-A)b_+ 2b
A o (2.12)

4b + (3-A)b 0
1 2

Vektor b = 0 je riesenim tohto systému pri lubovolnej hodnote parametra A.
Aby mal systém aj nenulové riesenie, musi byt jeho determinant nulovy. Teda
riesime rovnicu pre neznamy parameter A

1=K}, "2
= A=-4A =6 =0
4 ., (8=%)
ktora ma dve riesenia ll i Az = 5. K tymto dvom é¢islam najdeme prislusne
nenulové riesenia systému (2.12).
Pre Ax = -1 mame systém
b+ 2b =0
1 2
4b + 4b_ =0
1 2
ktorého nenulovym riesenim je vektor b1 - [ i]. Nenulové riesenie LHSDR

(2.11) ma potom tvar
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At
x(t)-bel.[l] -t,[e"
"19 e"‘]otER

Daléle linearne nezavislé riegenie odpoveda exponentu A

= 5. Dosadenim
tejto hodnoty za A do systému (2.12) dostaneme systém

—4b1+ 2b2 =0
4bl- 2b2 = 0

ktorého nenulovym riesenim je vektor b
2

£ i
= [2]. Prislusnym riegenim LHSDR
(2.11) Je potom vektorova funkcia

At
. g AEg 2
RgvEi e [2]9 B [2:5t]. t € R

Ako vyplynie z textu nasledujuceho za tymto prikladom, su vypoéitané funkcie

X, X, linedrne nezavislé a tvoria bazu priestoru vSetkych rieseni LHSDR
(2.12). Vseobecné riesenie ma potom tvar

=t 5t
= = e e
x(t) clxl(t) + cle(t) = Cl[_e—t] + CZ[ZQSQJ

alebo jednotlivych funkciach

=t
o Cieirt alat
1 1 2

X ()= —cie™t4 2c ot
2 1 2
Metddu z predchadzajuceho prikladu méZeme pouzit aJ na vdeobecny pripad

linearneho homogénneho systému n rovnic. Zavedieme si najprv niektoré
dolezité pojmy z linearnej algebry.

Definicia 3.1
Ak A je Stvorcova matica rddu n, I Jje jednotkova matica, A € C. tak

tak determinant det (A - Al) sa nazyva chawkleioticky delerminant
a algebricka rovnica

n-1

det (A - Al) = (-1)"A" + a2" "'+ ...+ & =0
charakleriotickd novnica matice A
Korene A € C charakteristickej rovnice matice A sa nazyvaju wvdfaociné

fodnoty matice A

Ak A € C je vlastna hodnota matice A , tak nenulové riesenie b € €’
rovnice (systému)

(A - AI)b =0
Sa nazyva wfaotny) weblor matice A patriaci k ¢islu A

Charakteristicky determinant matice rddu n Jje polyném n-tého stupna,
ktory ma najviac n (komplexnych) Kkorenov = vlastnych hodnét. Nasledujuca
Veta zovseobeciniuje metédu pouzitu pri rieseni LHSDR z prikladu 3.3 na pripad
Systému n rovnic, ktorého matica ma n réznych vlastnych hodndt.
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Veta 3.3
Nech A n vzajomne rodznych vlastnych hodnét matice

1

e i . b si 1im =zodpovedajuce vlastné vektory. Poton
137 1, 4=

vektorové funkcie

At Kt
$=(blel,...,be") (2.13)

tvoria bazu priestoru X0 véetkych rieseni LHSDR

i S Gal ;g + 8RN

1 13104 12 in n
- Sks S VS e I Gk (g, SWrerN b WIS (2.149)
2 b B 22 2 2n n
o R0 e SR IR i ¢ I W

n nl 1 n2 nn n

() = &b e =% % che (& 1e)
- Rt | n n

D 6 k a z. Podla znamych vysledkov z linearnej algebry ([6]) zodpoveda

v tomto pripade kazdej vlastnej hodnote A‘ prave Jjeden linearne nezavisly

vlastny vektor b‘. i = 1,....0n,  pricom vlastné vektory bl....,bn su
At At
linearne nezavislé. Potom aj vektory ble ! % St i bne > su linearne
At
nezavislé pre kazde t EaR a teda aj funkcie x‘(t) — bie s S o (0 R W

linearne nezavislé. Kazda funkcia X, Je riesenim LHSDR vo vektorovom tvare

- el T B
¢o vyplyva zo vztahov
At Aﬁ Aﬁ
x:(t) =bie  =Ibire =A be =Ax(t), t €R
Pretoze funkcie X oo X su linearne nezavislé, tvoria podla vety 3.2 bazu
priestoru XO vSetkych rieSen{ systému (2.14), ¢éim Jje dokaz vety 3.3

skonéeny.

Poznamka 3.2

Ak su vSetky vlastné hodnoty z predchadzajucej vety realne, tak aj im
prisluchajuce vlastné vektory maju redlne zlozky a bazové funkcie X poa X,
tvoria bazu priestoru realnych rieseni HLSDR (2.14). Ak sU niektoré vlastné
hodnoty komplexné, tak uvedené funkcie tvoria bézu priestoru komplexnych
rieseni systému (2.14).

Priklad 3.4

Najdime vSeobecné riesenie systému linearnych diferencidlnych rovnic

N m Ao B e X

1 1 2 3
) cim.gmieiad O y

2 1 g Ty (2.16)
XD -

3 1 3
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Veta 3.3 .
Nech Xicivank Je n vzajomne réznych vlastnych hodnét matice
PR e e e ¢ a gﬁ...,b si 1im zodpovedajuce vlastné vektory. Poton
137 1,4=1 1 n
vektorové funkcle
At At
8 = (be 5 12D @ Sy (2.13)

tvoria bazu priestoru X0 vsetkych rieseni LHSDR

' = + a i % B W

xl allxl IR in n
t* = X + a » INE SRR X | - X (2:14)

X2 a21 1 BREe 2n n

= + a X + ol | X

xn anlxl n2 2 nn n

a jeho vseobecne riesenie ma tvar

At Y
ks ) b a b N B T (2.15)
s | nn

D& k a z. Podla znamych vysledkov z linearnej algebry ([6]) zodpoveda

v tomto pripade Kkazde} vlastnej hodnote k‘ prave Jjeden linearne nezavisly

vlastny vektor b‘. f = 1,...,n, priéom vlastné vektory bl,...,bn su
At At
linearne nezavislé. Potom aj vektory ble . . S bne > su linearne
Ar
nezavislé pre kazde A P ° ) a teda aj funkcie x‘(t) - b‘e l, t € R ‘sa

linearne nezavislé. Kazda funkcia x‘ je riesenim LHSDR vo vektorovom tvare

X' = AX
¢o vyplyva zo vztahov
At Xﬁ Aﬁ
x:(t) = bAe fasdB e = A Be =AXx(t), t < R
Pretoze funkcie X.,...,X st linearne nezavislé, tvoria podla vety 3.2 bazu
priestoru Xo véetkych rieseni systému (2.14), ¢im Je dékaz vety 3.3

skonéeny.

Poznamka 3.2

Ak su vsetky vlastné hodnoty z predchadzajucej vety realne, tak aj 1im
prisluchajuce vlastné vektory maju realne zlozky a bazové funkcie xl....,xn
tvoria bazu priestoru realnych rieseni HLSDR (2.14). Ak su niektore vlastneé

hodnoty komplexné, tak uvedené funkcie tvoria béazu priestoru komplexnych
rieseni systému (2.14).

Priklad 3.4

Najdime véeobecné riedenie systému linearnych diferencidlnych rovnic

.= R =

5 " 2x2 x3

K om ey + g

2 i (2.16)
R X £

3 1 3

100

R1esenle. Charakteristickd rovnica matice systému ma tvar

e Ul e |
=1, 1=, 1 | = =A% 2% A = 0

ll 0 '-1-1
Jej korenmi su vliastné hodnoty Ap Mgy beom Bk a
2 ’ 3 .

Vvliastnej hodnote A‘ zodpoveda vlastny vektor b, ktory ur¢ime po

vyrieseni systému algebrickych rovnic

2b o o =
1 2b2 b3 0
=b. =
i 2b2 + b3 0
A 0
prvé dve rovnice systému sU linearne zavislé. Ak zvolime hodnotu b_ = 1, tak
> ’

dostaneme b3 = -2 a vlastny vektor

b = (0,1,-2)7

Rovnakym spdsobom najdeme vlastné vektory b,, b,  zodpovedajuce vlastnym

hodnotam A = 0, resp. A3 = 2. SU to vektory

= T = -
b2 (150500 b3 G =2, 1)

Baza priestoru Xo véetkych rieseni LHSDR (2.16) je potom tvorena vektorovymi

funkciami

-t O—& ot 1 2t SeZt
x(t) =be " = el %) em Bt wa @t m G = hg™ w[Pet
1 1 He8 2 2 3 3

Véeobecné riesenie systému (2.16) ma potom tvar

= +
x(t) clxl(t) + czxz(t) cax3(t)
alebo
2t
xl(t) g * 303e
-t 2t
xz(t) L 2039
-t 2t
= - t € R
xa(t) che + c, + c.e

Doteraz sme rie£ili LHSDR za predpokladu jednoduchych korefnov charakte-
ristickej rovnice, ku ktorym sme nasli prave n linearne nezavislych
vlastnych vektorov a bazu priestoru X0 riegeni prislusného LHSDR. V pripade
viacnasobnych vlastnych korenov mozeme dostat mene) ako n vlastnych vekto-
rov a teda aj menej ako n linearne nezavislych riegeni. Teraz si ukazeme
akym spdsobom dostaneme ostatné linearne nezavisle riesenia, ktoré spolu
s predchddzajucimi vytvoria bazu priestoru X .

Predpokladajme, ze ¢islo e dvojnasobnym korenom charakteristicke})
’ 1

rovnice det(A - AI) = O t.). dvojnasobnou vlastnou hodnotou matice A

Systému diferencialnych rovnic
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M6zu nastat dva pripady
Ak  hod(A -A 1) = n-2
linearne n.zivlsld vliastné vektory b b
ku ktorym priradime dve linearne nezavlslé riesenia
Alt Alt
xl(t) = b1e 3 xz(t) = bze

patrlace k vlastne) hodnote %

systému diferencialnych rovnic (2.17).
Ak hod (A —A I) = n-1, tak dim Ker (A -A I) = 1, a teda Kk vlastnej

hodnote Ax existuje prave jeden linearne nezavisly vliastny vektor bx' Rov-
nako ako v predchadzajucich pripadoch, dostaneme Jjedno riesenie systému

(2.17) v tvare

Aﬁ
xl(t) = ble

Na ziskanie dalsieho linearne nezavislého riesenia uréime tzv zovdeobecneny
vlaotng wvekblor bz. ktory je riedenim systému algebrickych rovnic (v matico-

vom tvare)
(A - Al)b2 =Db
Hladané riesenie ma tvar

At
1
xz(t) =(bxt+ bz)e el R

Priklad 3.5
Riedme zad¢iatoénu ulohu

X' = —4x = % . xXA0) il
3 N, (2.18)

xé = x1-2xz. x2(0) 0

R"178 & 0 0N Yy Najprv najdeme vseobecné riesenie LHSDR z ulohy
(2.18). Charakteristicka rovnica systému ma tvar

l-4 7,1

1 “2'AI A+ B6A + 9 (A+3)° =

Teda Al = =3 Je dvojnasobnad vlastnd hodnota. Prislusny vlastny vektor
b1 = (1.-1)T Jje riesenim systému rovnic

-bx— bz =0

b1 + b2 =0
Prislusné riesenie LHSDR mé potom tvar

- o WECRRE (% B (- T3 8
xl( t) b E (_1] o = [_e-:u]

Vzhladom na to, 2Ze k vlastnej hodnote Al neexistuje dalsi vlastny
vektor linearne nezavisly s vektorom b, nédjdeme zovseobecneny vlastny
vektor b, lineédrne nezavisly s b . Riesme nehomogénny linearny algebricky
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'Nl. prave) strane tohto sys é

~ Jedn
systému Je zovéeobecneny vla-tny Véktm' ey repwn

b, = (1)

pruh4 bazova funkcia ma potom tvar

= Bge’ N
X,(t) = (b t+b e " = [_ ]e at [

Vgeobecné riesenie daného LHSDR je

x(t) = clx‘(t) + czxz(t)
a po zlozkach
x (t) = (c + czt)e‘3‘
= - = it -3t
xz(t) ( g =i Czt)e

Aby boll splnené zac¢iatoéné podmienky, riesime systém rovnic

xl(O) G 1

xz(O) i TR 0
Dostavame g 1 e = -1. Rie$enim za¢iatoénej ulohy (2.18) Je
potom dvojica funkcii
B Ltdos (it
te: )

Ak vlastna hodnota A matice A ma nasobnost k , pri¢om hod(A-Al) =
n-j , 1 £ j < n tak existuje J retazcov zovseobecnenych vlastnych vektorov
patriacich k A. Vektory b1“"’bm tvoria retazec prave vtedy, ak platia
vztahy

(A-Al)b1 =0, bl# 0

(A= Al)b2 =
(2.19)

...................

n
o

(A - ADb_=Db_

Vidime, 2e prvy élen retazca je vlastny vektor patriaci k vlastnej hodnote

A. Poéet retazcov je totozny s maximalnym po¢tom linearne nezavislych

vlastnych vektorov patriacich k A.

vektorov urcéujeme bazu
koeficientmi v pripade

Pomocou retazcov zovéeobecnenych vlastnych
Priestoru vsetkych rieseni LHSDR s konstantnymi
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Veta 3.4.
Nech h ....;h
cich k vllttn'J hadnetn S satice

At
x‘(t) = b‘e

x,(t) = (blt+bz)e“ A
¥ ] At
x_(t) = [b‘ = g g g L T R e P ER

st linearne nezavislé riesenia LHSDR x' = A X .

Dékaz vety je naro¢nejsi a ¢itatel ho mbéze nadjst v knihe [16].

Pozndmka 3.3.
Ak A Jje k-nasobna vlastnd hodnota matice A a

hod(A - AI) = n - s

t.j. dim Ker(A-AI) = s, 1 £ s < k,tak existuje s retazcov zovseobecnenych
vlastnych vektorov patriacich k A (vlastny vektor povazujeme pritom aj za
zovieobecneny). Prislusné zov&eobecnené vlastné vektory nembzeme volit
Iubovolne, ale tak aby nehomogénne systémy linedrnych algebrickych rovnic v
(2.19) mali riesenie. Podla Frobeniovej vety z linearnej algebry ([6]) to
nastava prave vtedy ked hodnost matice A - Al je rovna hodnosti matice
rozsirenej o zovdeobecneny vlastny vektor b’. g way s i,m=1 Funkele tyvaru
(2.20) vytvorené pomocou retazcov maximalne moznych dlzZzok ku vsetkym vlastnym
hodnotdam tvoria bézu priestoru Xo véetkych riegsen{ LHSDR s kons&tantnymi

koeficientmi.

Priklad 3.6
Najdime vseobecné riesenie HSLDR

X & 2x1- xz =X
L= 2xl- . 2x3 €2.219)
Y- -xl+ x2 + 2x3

Riesdenie. Charakteristickd rovnica matice A systému (2.21) md
tvar
det (A - AI) = -(A-1)°
a teda md Jeden trojnasobny koren - vlastni hodnotu A‘ = 1. Vlastné vektory
uréime zo systému rovnic (A - AI)b =0, t.J.
b‘- b2 - b3 =0

2b1- 2b2 = 2b3- (]
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v;kto-

(2.22)

Aby sme mohll uréit bézu mnoziny véetkych riegent LHSDR (2.20), musime
najst dva lineadrne nezavislé vlastné vektory b b a Jeden zov&eobecneny
vlastny vektor bs lineérne nezavisly s vektor i ol

B o riesont fih ; m b » b . Suradnice vektora
b, ur P omogeénneho systému 1ineérnych algebrickych rovnic

(A - M)b3

= bz

pric¢om vektor b vyJadrime v tvare (2.22)

A . Dostévame tak systém rovnic

bl = b2 — b3 = ﬁl

Wil A (2.28)
-bl+ bZ S b3 = Bl-pz
Dany systém méa riesenie, ak B, = 2B, pretoze v tom pripade je hodnost
matice systému rovna hodnosti matice roz&irenej. Ak polozime B oA
‘ L

dostaneme Bz = 2, Bx_ Bz= -1 a teda vlastny vektor
i T
b2 (1:2.-1)

Suradnice zové&eobecneného vlastného vektora ba dostaneme zo systému (2.23)

po dosadeni vektora bz do pravej strany. Riesenim systému je potom napr.
vektor

T
b3 m(1,0,0)
Vlastny vektor b1 linearne nezavisly s bz' b3 Je podla (2.22) napriklad
h = 011
K vlastnym vektorom b1 dostaneme béazové funkcie
t et
x‘(t) = ble = 0t 't EnR

e
resp.

t
e
- | S t
xz(t) bze = [Egt]. t €eR

K vlastnému vektoru b2 a zovdeobecnenému vlastnému vektoru b3 priradime
bézovi funkciu

¢ (t+1)et 5 g
= = 2t e | =
xa(t) (b2t+b3)e [ S5

V8eobecné riegenie LHSDR (3.23) ma tvar

€ R

x(t) = clxi(t) + czxz(t) + csxa(t). -
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vV pripade komplexnych vlastnych hodnét matice A by sme
predchadzajucimi postupmi ziskall komplexné riesenia LHSDR x'= A X. Redlne
bézové riedenia ziskame podobnym sposobom ako v pripade lineérnej
diferencidlne)j rovnice n-tého radu s kon&tantnymi koeficientmi. Hovor{ o tonm
nasledujuca veta, v ktore} predpokladéame jednoduché vlastné hodnoty. Vv
pripade viacnésobnych vlastnych hodnét ﬁostupujeme analogicky.

Veta 3.5
Nech matica A mé& jednoduché vlastneé hodnoty
a1+1ﬁ1, ax_lﬁx""' ak+lﬁk. ak—lﬁk. AZR‘I....,An,
kde
- Ay w0,
ax'ﬂx"'"ak'ﬁk‘lzkol""'kn €R; Bl' Bk
ANl B bzx 1....,b su vlastné vektory patriace k vlastnym hodnotém
1 k +* n
al+1BI,.A., ak+16k, AZKH'."'An' tak vektorové funkcile
(@ nﬁln (a{‘Bﬂ‘
8 = { Relble ) o Im[ble Vb is
(@ +if 1t (@ +1f )t A t Ak
B TR k' ik 2k+1 n
Re[bke ].Imlbke ],...,bzk”e .....bn e }

tvoria bazu priestoru vsetkych realnych rieseni LHSDR x'= Ax

P 6 k a z. PretoZe matica A Je realna, existuju vlastné vektory
b:.....b: patriace k vlastnym hodnotam a‘—iﬁl. S AR ak—lﬁk . ktere: . su
komplexne zdruzené k vlastnym vektorom bx“"'bk‘ Podla vety 3.4. tvoria

vektorové funkcie

(alolBl)t s (al-lﬁl)t
{ yl(t) = ble . yz(t) = ble :
(akoxB )t 3 (ak—ka)t
yZR_l(t) = bke - y2k(t) = bke -
A At
g 2k+1 & n
x2k'l(t) = l:»“’l ey xn(t) bn e }

bazu priestoru xo véetkych riesdeni LHSDR x'= Ax . Funkcie

p) |
xa_l(t) Re y“_l(t) s [ym-x(t)+ yzj(t)].
i e £ S
xzj(t) = Im yz;-x(t) - 5T [ij-l(t) yzj(t)]. J o meleae K
s linearnymi kombindciami funkecii yl.....yZK, a teda spolu s funkciami
xzu’l(t),....xn(t). t € R; tvoria béazu priestoru Xo.a teda aj priestoru

vSéetkych redlnych riegen{ LHSDR x'= Ax .
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priklad 3.7
N&jdime véeobecné riesenie LHSDR

¥xl 5
e 2xx + X, =2x

X' = =x
2 1 (2.24)

~ =
- xl + xz X

3 3

R1esenle. Charakteristickd rovnica matice systému m& tvar

BNy Ly e 5 .
=L =N 0 a’=AT+ A=A+ . (W% - -
% Eiesing ( TICI=R) =0

ylastné hodnoty potom su

vlastne) hodnote A zodpoveda vlastny vektor b , ktorého suradnice su

riegenim systému
(2—1)b1+ b2 - 2b3= 0
-bl—lb2 = 0
b1+ bz—(1+1)b3= 0

Ak poloZzime b = 1, dostaneme z druhej rovnice PLisel . a2 dalsej rovnice
b3= 1. Komplexna vektorova bazova funkcia ma tvar

1 i egs:t 2 d«8in t
y(t) = Jlilla- = |=gin t + 1 'cof L
1 ) s i (e 0 By

Z funkcie y ziskame dve readlne bazové funkcle

cos t
x (t) = Re y(t) = |[-sin t
: cos t
a
sin t
x (t) = Im y(t) = cos t
- sin t

K redlnej vlastnej hodnote Aa = 1 dostaneme vlastny vektor

[ 1]
b & mile=)
1 0
t
eﬂ
X (t) = |=a
3 { 0

V pripade viacnasobnych komplexnych korefiov ziskame komplexné bazové

funkcie pomocou retazcov zovéeobecnenych vlastnych vektorov a redlnu bazu
esdeni zodpovedajucich

a bazova funkciu

Pozndmka 3.4

ziskame ako redlne a imaginarne ¢asti komplexnych ri
Jednej z dvojice komplexne zdruzenych vlastnych hodndt .

Dalej sa budeme zaoberat riesenim zaéiatoéne) ulohy
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