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Druhé polovica 17. storoéia . so vznikom newtonovske] mechaniky,
diferenciélneho a integrélneho poétu podnietila aj rozvoj diferencidlnych
rovnic ako d6lezitého néstroja na modelovanie prirodnych Jjavov. Hlavnymi
zdrojmi ingpirédcii pre tento rozvoj bolil mechanika, fyzika, astronémia. Na
skumanie javov v mechanike a astrondémii sa v tom ¢ase vysta¢ilo s obyc¢ajnymi
diferencidlnymi rovnicami a ich systémami, v ktorych ako nezname vystupuju
redlne funkcie jedne) redlnej premennej, zviécsa casove]. Coskoro sa ukéaza-
lo, 2e pre rozvo) dalsich fyzikdlnych a technickych disciplin treba skumat
Javy odohrévaJﬁce'sa v ¢ase aj v priestore, ¢o podnietilo vyvoj parcialnych
diferencialnych rovnic s neznamymi funkciami viac premennych. V suc¢asnosti sa
diferencialne rovnice bohato vyuzivaja nielen v technickych disciplinach, ale
a) v ekonomickych, biologickych a socidlnych vedéch.

V elektrotechnike sa zvladnutie apardatu diferencidlnych rovnic ukazalo
ako nevyhnutné o.1. v teériil elektromagnetického pola a elektrickych obvodov.
Podstatny je prinos diferencidlnych rovnic a ich systémov v tedrii riadenia,
spracovania signalov, v lekarske) elektronike.

Predlozeny text Je rozdeleny do s$tyroch v#é¢sich celkov. V 1.kap.sa
zaoberédme obyc¢ajnymi diferencialnymi rovnicami 1.radu. 2.kap. obsahuje
oby¢ajné diferencialne rovnice vysé&ich radov a 3.kap. systémy oby¢ajnych
diferencidlnych rovnic. V 4. kap. sa &¢itatel zoznaml so zakladmi parcialnych
diferencialnych rovnic. Kazdd kapitola pozostdva z niekolkych ¢asti. Vety,
definiclie, poznamky a priklady su ¢islované v kazde) kapitole dvojé¢islim bez
ohladu na jednotlivé ¢&asti, pricom prvé ¢islo Je totozné s ¢&islom kapitoly.
Vzorce su ¢islované v kazde) ¢astl dvojé¢islim bez ohladu na ¢islo kapitoly,
pridom prvé éislo Je totozné s ¢islom prislusnej ¢asti. V texte sme pouzili
niektoré vysledky linearnej algebry a matematickej analyzy, ktoré c¢itatel
mdze ndjst v 1lit. (71, (9}, (%0}, ‘Beei, (18], [4). Poznamendvame, 2e
ovlddanie zédkladov matematickej analyzy a linearnej algebry Je nevyhnutné pre
zvladnutie zédkladov diferencidlnych rovnic. Rozsah skripta ako aj vyuky nam
nedovolil preniknut do v#A¢se) hlbky predmetu. Potencidlnym zajemcom
odoporuéame 1it. (8], (11], (18], (16}, (1], (2], [3], 1121, 129]), 418].

Je nagou milou povinnostou vyslovit vdaku recenzentom doc. RNDr.
Rudolfovi Kodnarovi, Dr.Sc. a doc. RNDr. Milanovi Medvedovi, CSc. za ich
cenné rady a pripomienky, ktorymi prispell k zlep$eniu urovne textu.

Bratislava, v auguste 1993 Autori




1. OBYCAJNE DIFERENCIALNE ROVNICE 1. RADU

V tejto kapitole sa budeme zaoberat rovnicami, ktoré obsahuji neznamu
redlnu funkciu jedne) redlnej premennej spolu s Je) prvou derivacliou. Ak
t — x(t) Je neznama funkcia, potom obyc¢ajné diferencidlna rovnica 1.rdadu ma

tvar
F{t ., x.x") «°0

kde F Je dana funkcia troch premennych. Zameriame sa len na rovnice, pre

ktoré
Flt ¥ %) =it n) = x-
a teda maju tvar

e Ll b))

1.1 MOTIVACNE PRIKLADY
Priklad 1.1 Priamoc¢iary pohyb

Nech spojita funkcia v : <0,T>—R vyjadruje premennu rychlost hmotného
bodu pohybujuceho sa v kladnom smere osi X. Predpokladajme, Zze bod méd polohu
E v &ase T e QoD a hladajme funkciu vyjadrujuicu zéavislost polohy
(drdahy) hmotného bodu od c¢asu.

R4 N I 160 AKX t— x(t) Je neznama funkcia vyjadrujica drahu
hmotného bodu, tak funkcia rychlosti v Jje jej derivéacla a ta splha v kazdom
bode t rovnost

x'(t) = v(t)

Dostali sme Jednoduchu formu diferencidlnej rovnice 1. rddu, ktora mdézZzeme
vyjadrit aj v tvare

X2 w yit)

Vieme, 2e véetky funkcie splhajuce tuto rovnicu maja tvar neuré¢itého
integralu

x(t) = fv(t)dt
Aby sme vyuzili znému polohu bodu

x(t) = ¢

vyjadrime neuré¢ity integral pomocou uréitého integrdlu s dolnou hranicou <=
a premennou hornou hranicou t a dostaneme vztah

L
x(t) = fvis) + C
T

Na zéklade vety o derivacii integralu podla hornej hranice {1101, [18]) plati
x'(t) = v(t) pre véetky t € [0,T]l. Aby bola splnend podmienka x(t) = 13

dostavame rovnosti

T
x(e) = § visglde + U m Q5 C = C = {
T

a teda funkcia vyjadrujuca pohyb hmotného bodu mé tvar

t
x(t) = E + fv(s)ds, t € [0,T]
T

Poznémka 1.1
Vypoé¢et neurc¢iteho integralu ff(t)dt Je podla jeho definicle ekviva-

lentny s riesenim diferencidlnej rovnice

%= . FCE)

Priklad 1.2 = Volny pdd

Nech teleso hmotnosti m voIne padd pod vplyvom gravitaéne) sily a sily
odporu prostredia. Odvodme rovnicu pre ¢éasovu funkciu Jeho rychlosti.
B i1 a B on 1l o, Ak vit) Je rychlost telesa Vv ¢ase t, tak podla

Newtonovho pohybového zékona platf vztah

m v'(t) = F(t)

pri¢om F(t) Je sila pbsobiaca na teleso Vv é¢ase t. V nasom pripade
F(t) = mg - kv(t)

kde g je gravitaéne zrychlenie a kK 2.8 je konstanta vyjadrujuca odpor

prostredia. Dostavame tak rovnicu pre funkciu rychlosti v tvare

mv'(t) = mg - kv(t)

alebo

Priklad 1.3 Populaénd dynamika

Pomocou matematickych modelov mdzeme predvidat rast a pokles mnozstva
populédcie v zdvislosti od c¢asu. Kazdu populéciu tvori jeden druh, napr. ludia,
zvieratd, baktérie. Odvodme diferencialnu rovnicu pre mnozstvo populacie v

édase t za predpokladu, 2Ze Jednotlive druhy populécie su izolovaneé.




Rie&en i e. Zédkladom nasdich uvah je vzorec pre pomer relat{vneho
prirastku populdcie k danému mnoZzstvu x(t). V jednoduchom pripade mame

Ll K
x(t)

kde kon&tanta Kk = m - n vyladruje rozdiel prirastkovych a ubytkovych pome-
rov k celkovému mnozstvu populédcie. Dostéavame tak rovnicu

ktord vyjadruje exponencidlny rast (k > 0), exponencidlny pokles (k
alebo konstantné mnozstvo populdcle (k = 0) v uré¢itom ¢asovom intervale
Zlozitej&i, ale realistickejsi model je vyjadreny vztahom

< 0)

x (L)
7% F(x(t))

kde F Jje dand empiricky uréena funkcia.

Dostavame tak nelinearnu diferen-
cidlnu rovnicu

g g G n )

Ak populacia nie Jje 1izolovand a na jej prirastok vplyvaju vonkajs&ie

vplyvy vyjadrené funkciou t — f(t), dostaneme rovnicu

X

=y Fin) + r(t)

1.2 VSEOBECNE RIESENIE A ZACIATOCNA OLOHA

Ako bolo uz spomenuté v Gvode, budeme sa zaoberat oby¢ajnou

diferencialnou rovnicou 1. radu

K. w £t N (2.1)

Zavedieme prvy zakladny pojem teérie diferencidlnych rovnic - riesenie

rovnice.

Definicia 1.1 RieSenie diferencidlnej rovnice
Diferencovatelna funkcia X :(a,b) > R, -~ » < a <b s o je ndedenim

diferencialnej rovnice (2.1, %

Rt = Lt x(L))

pre véetky T xab).

Priklad 1.4
Ukazte, ze funkcila x(t) = ce” , t € R; Je pre kazde c € R riesenim

diferencidlnej rovnice

X'= 2X (2.2)
Ri1ies&enie. Derivovanim funkcie x dostavame vztahy

2t t

x*(t) = (co®™)! = ¢ 20" « 2 ce™ = 2 n(t)

pre véetky t € R a porovnanim s rovnlicou (2.2) vidime, 2ze funkcla

E iR, alt) v 8

je jJe) riegenim pre kazdé c € R. Grafy rieseni pre
rézne hodnoty c¢ sa na obr.1. V&imnime si, 2ze grafy sa v Zziadnom bode roviny

nepretinaju.

Priklad 1.5

Najdime vsetky riesenla rovnice

x' = 2t (2.3)

Riesenyie. Funkcia F(t) = tz, t € R Je primitivnou funkciou K

funkeii f(t) = 2t, t € R. Kazdd funkcia tvaru
LT IR e T g (2.4)

Je potom riesenim rovnice (2.3). Naopak, kazdd funkcla, ktord Jje riesenim
rovnice (2.3) je primitivnou funkciou k funkcii f(t) = 2t a ma tvar (2.4).
To znamend, 2e vzfahom (2.4) s uréené vsetky riesenila obyéajne)
diferencidlne) rovnice (2.3) (obr.2).
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Qbr. 1

Riegdenia rovnice x'= 2Xx

v
N

Obr. 2

Rieéenia rovnice x'= 2t

Z predchadzajucich prikladov vidime, 2Ze diferencidlna rovnica ma vo

véeobecnosti nekoneéne vela rieseni. Preto md zmysel nasledujuca definicia.
Definicia 1.2 VS8eobecné riesenie
Mnozina vsetkych riesen{ diferencidlne) rovnice

X' = £(t,x)
sa nazyva wéeobecné niedenie .

Véeobecné riedenie obyé¢ajnej diferencidlnej rovnice méze byt vo v#ésine
pripadov vyjadrené v tvare

x(t) = p(t,C), t € Ic

kde C Je realny parameter a Ic Je interval (vo v&eobecnosti zavisly od C).

Priklad 1.6

Najdite vseobecné riesenie rovnice

x' = cotg ¢t (2.6)
Ri1eé&enie. Funkcia
F(t) = ln|sin t|
je na kazdom intervale (nit,(n+1)n), n € Z primitivnou funkciouk funkcii

f(t) = cotg t. Véeobecné riesenie mad potom tvar
x(t) = In|sin t| + c, t € (nx, (n+)m), N € 2, ¢ &R

Ak polozime c¢ = In C, C > 0; tak vseobecné riegenie mdézeme vyjadrit aj

v tvare (obr.3)

x(t) = 1n [C|sin t|], t € (nn, (n+1)n), n € Z, B0

Obr. 3
Niektoré riesenia rovnice x'= cotg X
Ako sme spomenull uz v uvode, diferencialne rovnice vystupujuce v nasom

texte modeluju determiniolické nrocecy vyznadujuce sa tym, 2e
dej Je Jednoznaclne ur¢eny stavom V
ze k obyc¢ajne] diferencialnej rovnici 1.

cely buduci,

ako a) predchadzajucil danom ¢asovom

okamihu. V na&om pripade to znamena,
radu priddvame podmienku vyJjadrujucu predpisani hodnotu
bode. Nasledujuca definicia formuluje Glohu o hladani riesenia splhajuceho

uvedenu podmienku.

riesenia v danom




Definicia 1.3 Zadiatodnd uloha

Nech Jje danad spojita funkcia T (a,b) x (c,d) — R a bod
(t,€) € (a,b) x (c,d). fadiatodnd «loka je Uloha najst riesenie x:(a,B)—R
diferencidlnej rovnice

K= f(t.x) (2.6)
ktoré splna zadiatodmi podmiendu
x(t) = § (2.7)
Priklad 1.7
Riesme zad¢iatoénu ulohu
R
%{%) = ¢
Riesdenie. Funkcia F:R—R tvaru
%

F(t) = s ds
T

Je primitivnou funkciou k funkcii f(t) = t. Suc¢asne plati

F(r) =0

Potom funkcia x:R—R definovana vztahom

t
x(t) = £ + 5 ds = £ + L(t2-¢?)
" 2
Je riesenim danej ulohy.

Za¢iatoéni uUlohu 2z Prikladu 1.7 méZzeme zovseobecnit pre pripad
IubovoInej spojitej funkcie f. Hovori o tom nasledujlica veta.
Veta 1.1

Nech f

(a,b)—>R Jje spojitd funkcia, t € (a,b), £ € R. Potom funkcia
x : (a,b)—R dand vztahom

t

X(t) = & '+ 0f(s) de, t € (a.b) (2.8)
§ ]

Je jedinym riegenim zac¢iatoénej ulohy

AR A (2.9)

x(t) = § (2.10)
D&k az. Funkcia F:( ;
:(a,b)—R, F(t) = ff(s)ds; je primit{vnou funkciou
T

k funkeii f, pric¢om plati
premennou hornou hranicou

F(x) = 0. Podla vety o derivacii integralu s

([18]) Je funkcia X definovand vztahom (2.8)

10

%

diferencovatelnd a plati:

x'(t) = f(t) pre kazdé t € (a,b)

Teda funkcila X Je riesgenim diferencidlnej rovnice (2.9). Priamo z tvaru
(2.8) vyplyva splnenie zaéiatoéne) podmienky (2.10). Tym sme dokazall, z2e
funkcia X je riesenim za&latoéne) ulohy (2.8), 2.9). E&te nam zostava

dokézat jednoznaé¢nost riesenia.

Nech y:(a,b)—R Je riesenie zad¢latoénej ulohy (2.9), (2.10), teda
plati
yr(t) = 3(L)  pre vietky t € (a,b) $2.11)
a
yix) = L. (2.12)

jJe potom primitivnou funkciou k funkcili f. Pretoze lubovolné

(a,b)

Funkclia y

primitivne funkcie k funkell I sa lisia o konstantu,

na intervale

dostavame vztah

t

y(t) = ff(s)das + C, ¢ € (a,b)

T

a na zaklade zaéiatoéne) podmienky (2.12) dostavame
ix) = O % 0. G & g
Teda
t
yit) = jf(slds + & = x(t) pre véetky t € (a,b)

T
a zadlatoéna uloha (2.9), (2.10) m& prave Jedno riesenie vyjadrené vztahom
(2.8).

CVICENIA 1.2

V ulohdch 1 - 2 ukazte, 2e dané funkcie su rieseniami diferencialnych

rovnic:
3
e TN R T o T LR T G R SR L
12 »
- - SulB) o RR WK L™ 0
- B g t € (-n/2

V Ulohach 3 - 14 najdite v&eobecné riesenia danych oby¢ajnych diferen-
cidlnych rovnic:

-1/2

3. x' =t R

TR Gl % i e B

8. %' o % T M G

6. x* ¥le* , t ¢ R

7. %' oW8 - 6t - 9t)"'* | ¢t « (-4/8,8/0)
8. x' = gin’t , t €R

11




I 0. x(t) = t(lnt -1) +C

10. x* = Int ¢ % VN g x(t)-arcsln%+0

(1. x* w U =ty SOl

2
12. x(t) = to = bt #ol
t
P mn. Seorkawe 8 LY SL- 8 | 3
18 % : It B8 x(t) = % + An C-A—T—L-. cC>o0
| g |
ase t X
13. x' = 1 e i B R 3 in 1 -cos t i
(t - 1)t 2 sin’t
=2Vt -2, (0,m)
4 1wt t € (0,m) 16. x(t) o
sin’t 16. x(t) = In(t + 1) -1, (O,
: Bk
: - IR S 1
V ulohach 16 - 23 najdite riesenla danych zaé¢iatoénych uloh a urcte 17. x(t) In 2t . :
1 - 2
maximalne intervaly, na ktorych su definované: 18. x(t) = n + 3 arcsin 2t , ( 33 )
1 sin 2t _ = E
15 cxtomit MR 1) = @ B BEAT & L e N s Saees 4_(oo,a:))
1 2
Lx' = S oE00 = i t s T
e i 1 20.x(t)=ttgt+1ncost—2—-+n.(—-z—.é)
1
’ = -— = 0
17. x Tt = 1) 'X(S) 21. x(t) =-%+%ls1n(ln t) + cos(ln t)] , (0,m)
1
X' = — | x(0) = 1n
o . gp. x(t) = 5 + L arctg (V2 tg ;) . (=R ,1t)
1 - 4t vz 2
1. X' = cos’t . x(%) = ] 1 S % t)e'rots t e
20. x* =t tg’t , x(0) == 23. x 2V_1_—t7 .
+
21."x* = eo({ln §) ., 201} = O 1/2
T [(1 ok o 1 L r)]
7 X"s——_-éWT.X(O)"S 245 —(T—t)(l""[)
26.€+sint-tcost-—slnt+tcosr
3 earclg t { ; : : . . L
23.. X =————.x(0)=§ 26_E+_1n(1_t+t)--€1n(1—t-t)-ln =
Vi + t5H° T
2 - &~
PO T 2t Lo
V Gloh&ch 24 - 27 rieste zadlatoéné ulohy: +ln it *t] s V3 arctg =—— - V3 arcte -
2 T S R V3 3
X’ = £i{t), x(v) =~ & pre
24, FIE) & 4 L
ki &
anatiE) =1L gkn v, T €R

2
o8 foe) e Inl bt R

t’i.’

RIESENIA CVICENI 1.2

Soxity = 2VF ¥ C
el =Inct" , 0> 9
x(t) » InCt , C €D

8. x(t) = (¢t -~ 1)et + C

1 3t + 1
7. Y ] 3t +1
x(t) 3 arcsin 3 * C
1
8. x(t) -Et —%sln 2t » C
9 xtt) = In =5

13
12




1.3 ROVNICE SO SEPAROVANYMI PREMENNYMI

V predchadzajuce) c¢asti sme sa zaoberall za¢iato¢nou ulohou

X m TUE), mlv)am g

ktorej riedenie malo tvar

x{(t) = ¢ + Ifts)ds, 't € (a,b)
T

Ako sme videli uz v c¢asti 1.1 v pripade rovnic populac¢nej dynamiky,

mnohé matematické modely su vyjadrené zac¢latoé¢nou ulohou

S GG R S S G sl (3.1)
x(t) = E (3.2)

Ak g(&) = 0, tak funkcia
x:R—R, x(t) = E (3.3)

je konstantnym - otacionduwm riesenim zac¢iatoénej ulohy (3.1),(3.2).

Nech g (c,d)—R Jje spojita funkcia, pricom

g(x) # O pre vietky x € (c,d) (3.4)
Vyjadrime rovnicu (3.1) v tvare
dx
- A gix ), X €:sfe . .d) (3.6)
Formalnym postupom dostaneme z rovnice (3.5) rovnicu

g
g(xy dx = dt (3.6)

Lavu stranu poslednej rovnosti integrujeme v hraniciach od & do x a pravu
stranu v hraniciach od © do t. Dostaneme vztah

S LV
g TGy Y " i ds (3.7)
alebo
Go(x) ol T B < (3.8)
kde
2 o
Go(x) = é ET;Tdy’ % & le.d) (3.9)

F » - -
unkcia Go ma inverznu funkciu G;:(a.B)—a(c.d), prié¢om @« < 0 < B. Vyplyva

14

‘ 1 1
Go(e) = 0, Go(x) 16 Funkcia -

to z vlastnost{

.pojitt. a teda nemen{ znamienko na celom intervale (c,d). Pretoze Je
rastuca, alebo klesajuca,

derivaciou funkcle Go' Je funkcila Goz(c.d)—aR

pric¢om je) obor hodndt Je interval («,B). Pouzitim inverzne] funkcie na
rovnost (3.8) dostaneme riegtenie zadliato¢nej ulohy (3.1), (3.2) v tvare

x(t) = G:(t—t). t € (a,B)

kde a = a + T, P =R %%,

Priklad 1.8

Rie&te zad¢iatoénu ulohu

- b 30 kR R g B
Riesdenile. Rovnicu (3.11), zapiseme v tvare

(K P

Q.IQ.
e+ X
]
b L

a dale)
x dx = dt

S vyuzitim zac¢latoéne) podmienky (3.12) dostaneme rovnost

X t
fy dy = §ds
E T

a po integrovani

%(xz— Ez) 8 e -

Pouzitim inverzne) funkcie dostaneme riegenie ulohy (3.11), (3.12)

=it} = (Stolest™i® 45 ¢ = % £

Priklad 1.9

Rieg&me zadéiatodnu ulohu populaé¢ne] dynamiky

X' = kX

x(v) =E, £ >0
Ries&denie Ak k # O, zapiseme rovnicu (3.13) v tvare

1
E; dx dt

a vyuzitim zaé¢iatoénych podmienok dostaneme

16

(e,d) — R Je

(3.10)

(3.11)

(3.12)

v tvare

(3.13)

(3.14)



1 e i
l—(—dy t T

e %
<

Po vykonani integrovania méame vztahy

Inx - 1n € = In % Rt ~¢l,. x>0, 850

Pouzitim funkcie exp R — R, ktora je inverznou k funkcii 1In:(0,w) — R,

dostaneme rovnost

5,
= = exp k(t-1)
3 v "

a riesenie zac¢iatoénej ulohy (3.13), (3.14) md potom tvar

xX(t) = F exp kit-t), t € R, (3.16)

Tvar riedenia zdvis{ od znamienka koeficientu k. Ak k > 0, nazyvame ho indee

naoie a riesenie - mnozstvo populdcie exponencidlne rastie. Ak K = @

riedenie Jje konstanta §. Riedenle exponencidlne klesa, ak %50

koeficient k potom nazyvame indeeom noklfeou (obr.4).

Obr. 4
Exponencidlny rast a pokles populécie

Uvedeny model populécie pouzil anglicky ekoném. Malthus na zac¢iatku 19
storoé¢ia k pesimistickym predpovediam o raste Iudskej pPopulacie .
8 rastom populédcie (k > 0) Je délezity éas T, '
zdvojnéasobi. Podla (3.15) plati vztah

V suvislosti
za ktory sa mnozstvo populéacie

X(T+T) = £ exp kT = 2 x(v) = 2¢
a nakoniec
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5
é’,

T In 2
-—r-
To znamend, 2Ze ¢&as, za ktory sa mnoZstvo populdcie zdvojndsob{ nezavisi od
za¢iatoéne) podmienky. Malthus predpovedal hodnotu T = 25, ¢&omu zodpoveda

index rastu k = lggg = 0.028.

Priklad 1.10
Niektoré druhy baktéri{ sa rozmnozuju podla modelu uréeného zac¢latocénou

ulohou
x' = kx’ (3.16)
x(t) = E, E> O (3.17)
Najdime ¢asovu funkciu rozmnozovania baktérif.
Rie&enie. Rovnicu (3.23) zapiseme v tvare
- dx = dt
kX
S vyuzitim za¢iatoénej podmienky (3.24) dostaneme
W
) o gy = § = ¥
€ ky
a teda
W
E(E ;) t T
1 1
= = - t-t)
=" 3 kit=x
Riedenie zadiatoénej ulohy (3.16), (3.17) ma potom tvar
(3.18)

1
= + —
x(t) T:?E%T:?T - 5 S

Vidime, 2e model Je realisticky len pre hodnoty <&asove) premenne) t nie

v

prilis prevysuj)uce hodnotu <t, pretoze

l1im x(t) = ®
t-b-

1
kde b = 1t + KE (obr.6).

Realistickej&{ model rastu populacie dostaneme, ak namiesto konstanty Kk

v rovnici (8.17) uvazujeme funkciu v tvare

= - - > B> 0O
k(x) (bl bzx) (b3+b‘x). bz 0 A

1 % J




ktoréd vyjadruje fakt,

Obr. §.

Graf funkcie rozmnozovania baktérii

relativna miera umrt{ je rastucou funkciou mnoZzstva populdcie. Ak polozime
b -b
st |

GaWMEh v A BENE
e 4

méme
k(x) = a(A-x)

a zaClatoéna uloha pre uvedeny model popula¢nej dynamiky je
X' = a(A-x)x (3.19)
x(t) = § (3.20)

Diferenciédlna rovnica (3.19) sa nazyva <{ogiolickd ~rovnica. Odvodil Ju v polo-
vici 19. storoé¢ia belgicky matematik a demograf Verhulst, ktory ju pouzil na
predpovede poétu obyvatelstva v réznych krajinéach.

Priklad 1.11

Riesme zac¢iatoénu ulohu (3.19), (3.20) za predpokladov
#) 0 C ECA b)) E= ALY E oy A e

Bl esante a) Ulohu rie&ime pre x €3iB.A).

Po Uprave rovnice
(3.19) dostaneme vzfah

X
1
s BRIy v

a8 po integrovani s vyuzitim rozkladu

18

2e relativna miera narodeni Jje klesajucou funkciou a

1 1 1

- - + )
A-y)y - A Ay

< |-

dostaneme vztahy

X . X(A-R) . - (3.21)
lnx_—x-lnxif lnTK;?_E a A (t-1)

Pouzijuc inverznu funkciu k logaritmickej funkcil, dostaneme rovnost

B L eam
A-X A-E

Riegenie ulohy (3.19), (3.20) ma potom tvar

€ R (3.22)

el . aa(T-t)'
©

b) Ak &€ = A, tak dostaneme staclonarne riesenie
wit)- = A ¢ &R

c) Ak &€ > A, tak postupujeme rovnakym spdsobom ako v ¢astil a). Po integ-

rovani dostaneme vztah

x(E-A)
-—5—7— - Aft=x}. x> A >0
1n (x-AVE @

ktory jJe totozny so vztahom (3.21) odvodenym vysséie. Funkcila definovana for-

mulou (3.22) je potom riesenim zadlatoénej ulohy (3.19), (3.20) aj v pripade

E 2:A; X DA,

Obr. @

Graf rozmnozovania populéacile podla logistickej rovnice
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