Nahodny vektor

Definicia 12.

Nech (Q, F, P) je pravdepodobnostny priestor.
Vektorovu funkciu T: Q — R? so zlozkami T = (X, Y),
ktoré s nahodnymi premennymi, budeme nazyvat
nahodnym vektorom .

Definicia 13.

Nech (Q, F, P) je pravdepodobnostny priestor a nech
T =(X,Y) je nahodny vektor.
Funkciu F: R2 — [0, 1] definovanu vzt ahom
F(x,y) = Pw € Q: X(w) < X, Y(w) < y) budeme nazyvat
distribucnou funkciou nahodného vektora (X,Y).

Veta 11 (vlastnosti distribucnej funkcie nahodného
vektora)
Nech (Q, F, P) je pravdepodobnostny priestor a nech
T = (X, Y) je nahodny vektor s distribuc¢nou funkciou F.
Nech F;, F> su distribucné funkcie zloziek X, Y. Potom
(D1) Pw € Q: T(w) € [a, b)X[ ¢, d)}) = F(b,d) - F(b,c)
- F(a,d) + F([a,c)

(D2) F je v kazdej zlozke neklesajuca funkcia,

(D3) F je v kazdej zlozke spojita zl'ava,



(D4) liMmy—wy-o F(X,y) = 1, limy—_oF(X,y) = limy_._
ooF(X,Y) — O

(D5) limy—F(X,y) = Fa(y), limy_F(X,y) = Fi1(x).

Definicia 14

Nahodny vektor T = (X, Y) sa nazyva diskrétny
nahodny vektor, ak obidve jeho zlozky su diskrétne
nahodné premenné.

Definicia 15

Nech (Q, F, P) je pravdepodobnostny priestor a nech
T =(X,Y) je diskrétny nahodny vektor. Nech H, resp. K
su mnoziny hodnét zloziek X, resp. Y. Funkcia f: R2 - R
definovana vzt ahom

f(x,y) = PQw € Q: X(w) = X, Y(w) =Yy}

sa hazyva pravdepodobnostnou funkciou diskrétneho
nahodného vektora (X,Y).



Veta 12 (vlastnosti pravdepodobnostnej funkcie
nahodného vektora)

Nech (Q, F, P) je pravdepodobnostny priestor a nech
T =(X,Y) je diskrétny nahodny vektor s distribucnou
funkciou F, s pravdepodobnostnou funkciou f, s
pravdepodobnostnymi funkciami fi(x), fa(y) as
mnozinami hodnot H, K zloziek X, Y. Potom

(PF1) Vx,y € R2

F(x,y) = 2{f(s,t): s e H,s < x,t €K, t <y}

(PF2) VA C R?,
Plw € Q: X(w),Y(w)) € A} =
= 2{f(s,t): s € H, t € K, (s,t) € A}

(PF3) ={f(x,y): x e H,y € K} = 1

(PF4) 2{f(x,y): x € H} = fa(y) a
S{f(x,y): y € K} = f1(x).



Definicia 16
T = (X, Y) je nahodny vektor s distribu¢nou funkciou
F. Funkcia f: R?2 — R, taka, ze pre Vx,y e R

F(x,y)= f j f (u,v)dudv

—00 —00

sa nazyva funkciou hustoty nahodného vektora (X,Y).
Nahodny vektor (X,Y) sa nazyva spojity ndhodny vektor
s hustotou, ak ma funkciou hustoty.

Veta 13 (vlastnosti funkcie hustoty)

Nech (Q, F, P) je pravdepodobnostny priestor a nech
T=(X, Y) je spojity nahodny vektor s distribucnou
funkciou F as funkciou hustoty f. Potom

(FH1) J. If(x, y)dxdy =1
(FH2) ak f je v bode (x,y) € R? spojita, tak
0°F(x,Y)
f(x,y)=—2Y/
(X, ) Xy

(FH3) zlozky X,Y su spojité nahodné premenné s
hustotami

00 = [T0andy ()= [ 06y

(FH4) ak A je oblast v R2, potom,

P(X,Y)e A)= jj f (x,y)dxdy



Nezavislost zloziek nahodného vektora

Definicia 17.

Nech T = (X, Y) je nahodny vektor s distribucnou
funkciou F(x,y) a nech Fi(x), Fa(x) su distribucné
funkcie zloziek X, Y. Hovorime, ze z/ozky vektora X su
nezavislé, ak pre vSetky vektory x,y € R2 plati

F(x, y) = F1(x) Fa(y)

Veta 14. (podmienky nezavislosti nahodnych premennych)

Nech T = (X, Y) je diskrétny resp. spojity nahodny
vektor s pravdepodobnostnou funkciou, resp. funkciou
hustoty f. Nech Fi(x;) je distribucna funkcia a fi(x), fa(y)
su pravdepodobnostné funkcie, resp. funkcie hustoty
zloziek X,Y nahodného vektora. Zlozky vektora su
nezavislé prave vtedy, ak pre vSetky vektory x,y € R2
plati

f(x, y) = fi(x) fa(y).



Ciselné charakteristiky rozdeleni pravdepodobnosti
nahodného vektora

Definicia 18.

Nech (X,Y) je diskrétny resp. spojity nahodny vektor.
Vektor E(X,Y) so zlozkami E(X), E(Y) sa nazyva strednou
hodnotou nahodného vektora (X, Y).

Definicia 19.

Nech (X,Y) je diskrétny resp. spojity nahodny vektor
so strednou hodnotou E(X,Y). s mnozinami hodnot H, K
jeho zloziek v diskrétnom pripade a s

pravdepodobnostnou funkciou, resp. funkciou hustoty
f(x,y). Cislo

cov(X, Y) = Z3{(x - EXX)(y - E(Y)f(x,y): x € H, y €H}
resp.

cov(X,Y) = [ [(x=E(X))(y—E(Y)) f(x, y)dxdy

—00—

sa hazyva kovariancia zloziek X, Y nahodného vektora
X,Y).

Cislo
p(X,Y) = cov (X,Y)/+/(var(X)var(Y))
sa nazyva korelacny koeficient zloziek X, Y
nahodného vektora (X,Y).



Veta 16.

Nech (X,Y) je diskrétny resp. spojity nahodny vektor
s pravdepodobnostnou funkciou resp. funkciou hustoty
f(x,y) a H, K nech siu mnoziny hodnot zloziek v
diskrétnom pripade.
Nech h: R2 - R je také zobrazenie, ze Z = h(X,Y) je
diskrétna resp. spojita nahodna premenna.
Potom

E(Z) = Z3{h(x,y)f(x,y): x € H, y € K} resp.

E(Z)=E(h(X,Y)= Hh(x,y)f(x,y)dxdy

—00—00

Désledok.

Nech (X,Y) je nahodny vektor s kovarianciou cov(X,Y)
a nech E(X), resp. E(Y) su stredné hodnoty jeho zloziek.
Potom

cov(X,Y) = E(X - ECX))(Y - E(Y)))



Vlastnosti Ciselnych charakteristik nahodnych
premennych a vektorov

Veta 17. (vlastnosti strednej hodnoty)
Nech X, Y su nahodné premenné a a, b € R. Potom
(E1) E(a) = a
(E2)X=0=>EX) =0
(E3) E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y)
(E4) X <Y = E(XX) < E(Y)
(E5) X, Y nezavislé = E(XY) = EXX)E(Y)
(E6) EX2) =0 =>PX =0) =1
(E7) [EQX)| < E(IX])
(E8) E2(X) < E(X?)

Veta 18. (Cauchy - Schwarzova nerovnost)

E2(XY) < E(X2)E(Y?)

Veta 19. (vlastnosti variancie)
(V1) var(X) = E(X2) - E2(X)
(V2) var(aX) = a2var(X)
(V3) var(X = Y) =
= var(X) + var(Y) = 2cov(X, Y)
(V4) var(X) = 0 & PX = EX)) = 1



Veta 20. (vlastnosti kovariancie)

(C1) cov(X, Y) = E((X = EX))(Y - E(Y))) = E(XY) -
ECX)E(Y)

(C2) cov(X, Y) = cov(Y, X)

(C3) cov(aX + b, Y) = acov(X,Y)

(C4) cov(X + Y, Z) = cov(X, Z) + cov(Y, Z2)

(C5) X, Y nezavislé = cov(X,Y) =0

(C6) cov2(X, Y) < var(X) var(yY)

Veta 21. (vlastnosti korelacného koeficientu)
(K1) X, Y nezavislé = p(X,Y) =0
(K2) [pX,V)| <1
(K3) [pX,Y)] =1 =3a,be R,a=0,
PY =aX + b) = 1
(Kd)Y=aX+b=pXY) =1 ak a>0
pX,Y) =-1 ak a<O



