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PREDHOVOR
Matematika je univerzálny jazyk pre fyzikálne a technické vedy. Preto je nutné
aby �tudenti FEI STU Bratislava rozumeli základným pojmom a metódam num-
erickej matematiky. Predmet Matematika 4 pozostáva z dvoch µcastí: z úvodov do
numerickej matematiky a matematickej �tatistiky. Tento uµcebný text z µcasti num-
erická matematika som vytvoril po novej akreditácii pre �tudijný odbor JFI poµcas
zimného semestra �kolského roku 2018/2019. Nepovaµzujem ho za koneµcnú verziu.
Predmet "Matematika 4" sa bude doṕlµna ,t a adaptova ,t v nasledujúcich rokoch.

,
L.

Marko

Numerická matematika.

Základy numerickej matematiky môµzu �tudentom u
,
lahµci ,t rie�enie mnohých prak-

tických úloh. Tieto poznatky patria k "povinnej výbave" kaµzdého �tudenta FEI
STU.

Desatinné miesta a platné µcíslice.

Mnoho problémov, ktoré sa vyskytujú v inµzinierkych oblastiach alebo vo fyzike
nemá analytické rie�enie a ak aj nejaké rie�enie má, µcasto je v takej forme, µze sú
,taµzkosti ak vyµzadujeme numerické výsledky. Sú mnohé dôvody preµco existujú také
obmedzenia. Napríklad, nulové body funkcie obsiahnutej v rie�ení nie je moµzné vy-
poµcíta ,t analyticky, urµcitý integrál nemoµzno nájs ,t analyticky, alebo nemoµzno nájs ,t
analytické rie�enie nelineárnej diferenciálnej rovnice, alebo je potrebné pozna ,t rie�e-
nie ve

,
lkých sústav lineárnych rovníc.

Situácia iného typu nastáva, ak je známe analytické rie�enie, ale jeho aplikácia
v �peciálnom prípade vedie na "zakázané" mnoµzstvo výpoµctov, teda je nutné nájs ,t
efektívnej�ie a úµcinnej�ie numerické metódy.
Pretoµze väµc�ina numerických výsledkov iba aproximuje výpoµcty, v ktorých sa

pouµzívajú
p
2; e alebo � je nutné ma ,t jednoduché pravidlá ako urµci ,t ich presnos ,t.

Toto moµzno dosiahnu ,t kon�tatovaním, µze výsledok je presný na n desatinných mi-
est, alebo µze je presný na daný poµcet dôleµzitých µcíslic. Napríklad poµcet desatinných
miest ak aproximujeme napríklad µcíslo 17; 213622, na tri desatinné miesta, skú-
mame �tvrtú µcíslicu za desatinnou µciarkou a ak je to µcíslo 5 alebo viac predchádza-
júcu µcíslicu zväµc�íme o jednu a výsledok odstrihneme (skrátime) na tri desatinné
µcísla. Av�ak ak je �tvrtá µcíslica 4 alebo menej, predchádzajúce µcíslo sa ponechá
bez zmeny a výsledok skrátime na existujúce tri µcísla po desatinnej µciarke. Ak
tento proces aplikujeme na predchádzajúce µcíslo a aproximujeme ho s presnos ,tou
na tri desatinné miesta potom to bude 17; 214 zatia

,
l µco ak ho aproximujeme s

presnos ,tou na �tyri desatinné miesta, potom to bude 17; 2136: Tento proces aprox-
imácie µcísel na n desatinných miest rastom n� tého µcísla o 1; ak (n+ 1)� vá
µcíslica je 5 alebo viac a potom odstrihnutím výsledku po n desatinných mies-
tach sa nazýva zaokrúh

,
lovaním výsledku na n desatinných miest nahor. Podobne

proces ponechania n� tého µcísla nezmeneného ak (n+ 1)� vá µcíslica je 4 alebo
menej zaokrúh

,
lovaním nadol na n desatinných miest.
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Vyjadri ,t µcíslo s presnos ,tou na n platných µcíslic vyµzaduje trochu iné argumenty
ako vy��ie. Prvá nenulová µcíslica vyskytujúca sa v µcísle nezávisle od polohy de-
satinnej µciarky sa nazýva prvá platná (signi�kantná) µcíslica, teda napríklad pre µcíslo
3; 496221 je takou µcíslo 3 a pre µcíslo 0; 004713 je to 4 . Ak poµcítame od prvej platnej
µcíslice (n+ 1) µcíslic doprava, n� tá µcíslica sa zaokrúh ,luje nahor, alebo nadol pod ,la
(n+ 1)� vej µcíslice. µCíslo odstrihnuté za skupinou n µcísel nahradením kaµzdého
µcísla pred desatinnou µciarkou nulou je potom nazývame vyjadrením µcísla s pres-
nos ,tou na n platných µcísel. Tak µcíslo 315; 814 bude na tri platné µcísla zmenené
na 316; 000 zatia

,
l µco µcíslo 0; 004723217 na �tyri platné µcísla bude 0; 004723.

Presnos ,t sa môµze strati ,t, ak pouµzijeme pribliµzný výsledok numerických výpoµc-
tov, alebo pri predchádzajúcich numerických výpoµctoch sa proces opakuje mnoho
krát. Aby sme predi�li strate presnosti je nutné pracova ,t s �xným poµctom µcís-
lic, ktoré je dostatoµcne ve

,
lké. Kalkulaµcky a poµcítaµce pouµzívajú pevný poµcet µcíslic

výpoµctové balíky symbolických algebier dávajú moµznos ,t výberu poµctu, aby sa dosi-
ahla vysoká presnos ,t pri postupnosti výpoµctov.
Tvar, v ktorom reprezentujeme µcísla doteraz sa nazýva pevná rádová µciarka.

Plávajúca desatinná µciarka (�xed and �oating point numbers decimal representa-
tion) pouµzívaná vo väµc�ine poµcítaµcov dovo

,
luje zapísa ,t µcíslo x v tvare x = r:N s;

kde µcíslo N sa nazýva základ reprezentácie, µcíslo r sa nazýva mantisa a s expo-
nent. Mantisa sa zvyµcajne vyberá, aby mala jedno µcíslo pred desatinnou µciarkou.
Teda ak je základ 10; µcíslo 453; 7 má v plávajúcej desatinnej µciarke reprezentáciu
4; 537 � 102; a µcíslo 0; 000369 má reprezentáciu 3; 69 � 10�4: Oznaµcenie pouµzí-
vané pre reprezentáciu v plávajúcej desatinnej µciarke v strojových výpoµctoch so
základom 10 dovo

,
luje reprezentova ,t x vo forme s plávajúcou desatinnou µciarkou,

zápisom mantisy a potom symbol E nasledovaným kladným alebo záporným expo-
nentom. Väµc�ina poµcítaµcov je normalizovaná tak, µze mantisa je medzi 0 a 1; teda
ak pouµzijeme túto konvenciu µcíslo 453; 7 bude v tvare 0; 4537E3; a 0; 000369 bude
0; 369E � 3:

Korene nelineárnych funkcií.

Nech f(x) je spojitá, reálna funkcia de�novaná na a � x � b: µCíslo � sa nazýva ko-
reµn funkcie f(x) v tomto intervale ha; bi ak f(�) = 0 a µcíslo x = � sa nazýva nulový
bod f(x): H

,
ladanie koreµnov funkcií je základom rozvoja a aplikácií matematiky a

iba v jednoduchých prípadoch moµzno nájs ,t korene analyticky, teda v ostatných
prípadoch sa h

,
ladajú numericky. Existuje mnoho numerických metód h

,
ladania

koreµnov, ale my sa budeme zaobera ,t metódou bisekcie, metódou pevného bodu a
Newtonovou metódou, pretoµze sú pomerne jednoduché a

,
lahko ich moµzno imple-

mentona ,t na poµcítaµce. Rie�i ,t numericky rovnicu f(x) = 0 znamená aproximova ,t
jej koreµn � s vopred danou toleranciou. Metódy jej rie�ení z h

,
ladiska podmienok a

rýchlosti konvergencie charakterizujeme ako

� �tartovacie (nenároµcné podmienky konvergencie, ale pomalá konvergencia),

� spresµnujúce (zloµzitej�ie podmienky konvergencie, ale rýchla konvergencia).
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Numerický výpoµcet potom môµze prebieha ,t tak, µze nieko
,
lko krokov sa vykoná

�tartovacou metódou a potom sa pokraµcuje spresµnujúcou metódou.
�tartovacie metódy:

Gra�cká metóda.
Presné nakreslenie grafu funkcie y = f (x) môµze pomôc ,t lokalizova ,t reálne korene
rovnice f(x) = 0 t.j. urµci ,t intervaly, v ktorých korene urµcite leµzia. Pretoµze
korene rovnice f(x) = 0 sú x� ové súradnice prieseµcníku grafu funkcie y = f (x)
s osou ox môµzeme si urobi ,t dos ,t konkrétnu predstavu o ich polohe. Niekedy je
výhodnej�ie rovnicu f(x) = 0 písa ,t v tvare f1(x) = f2(x): Gra�cká metóda
nám tieµz môµze poskytnú ,t informáciu, µci reálny koreµn danej rovnice v uvaµzovanom
untervale skutoµcne existuje. Pre zloµzitej�ie typy funkcií môµzme lokalizova ,t korene
tabelovaním funkcie y = f (x) :

Metóda bisekcie.
Okrem grafu f (x) a h

,
ladania tých hodnôt x; pre ktoré je f(x) = 0; je to na-

jjenoduch�ia systematická metóda h
,
ladania koreµnov funkcie f(x): Metóda sa dá

,
lahko naprogramova ,t a aplikuje sa pri h

,
ladaní koreµnov rovníc funkcie f (x) ; ktorá

má vlastnos ,t zmeny znamienka ke
,
d x prechádza cez koreµn. Urµcenie koreµna touto

metódou presne závisí od moµznosti vypoµcíta ,t funkciu s dostatoµcnou presnos ,tou
t.j. zmena znamienka funkcie musí by ,t urµcená korektne. Aby sme pochopili ako
metóda pracuje uvaµzujme spojitú funkciu f(x) a µcísla � < �; také, µze f(�) a f(�)
majú opaµcné znamienka. Pod

,
la vety o medzihodnote musí funkcia f(x) ma ,t as-

poµn jeden koreµn � medzi � a �; ako na obrázku. Av�ak ako je vidie ,t na
,
dal�ích

obrázkoch ak f(�) a f(�) majú rovnaké znamienka, niµc nemoµzno poveda ,t o exis-
tencii koreµnov v danom intervale, µci existuje dvojnásobný koreµn, dva korene, alebo
µziadny koreµn neexistuje. Budeme teda predpoklada ,t, µze f(x) prechádza zmenou
znamienka kríµzom cez interval a µze � a � sú vybrané dostatoµcne blízko tak, µze vo
vybranom intervale je iba jeden koreµn. Ke

,
d je f(x) dostatoµcne jednoduchá dá sa to

dosiahnu ,t grafom f(x) a výberom vhodných hodnôt pre � a �: Pre implementáciu
metódy bisekcie je najjednoduch�ie vidie ,t kde funkcia f(x) má opaµcné znamienka
na intervale � < x < �: Také testy sa dajú urobi ,t skúmaním znamienka súµcinu
f(�)f(�): Ak nastane situácia, ke

,
d poµcas výpoµctu metódou bisekcie poµcítaµc vy-

poµcíta f(�)f(�) = 0 treba overi ,t, hodnotu f(�) aby sme sa vyhli interpretácii �
ako skutoµcnej nuly, kedµze pribliµznú hodnotu � môµze interpretova ,t ako nulu. Prvý
krok v metóde bisekcie zvolíme ako rozpolenie (bisekciu) intervalu � � x � �
na dva podintervaly � < x < x1 a x1 < x < �; kde x1 =

1
2
(� + �): Podinter-

val, ktorý budeme bra ,t do úvahy v
,
dal�om kroku dostaneme zámenou � namiesto

x1 ak f(�)f(x1) > 0; pretoµze v takom prípade f(x) mení znamienko v podin-
tervale x1 < x < � teda tento interval musí obsahova ,t koreµn f(x): Opaµcne ak
f(�)f(x1) < 0; budeme uvaµzova

,t podinterval, v ktorom zameníme � za x1; pretoµze
v tomto prípade f(x) prechádza zmenou znamienka v intervale � < x < x1; a tak
tento interval musí obsahova ,t koreµn �: Tak sme úlohu h

,
ladania koreµna na intervale

� � x � � zamenili za úlohu h ,ladania koreµna na "poloviµcnom" intervale. Metóda
bisekcie spoµcíva v opakovaní tejto procedúry vµzdy na men�om intervale tak, µze po
m krokoch koreµn � bude v intervale d́lµzky j���j

2m
: Ak poµzadujeme, aby koreµn bol

nájdený s presnos ,tou (chybou, toleranciou) "; kde " > 0 je dopredu urµcená malá
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hodnota, poµcítaµcové výpoµcty ktoré pracujú s pevným poµctom µcíslic budú praco-
va ,t pokia

,
l postupné iterácie xm a xm+1 nesplnia podmienku jxm � xm+1j < ":

Poµzadovaná aproximácia koreµna � je potom xm� ": Metóda bisekcie má vlastnos ,t,
µze chyba sa zmen�uje na polovicu po kaµzdej iterácii. Na rozdiel od iných metód ak
pouµzijeme metódu bisekcie tá vµzdy konverguje ku koreµnu, aj ke

,
d v poµciatoµcnom

intervale � � x � � je viac koreµnov dopredu nikdy nevieme, ku ktorému koreµnu
bude konvergova ,t.
Podmienky úlohy.
- h�; �i � R je uzavretý interval,
- rovnica je v tvare f(x) = 0; kde f je spojitá funkcia na intervale h�; �i,
- f má na intervale h�; �i práve jeden koreµn �; t.j. existuje práve jedno µcíslo

� 2 R, pre ktoré f(�) = 0;
- funkµcné hodnoty majú v koncových bodoch intervalu opaµcné znamienka, t.j.

f(�)f(�) < 0;
- " je prípustná tolerancia chyby numerického rie�enia �.
Algoritmus metódy bisekcie:
Vstup: f; hxl = �; xr = �i ; ";
1. xn =

xl+xr
2

,
2. ak f(xn) = 0; � := xn; koniec,
3. ak xn � � < "; � := xn; koniec,
4. ak f(xn)f(�) < 0; � := xn; cho

,
d na 1.

5. inak � := xn; cho
,
d na 1.

Výstup �:
Výhodou metódy bisekcie je jej jednoduchos ,t a to, µze pouµzíva minimálne mnoµzstvo

informácií, pretoµze závisí iba od hodnôt funkcie f(x) v koncových bodoch intervalu
a nie od derivácií, aj ke

,
d iné metódy môµzu konvergova ,t rýchlej�ie. Praktická im-

plementácia mb. na poµcítaµci môµze trpie ,t faktom, µze ak vypoµcítaný súµcin f(�)f(�)
podteµcie pohyblivú desatinnú µciarku budú nevyhnutne hornou a dolnou hranicou
koreµna. Av�ak toto je moµzné prekona ,t urµcovaním znamienka f(�)f(�) tak, µze
sa urµcia znamienka f(�) a f(�): Pretoµze mb. je málo ovplyvnená limitnou pres-
nos ,tou na zaµciatku výpoµctu sa µcasto pouµzíva iná a rýchlej�ia metóda a prepína sa
na mb. ak chceme dosta ,t ve

,
lmi presnú aproximáciu koreµna mb. nemoµzno pouµzi ,t

na h
,
ladanie koreµna x = � funkcie, ktorá je bu

,
d konvexná alebo konkávna v bode

x = �; alebo nemení znamienko ke
,
d x prechádza cez �: To sa môµze sta ,t ak h

,
ladáme

korene polynómu párneho stupµna najjednoduch�ím je napríklad f (x) = (x� a)2
s dvojnásobným koreµnom a:
Numerické urµcenie násobného koreµna je ,taµzké, preto iba naµcrtneme moµzný

prístup pre polynóm stupµna n s reálnymi koreµnmi, z ktorých je jeden dvojnásobný.
Problémy sa vyskytujú ke

,
d h

,
ladáme násobné korene, pretoµze výpoµcty vµzdy vedú

na zle podmienený problém - t.j. ke
,
d extrémne malá chyba vo výpoµcte vedie ku

extrémne ve
,
lkej chybe vo výsledku.

Prístup, ktorý popí�eme sa nazýva de�ácia polynómu. Najprv nájdeme jednoduchý
koreµn polynómu, a polynóm potom vydelíme odpovedajúcim faktorom, aby sme
dostali polynóm stupµna n� 1: Opakovaním tohto procesu nájdeme v�etkých n� 2
jednoduchých koreµnov polynómu, µco vedie ku kvadratickému polynómu s dvojná-
sobným koreµnom, ktorý moµzno nájs ,t pomocou formuly pre rie�enie kvadratickej
rovnice. Ak je to nutné treba urobi ,t de�áciu, aby sa zamedzilo hromadeniu of chýb.
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Je dôleµzité ma ,t na zreteli, µze mb. sa nedá pouµzi ,t na h
,
ladanie koreµnov párnych rá-

dov, pretoµze v týchto prípadoch sa nedeje zmena znamienka, ale pracuje dobre
pre korene nepárneho rádu nezávisle od ich rádu. Moµzný spôsob ich prekonania
pri h

,
ladaní násobných koreµnov je pouµzitie mb. s rôznymi �tartovacími intervalmi,

,
dal�ím je pouµzitie iných metód s rôznymi odhadmi.

Example 1 Pouµzitím metódy bisekcie nájdime najmen�í koreµn funkcie f(x) =
1� 3x+ 1

2
xex:

Solution 2
0.50.3750.250.1250

1

0.75

0.5

0.25

0

x

y

x

y

Obrázok grafu funkcie ukazuje, µze aproximácia najmen�ieho koreµna f(x) = 0 je
x = 0; 45 a vhodné hodnoty pre � a � sú � = 0; 43 a � = 0; 47: Potom f(�) =
0; 0405 a f(�) = �0; 0340 a graf ukazuje, µze medzi � a � existuje iba jeden koreµn.
Ak kaµzdý krok výpoµctu

,
lavý koncový bod intervalu obsahujúci koreµn � oznaµcíme xl

a pravý koncový bod xr výpoµcet môµze prebieha
,t nasledovne:

n xl xr xn f (xl) f (xn) f (xl) f (xn)
1 � = 0; 43 � = 0; 47 0; 45 0; 0405 0; 0029 > 0
2 0; 45 0; 47 0; 46 0; 0029 �0; 0157 < 0
3 0; 45 0; 46 0; 455 0; 0029 �0; 0064 < 0
4 0; 45 0; 455 0; 4525 0; 0029 �0; 0018 < 0

n nový interval aproximácia koreµna
1 0; 45 < � < 0; 47 0; 45
2 0; 45 < � < 0; 46 0; 46
3 0; 45 < � < 0; 455 0; 455
4 0; 45 < � < 0; 4525 0; 4525
Pokraµcovanie v tomto procese ukáµze, µze ak " = 0; 00001 s presnos ,tou na pä ,t

desatinných miest poµzadovaná hodnota koreµna bude x = 0; 45154:

Example 3 Pouµzitím metódy bisekcie nájdime najmen�í kladný koreµn funkcie f(x) =�
x
2

�2 � sinx:

2.521.510.50-0.5

0.75

0.5

0.25

0

-0.25

-0.5

x

y

x

y

Solution 4 Obrázok grafu funkcie ukazuje, µze aproximácia najmen�ieho kladného
koreµna f(x) = 0 je x = 1:945 a vhodné hodnoty pre � a � sú � = 1; 8 a � = 2:
Potom f(�) = �0; 16385 a f(�) = 0; 090703 a graf ukazuje, µze medzi � a � existuje
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iba jeden koreµn. Ak kaµzdý krok výpoµctu
,
lavý koncový bod intervalu obsahujúci koreµn

� oznaµcíme xl a pravý koncový bod xr výpoµcet môµze prebieha
,t nasledovne:

n xl xr xn f (xl) f (xn) f (xl) f (xn)
1 � = 1; 8 � = 2 1; 9 �0:163 85 �0:043 8 > 0
2 1:9 2 1:95 �0:043 8 2: 166 5� 10�2 < 0
3 1:9 1:95 1: 925 �0:043 8 �1: 151 7� 10�2 > 0
4 1:925 1:95 1: 9375 �1: 151 7� 10�2 4: 962 3� 10�3 < 0
5 1:925 1; 9375 1: 931 3 �1: 151 7� 10�2 �3: 239 4� 10�3 > 0
6 1: 931 3 1; 9375 1: 934 4 �3: 239 4� 10�3 8: 545 7� 10�4 < 0

n nový interval aproximácia koreµna
1 1:9 < � < 2 1:9
2 1; 9 < � < 1; 95 1; 95
3 1:925 < � < 1:95 1: 925
4 1; 925 < � < 1; 9375 1: 9375
5 1: 931 3 < � < 1; 9375 1: 931 3
6 1: 934 4 < � < 1; 9375 1: 934 4
Pokraµcovanie v tomto procese ukáµze, µze ak " = 0; 00001 s presnos ,tou na pä ,t

desatinných miest poµzadovaná hodnota koreµna bude x = 1; 9344:

Example 5 Pouµzitím metódy bisekcie nájdime najmen�í kladný koreµn funkcie f(x) =
sinx� 1

3
x = 0 blízko x = 2:2:

Solution 6

2 .521 .510 .50-0 .5

0 .4

0 .2

0

-0 .2

x

y

x

y

Obrázok grafu funkcie ukazuje, µze aproximácia najmen�ieho kladného koreµna
f(x) = 0 je x = 2:2 a vhodné hodnoty pre � a � sú � = 2; 1 a � = 2; 4: Potom
f(�) = 0; 163 21 a f(�) = �0; 124 54 a graf ukazuje, µze medzi � a � existuje iba
jeden koreµn. Ak kaµzdý krok výpoµctu

,
lavý koncový bod intervalu obsahujúci koreµn �

oznaµcíme xl a pravý koncový bod xr výpoµcet urobte sami. Po prepoµcítaní mi výsledok
vy�iel 2:27886:

Metóda prostej iterácie.
Metóda prostej iterácie. Táto metóda je vhodná pre poµcítaµcové výpoµcty za pred-
pokladu, µze numerické hodnoty funkcií, ktoré poµcítame sa dajú jednoducho vypoµcí-
ta ,t a dobrá aproximácia koreµna sa pouµzije ako �tart iteraµcného procesu. Rovnicu
f (x) = 0 prepí�eme na tvar (býva väµc�inou nieko

,
lko moµzností) x = g (x) a pred-

pokladáme, µze existuje interval I0 = ha0; b0i patriaci k de�niµcnému oboru a oboru
spojitosti ako funkcie f tak aj funkcie g taký, ktorý obsahuje spoloµcný koreµn �
oboch uvedených rovníc. My�lienka je jednoduchá a jej úspech závisí od prepísa-
nia danej funkcie f(x); ktorej koreµn zis ,tujeme, na tvar f(x) = x � g(x): Potom
ak x = � anuluje výraz x � g (x) ; tak � je koreµn f(x): Reprezentácia f(x) na
tvar f(x) = x � g(x) nie je jediná, pretoµze ako vidie ,t na nasledujúcom príklade
g (x) moµzno napísa ,t viac ako jedným spôsobom. Neskôr odvodíme jednoduchú
podmienku pre funkciu g(x); ktorá musí by ,t splnená spolu s hodnotou x0 = �
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pouµzitou na �tart iteraµcného procesu, aby výpoµcty konvergovali ku koreµnu �: Ak
teraz uvaµzujeme funkciu g(x) ako zobrazuje bod x na bod g(x); potom koreµn x = �
rovnice f(x) = x � g(x) = 0 má vlastnos ,t, µze g(x) zobrazí bod � na seba a to je
dôvod, preµco � nazývame pevný bod rovnice

x = g(x) ((1))

Pevný bod iteraµcnej schémy vyplývajúej z (1) ak ju zapí�eme ako pevný bod a
iterácia

xn+1 = g(xn) ((2))

a �tartujeme iteraµcný proces krokom x0 = �: Iterácia konverguje ak postupnos ,t
iterácií xn má limitu ak n ! 1; a diverguje ak taká limita neexistuje. Predpok-
ladáme, µze ak iterácie konvergujú k výsledku s poµzadovanou presnos ,tou (chybou)
"; kde " > 0 je predpísané malé µcíslo a podmienka jxm � xm+1j < ": Poµzadovaná
aproximácia koreµna � je potom xn � ":

Example 7 Nájdime pevný bod iteraµcnej schémy na výpoµcet
p
a; ke

,
d a > 0; a

pouµzite ju na výpoµcet
p
2 s presnos ,tou na 6 desatinných miest.

Solution 8 Poµzadované µcíslo
p
a je rie�enie rovnice x2 = a; teda vyjadri ,t ho v

tvare (1) prepí�eme ju ako 2x2 = x2 + a; a potom delíme výsledok 2x a dostaneme
x = 1

2

�
x+ a

x

�
; teda v oznaµcení (1) funkcia g(x) = 1

2
(x + a

x
): Pevný bod iteraµcnej

schémy vyplýva z (1), zámenou x na
,
lavej strane na xn+1 a x na pravej strane na

xn a dostaneme xn+1 = 1
2

�
xn +

a
xn

�
: Iteráciu �tartujme pre n = 0 a x0 = k; kde

k je aproximácia
p
a: Aby sme ilustrovali schému výpoµctu

p
2; teda schéma bude

xn+1 =
1
2

�
xn +

2
xn

�
; a pre jednoduchos ,t �tartujeme s x0 = 1: Výsledky kalkulácií

sú
x0 = 1;
x1 = 1:5;
x2 = 1:41666667;
x3 = 1:41421569;
x4 = 1:41421356;
x5 = 1:41421356:
Pretoµze x4 a x5 sú identické zaokrúhlime výsledok x5 na �es

,t desatinných miest
a teda

p
2 = 1:414214: Prostá iteraµcná schéma v tomto príklade konverguje rýchlo

a je to táto metóda , ktorá sa pouµzíva v poµcítaµcoch na urµcenie druhej odmocniny z
,
lubovo

,
lného kladného reálneho µcísla s presnos ,tou vo vnútri výpoµctového systému a

pouµzitého softwéru. Experimentovanie ukazuje, µze iteraµcná schéma je stabilná bez
oh
,
ladu na výber �tartovacieho bodu, pretoµze bude vµzdy konvergova ,t ku

p
2; ale ke

,
d

�tartovací bod bude blízko
p
2; potom je konvergencia bude najrýchlej�ia.

V nasledujúcom príklade preskúmame iteraµcnú schému trochu viac a ukáµzeme,
µze konvergencia sa nie vµzdy podarí.

Example 9 Navrhnime iteraµcnú schému a nájdime korene kvadratickej rovnice
2x2 � 24x+ 41 = 0 a testujme ich numericky.
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Solution 10 Je moµzné navrhnú ,t dve iteraµcné schémy priamo z rovnice: x =
1
24
(2x2 + 41); alebo x = 12� 41

2x
; odkia

,
l dostaneme:

Schéma A: xn+1 = 1
24
(2x2n + 41) ; a

Schéma B: xn+1 = 12� 41
2xn
: Pouµzitím rie�enia kvadratickej rovnice dostaneme

korene : x = 6 � 1
2

p
62 = 2:0630 a x = 6 + 1

2

p
62 = 9:9370; teda �tartovacie

aproximácie blízko týchto hodnôt sú
Schéma A Schéma B
x0 = 2 x0 = 10 x0 = 2 x0 = 10

x1 = 2:0417 x1 = 10:0417 x1 = 1:75 x1 = 9:7222
x2 = 2:0557 x2 = 10:1113 x2 = 0:2857 x2 = 9:8914
x3 = 2:0605 x3 = �59:7500 x3 = 9:9275
x4 = 2:0621 x4 = 12:3431 x4 = 9:9350
x5 = 2:0627 x5 = 10:3392 x5 = 9:9370
x6 = 2:0630 x6 = 10:0172 x6 = 9:9370

: : : x7 = 9:9535
x8 = 12:4801 ::: :::
x9 = 14:6877

x1 = 2:0630 x1 =1 x1 = 9:9370 x1 = 9:9370

Teda Schéma A je iba µciastoµcne úspe�ná, pretoµze aj ke
,
d �tartuje s x0 = 2

konverguje k nule blízko 2; a diverguje ke
,
d �tartuje s x0 = 10: Podobne aj Schéma

B je µciastoµcne úspe�ná aj ke
,
d z iného dôvodu. Aj ke

,
d iterácie konvergujú ku koreµnu

blízko 10; ak �tartujú s x0 = 9; ak �tartujú s x0 = 2 nekonvergujú ku koreµnu
blízko 2 ale opä ,t ku koreµnu blízko 10: Aby sme pochopili chovanie iteraµcných schém,
nasledujúca veta nám ukáµze podmienky, na výber g(x) a �tartovacej aproximácie x0;
ktoré zaruµcia konvergenciu iteraµcnej schémy.

Theorem 11 Konvergencia iteraµcnej schémy. Nech g(x) je de�novaná na inter-
vale a � x � b; v ktorom má pevný bod �; a nech g(x) je spojitá na tomto intervale
so spojitou deriváciou g0(x) takou, µze jg0(x)j � k < 1: Potom rovnica x = g(x) má
jediný pevný bod � v intervale a ak x0 je také, µze a � x0 � b iteraµcná schéma
xn+1 = g(xn) konverguje ku �:

Dôkaz Nech by existovali dva rôzne pevné body �1 a �2 v intervale, teda �1 =
g(�1) a �2 = g(�2): Potom aplikáciou vety o strednej hodnote a podmienky jg0(x)j �
k < 1; dostaneme j�1 � �2j = jg(�1)� g(�2)j = jg0(�)(�1 � �2)j � k j�1 � �2j <
j�1 � �2j ; µco je spor. Na dôkaz konvergencie pouµzijeme opä ,t vetu o strednej
hodnote: existuje �n medzi xn�1 a � taký, µze j��xnj = jg(�)�g(xn�1)j = jg0(�n)(��
xn�1)j = jg0(�n)jj��xn�1j � x0j��xn�1j: Opakovaná aplikácia tejto nerovnice vedie
na výsledok j� � xnj � xn0 j� � x0j; ale pretoµze 0 � x0 < 1 máme limn!1 x

n
0 = 0;

teda lim n!1j� � xnj = 0; a teda limn!1 xn = �: S men�ími ,taµzkos ,tami moµzno
ukáza ,t, µze iterácie tvoria Cauchyho postupnos ,t a s oh

,
ladom na úplnos ,t reálnych

µcísel máme, µze postupnos ,t má limitu �; a veta je dokázaná.
Táto veta vysvet

,
luje výsledky príkladu. V Schéme A funkcia g(x) = 1

24
(2x2 +

41); teda jg0(x)j = 1
6
jxj a jg0(x)j < 1 ak 0 < x < 6; ukazuje, µze schéma je kon-

vergentná v blízkosti 2 ak sa pouµzije zaµciatoµcná aproximácia blízko 2: Av�ak ak
x = 10 podmienka vety nie je splnená, teda schéma nemusí by ,t konvergentná
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ku koreµnu blízko 10; aj ke
,
d nemôµzme tvrdi ,t, µze nebude konvergova ,t. V prípade

Schémy B máme g(x) = 12 � 41
2x
; teda jg0(x)j = 41

2x2
: Toto kazuje, µze schéma bude

konvergova ,t ku koreµnu blízko 10 pre x0 blízko 10; pretoµze potom jg0(x)j < 1; ale
nemôµzeme oµcakáva ,t, µze bude konvergova ,t ku koreµnu blízko ku 2; kde je podmienka
poru�ená, aj ke

,
d nemôµzme tvrdi ,t, µze nebude konvergova ,t. Je moµzné ukáza ,t, µze

ak jg0(x)j > 1; iterácia nebude konvergova ,t, iba ak náhodou. Dôvod konvergen-
cie, alebo divergencie iteraµcnej schémy je naj

,
lah�ie pochopite

,
lný pouµzitím gra�ckej

reprezentácie iteraµcného procesu.

Typickou spresµnujúcou metódou je metóda dotyµcníc.

Newtonova metóda.
Na�ou �tartovacou metódou pre odvodenie Newtonovej metódy moµzno napís ,t v
tvare

f(x) = f(x0) + f
0(x0)(x� x0) +

1

2
f 00(�)(x� x0)2; ((3))

kde � je bod medzi x0 a x:
Linearizujeme f (x) a poloµzíme f (x) = 0; teda f(x0) + f 0(x0)(x1 � x0) =

0 ) x1 = x0 � f(x0)
f 0(x0)

; potom nahradíme rovnicu f (x) = 0; rovnicou f(x1) +

f 0(x1)(x � x1) = 0; koreµnom tejto rovnice bude x2 = x1 � f(x1)
f 0(x1)

: Iteráciou

tohto výsledku dostaneme xn+1 = xn � f(xn)
f 0(xn)

dostaneme Newtonovu (Raph-
sonovu) metódu pre n = 0; 1; 2; 3; : : : : Ak je daná tolerancia "; kde " > 0 je dané
malé µcíslo, výpoµcty prebiehajú dovtedy, pokia

,
l je prvý krát splnená podmienka

jxm � xm+1j < ": µCíslo xm+1 � " povaµzujeme za aproximáciu koreµna �: Pozname-
najme, µze Newtonova metóda je �peciálny prípad iteraµcnej metódy s g(x) = x� f(x)

f 0(x)

a pod
,
la predo�lej vety máme j��xnj = jg0(�n)jj��xn�1j; µco nám hovorí, µze j��xnj

aproximuje jg0(�n)jj��xn�1j ak iterácia konverguje. Teda, µcím men�ie jg0(�n)j; tým
rýchlej�ia konvergencia. Pre Newtonovu metódu a jednoduchý koreµn, je tento výraz
nulový. µCo naznaµcuje, µze pre Newtonovu metódu iteracie konvergujú rýchlej�ie ako
lineárne. Poznamenajme, µze iteraµcná a Newtonova metóda konvergujú ku koreµnu
najbliµz�iemu k zaµciatoµcnému odhadu, µco nie je pravda pre m.b. Newtonova metóda
je v�eobecne rýchlej�ie konvergujúca neµz m.b. pre jednoduché korene ale nie pre
násobné korene.

Example 12 Pouµzite Newtonovu metódu na nájdenie núl f(x) = 1� 3x+ 1
2
xex s

presnos ,tou na pä ,t desatinných miest.

Solution 13 Graf f(x) = 1� 3x+ 1
2
xex

1.51.2510.750.5

0.25

0

-0.25

-0.5

x

y

x

y
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ukazuje, µze má nuly blízko 0:5 a 1:6; teda pouµzijeme tieto ako na�e �tartovacie
aproximácie. Pretoµze

f 0(x) = 1
2
(1+ x)ex� 3; Newtonova metóda bude xn+1 = xn�

1�3xn+ 1
2
xnexn

1
2
(1+xn)exn�3

pre

n = 0; 1; 2; :::: �tartujme výpoµcty s x0 = 0:5 µco dáva
x0 = 0:5
x1 = 0:450200
x2 = 0:451541
x3 = 0:451542
x4 = 0:451542; teda s presnos

,tou na 5 desatinných miest najmen�í nulový bod
f(x) je 0:45154:Podobne ak výpoµcty �tartujeme s x0 = 1:6; dostaneme
x0 = 1:6
x1 = 1:552769
x2 = 1:549552
x3 = 1:549538
x4 = 1:549538; teda s presnos

,tou na 5 desatinných miest najväµc�í nulový bod
f(x) je 1:54954:�
Tento príklad ilustruje rýchlos ,t s akou Newtonova metóda môµze konvergova ,t k

nule ak sa pouµzije dobrá �tartovacia aproximácia a dotyµcnica ku grafu y = f(x)
v nulovom bode sa nenakláµna k dátam s malým uhlom k osi ox; µco robí vy��iu
presnos ,t nemoµznou.
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Cviµcenia.
V cviµceniach 1 - 6 pouµzite (metódu bisekcie) m.b. na nájdenie poµzadovaných
koreµnov

1. Koreµn sin x� 1
3
x = 0 blízko x = 2:2: [2:27886]

2. Koreµn e
x
3 � x2 = 0 blízko x = 1:1:

3. Koreµn 3 ln x+ x2 � 3 = 0 blízko x = 1:3: [1:40619]

4. Najväµc�í kladný koreµn x3 � 1:9x2 � 2:3x+ 3:7 = 0:

5. Najmen�í koreµn x3 � 4:5x2 + 1:3x+ 8 = 0: [�1:08601]

6. Koreµn 1
2

p
1� x2 � x2 = 0:

V cviµceniach 7 - 12 pouµzite iteraµcnú schému na výpoµcet poµzadovaných ko-
reµnov

7. Urµcte a
1
n ; kde a > 0 a n je celé µcíslo. Výsledok kontrolujte výpoµctom 4

1
3 :h

xr+1 =
1
2

�
xr +

a
xn�1r

�i
8. Nájdite korene x2 + 4x + 1 = 0 a výsledok skontrolujte výpoµctom koreµnov
kvadratickej rovnice.

9. Nájdite v�etky tri korene x3�4:3x2+1:4x+7:8 = 0: [�1:08090; 2:54109; 2:83981]

10. Nájdite kladné korene sinx� 1
2
x = 0:

11. Nájdite kladné korene x2 � 2 sinh x+ 1 = 0: [0:67567]

12. Nájdite kladné korene x2 + 2 lnx� 4 = 0:
V cviµceniach 13 - 18 pouµzite Newtonovu metódu a nájdite poµzadovaný koreµn

13. Nájdite 23
1
3 h

,
ladaním núl rovnice f(x) = 23� x3: [2:84387]

14. Nájdite najmen�í kladný koreµn tg x+ 2 tanh x = 0:

15. Nájdite najväµc�í koreµn x4 � 4x3 + x2 + 1:2 = 0: [3:70665]

16. Nájdite najmen�í koreµn x4 � 3x3 + 2x2 � 3x� 1:6 = 0:

17. Nájdite koreµn 3x� e�x = 0:

18. Nájdite koreµn 1 + tanhx� 2 tg x = 0:
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Interpolácia a Extrapolácia.

Niekedy je spojitá funkcia f(x) známa v tvare mnoµziny diskrétnych hodnôt yi =
f(xi) v mnoµzine argumentov x1; x2; :::; xn kde x1 < x2 < � � � < xn: Ak sa toto
stane, µcasto je nutné odhadnú ,t hodnotu f(�) ke

,
d � leµzí medzi dvomi známymi ar-

gumentami xi: Tento proces sa nazýva interpolácia funkcie f(x) medzi jej známymi
hodnotami a interpolovaná hodnota f(�) sa odhaduje pouµzitím nieko

,
lkých alebo

v�etkých hodnôt yi: Rôzne metódy sú vhodné na interpoláciu, ale pokia
,
l neu-

robíme nejaké predpoklady o funkcii, o chybe nemoµzno niµc poveda ,t. Ako v�eobecné
pravidlo chyba sa najlep�ie redukuje výberom metódy re�ektujúcej zdanliné zmeny
f(x): Niektoré faktory, ktoré môµzeme bra ,t do úvahy pri výbere interpolaµcnej
metódy: µci je f(x) konvexná alebo konkávna pre x1 < x < xn; alebo µci je os-
cilatorická, alebo µci má ostrú krivos ,t v bode alebo bodoch intervalu. Odhad f(�);
ke
,
d � leµzí mimo intervalu, alebo v

,
lavo od x1 alebo vpravo od xn; sa nazýva ex-

trapoláciou funkcie f(x) a ak je proces náchylný k znaµcným chybám musí sa
pouµzíva ,t opatrne. Ako v prípade interpolácie niµc nemoµzno poveda ,t o chybe ex-
trapolácie, pokia

,
l nevieme, alebo nepredpokladáme o funkcii nejaké

,
dal�ie vlast-

nosti. Extrapolácia sa pouµzíva µcastej�ie, ako by sme si mohli myslie ,t. Napríklad v
Newtonovej metóde ke

,
d krivos ,t v bode nahradíme jej dotyµcnicou, ktorá je potom

roz�írená (extrapolovaná) pokia
,
l nepretne os ox; podobne numerické rie�enie ODR

o ktorom e�te budeme hovori ,t.

Lineárna Interpolácia.

Nech dáta (x1; y1); (x2; y2); :::; (xn; yn) patria neznámej hladkej funkcii y = f(x) sú
naµcrtnuté do grafu. Potom najjednoduch�ia cesta odhadnú ,t hodnotu y(x); ke

,
d x

leµzí v intervale xi < x < xi+1 je spoji
,t body (xi; yi) a (xi+1; yi+1) úseµckou a potom

pouµzi ,t bod na úseµcke s argumentom x ako aproximáciu y(x): Toto je klasický proces
a nazýva sa lineárna interpolácia ako na obrázku, kde A je bod (xi; yi); B je bod
(xi+1; yi+1); a úseµcka AB má rovnicu y = ey(x): Potom v lineárnej interpolácii bod
P na úseµcke AB je pouµzitý ako aproximácia bod Q na krivke y = f(x): Jednoduchý
výpoµcet ukayuje, µze úseµcka y = ey(x) reprezentujúca lineárnu interpoláciu funkcie
medzi dvomi bodmi (xi; yi) a (xi+1; yi+1) je daná:

ey(x) = yi+1 � yi
xi+1 � xi

(x� xi) + yi; pre xi < x < xi+1: ((4))

Ak x vyberieme tak, aby bu
,
d x < x1 alebo x > xn; výsledok (4) bude lineárna

extrapolaµcná formula pre y = f(x) mimo intervalu x1 < x < xn: Výsledok (4)
je vhodný pre interpoláciu ke

,
d variácia xi and yi medzi medzi susediacimi bodmi

je malá, ale pretoµze formula vná�a chybu, v
,
daka jej zlyhaniu, ak by sme vzali do

úvahy krivos ,t krivky, chyba by bola väµc�ia ak výsledok pouµzijeme pre extrapoláciu.

Lagrangeova interpolácia.
Ak miesto lineárnej interpolácie, ktorá berie do úvahy postupne páry dátových
bodov (x1; y1); (x2; y2); :::; (xn; yn); je moµzné, µze lep�í výsledok by sme dostali ak
skon�truujeme polynóm y = P (x); ktorý prechádzaa kaµzdým dátovým bodom.
Pretoµze polynóm je hladkou krivkou moµzno predpoklada ,t, µze bude uvaµzova ,t aj
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krivos ,t funkcie, ku ktorej patria dáta funkcie a tak dosta ,t lep�iu interpoláciu.
V Lagrangeovej interpolácii polynóm P (x) sa zvykne bra ,t do úvahy polynóm s
najmen�ím moµzným stupµnom, ktorý prechádza v�etkými dátovými bodmi, teda ak
máme n dátových bodov polynóm bude najviac (n� 1)�vého stupµna. Polynóm
je jediný, pretoµze n rovníc pre jeho n koe�cientov moµzno nájs ,t tak, µze budeme
poµzadova ,t, aby prechádzal cez kaµzdý z n dátových bodov. Graf tohto polynómu
cez interval x1 � x � xn sa potom pouµzíva ako aproximácia neznámej funkcie
y = f(x) z ktorej sa predpokladá, µze dátové body moµzno odvodi ,t z predpokladu,
µze y = f(x) neukazuje ve

,
lké variácie ako sa xmení medzi postupnými argumentami

x1; x2; :::; xn dátových bodov. Polynóm y = P (x) je daný:

P (x) =
nX
k=1

Lk (x) yk; ((5))

kde

Lk (x) =
(x� x1) (x� x2) : : : (x� xk�1) (x� xk+1) : : : (x� xn)

(xk � x1) (xk � x2) : : : (xk � xk�1) (xk � xk+1) : : : (xk � xn)

má vlastnos ,t, ktorú sme poµzadovali, pretoµze je stupµna (n� 1) a prechádza
kaµzdým dátovým bodom, teda de�nuje interpolaµcnú formulu pre interval x1 �
x � xn: Polynómy Lk(x); sa nazývajú fundamentálne Lagrangeove interpolaµcné
polynómy, sú stupµna (n� 1), ale lineárna kombinácia tvoriaca P (x) obsahujúca
dáta body môµze ma ,t aj men�í stupeµn. To, µze Lk(x) má poµzadované vlastnosti,
lahko vidie ,t z faktu, µze pre x = xk kaµzdý Lr(xk) s r = k obsahuje nulový faktor
v µcitateli, teda Lr(xk) = 0; ale ak r = k máme Lk(xk) = 1; odkia

,
l vidíme, µze

P (xk) = yk: Polynóm P (x) zachováva poµzadované Lagrangeove interpolaµcné for-
muly pre mnoµzinu n data bodov (x1; y1); (x2; y2); :::; (xn; yn): Ak n = 2 výsledok
(5) sa redukuje na lineárnu interpoláciu, ak n = 3 je to kvadratická, ktorá �tuje
parabolu cez tri body. Parabola je hladká krivka, so stabilnou zmenou gradientu,
teda pretoµze berie do úvahy krivos ,t neznámej funkcie y = f(x) cez tri poµzadované
body, oµcakávame, µze bude lep�ou aproximáciou ako lineárna interpolácia. Av�ak
je nevhodné pouµzi ,t Lagrangeovu interpoláciu pre viac ako tretí stupeµn, pretoµze ak
polynóm stupµna (n� 1) � 1 je nútený prechádza ,t cez mnoµzinu n pevných bodov
je to obvykle polynóm s ve

,
lkými osciláciami medzi susednými pármi dátových

bodov, aj ke
,
d body samotné neindikujú takéto chovanie originálnej funkcie. Táto

nevhodná charakteristika Lagrangeovho interpolaµcného polynómu vy��iehostupµna
môµze by ,t ilustrovaná kon�trukciou interpolaµcného polynómu piateho stupµna pre
funkciu y(x) = sin

�
1
x

�
;
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v intervale 0; 1 � x � 0; 8: Ak skon�truujeme interpolaµcnú funkciu, presné
extrémy funkcie, ktoré sú v�eobecne známe sa zmenia na neurµcité, ak vyberieme
napríklad �es ,t bodov na grafe y(x): (0:1;�0:544021) ; (0:13; 0:986959) ; (0:2;�0:958924) ;
(0:3;�0:190568) ; (0:5; 0:909297) ; (0:8; 0:948985) : Lagrangeov interpolaµcný polynóm
prechádzajúci cez týchto �es ,t bodov je polynóm p(x) = �47:953442+1039:947347x�
7963:493901x2+26828:578780x3�39901:683910x4+21121:453960x5: Extrémne os-
cilácie je vidie ,t na obrázku. V tomto prípade namiesto �iestich dátových bodov
by bolo lep�ie pouµzi ,t tri za sebou idúce Lagrangeove interpolácie na intervaloch
0:1 � x � 0:2 , 0:2 � x � 0:5; a 0:3 � x � 0:8; s posledným interpolaµcným
polynómom pouµzitým iba v intervale 0:5 � x � 0:8: Av�ak takáto zloµzená inter-
polaµcná schéma by pravdepodobne mala spojitú deriváciu v bodoch x = 0:2 and
x = 0:5 kde sa stretajú parabolické aproximácie. Kon�tatujeme teda, µze hlavný je
teoretický prínos pouµzitia v súvislosti s efektívnymi numerickými technikami.

Kubické splajny (spline).
Dôleµzité pouµzitie interpolaµcných techník sa vyskytuje najmä v inµzinierskom de-
signe a v�ade, kde je nutné generova ,t hladké krivky s neznámymi funkciami, ktoré
prechádzajú cez mnoµzinu dátových bodov bez oscilácií medzi nimi. Navrhnutý
prístup je motivovaný starou inµzinierskou dráµzkovacou technikou, ktorá produkuje
také krivky trasovaním (obkres

,
lovaním) pod

,
la tenkého kovového pásika nazý-

vaného spline, ktorý pôsobením tlaku v bodoch po jej d́lµzke bol nútený prechádza ,t
cez kaµzdý dátový bod. Je jasné, µze Lagrangeova polynomická interpolácia je
nevhodná, pretoµze produkuje oscilácie a v praxi máme ve

,
la dátových bodov. Volíme

taký prístup, µze krivku aproximujeme po µcastiach polynómami 3 stupµna na kaµzdom
z intervalov xi � x � xi+1 takým spôsobom, µze prvá aj druhá derivácia krivky v
koncových bodoch intervalu odpovedá aproximáciám z

,
lava v xi a aproximáciám

sprava v xi+1:Zloµzená aproximácia tohto typu sa nazýva aproximácia kubickými
splineami. V matematickom prístupe k urµceniu splinovej funkµcnej aproximácie
cez n dátových bodov (x1; y1) ;) (x2; y2) ; : : : ; (xn; yn) ; xi sa nazývajú nody (nuly!)
aproximácie a odpovedajúce body yi; kde sa pri

,
lahlé krivky stretávajú sa nazý-

vajú uzly aproximácie. Matematické poµziadavky, ktoré má sṕlµna ,t splineová aprox-
imaµcná funkcia sú:
(a) Kaµzdá krivka prechádzajúca pri

,
lahlými bodmi (xi; yi) a (xi+1; yi+1) je ku-
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bická.
(b) Zloµzená krivka po celom intervale musí interpolova ,t dáta prechádzajúc cez

kaµzdý uzol.
(c) Krivka samotná a prvá a druhá derivácia zloµzenej krivky musí by ,t spojitá

v uzloch xi:
(d) V koncových bodoch x1 a xn intervalu musia by

,t predpísané podmienky v
závislosti od toho, µci dáta body indikujú, µci medzi týmito bodmi má extrapolaµcná
krivka pripomína ,t priamu µciaru, parabolu, alebo ukazova ,t iné chovanie: napríklad
periodicitu na intervale x1 � x � xn:Kvôli podmienkam (a) - (c) sa druhá derivácia
f

00
(x) musí meni ,t lineárne na kaµzdom intervale xi � x � xi+1 a by ,t spojitá pozd́lµz

kaµzdého uzla, tak pouµzitím Lagrangeovej interpolaµcnej formuly môµzme písa ,t

f 00(x) =
xi+1 � x
xi+1 � xi

f 00(xi) +
x� xi
xi+1 � xi

f 00(xi+1); pre xi � x � xi+1: ((6))

Integráciou tohto výsledku dvakrát vzh
,
ladom ku x máme

f(x) =
1

6

3xi+1x
2 � x3

xi+1 � xi
f 00(xi) +

1

6

x3 � 3xix2
xi+1 � xi

f 00(xi+1) + ax+ b; ((7))

pre xi � x � xi+1; kde a a b sú
,
lubovo

,
lné integraµcné kon�tanty. Aby f(x)

prechádzala bodmi (xi; yi) a (xi+1; yi+1) ; substitúciou týchto dvoch podmienok do
vz ,tahu (7) urµcíme a; b; poloµzíme di = xi+1 � xi dostaneme

f(x) = 1
6di
[(xi+1 � x)3f 00(xi) + (x� xi)3f 00(xi)] +

+ 1
6di
[6yi � d2i f 00(xi)] (xi+1 � x) + 1

6di
[6yi+1 � d2i f 00(xi+1)] (x� xi);

: ((8))

pre xi � x � xi+1: Na
,
dal�ie pokraµcovanie musíme nájs ,t podmienky urµcujúce

derivácie f 00(xi) a f 00(xi+1); a toto môµzeme dosta
,t pouµzitím doteraz nepouµzitej

podmienky, µze prvá derivácia f 0(x)musí by ,t spojitá pozd́lµz kaµzdého uzla. Aplikácia
tejto podmienky znamená diferencova ,t (8) a poµzadova ,t aby derivácia ke

,
d x = xi+1

v i�tom intervale, t.j., v jeho pravom koncovom bode sa rovnala derivácii ke
,
d

x = xi+1 v (i + 1)�vom intervale, odpovedajúca jeho
,
lavému krajnému bodu

odkia
,
l dostaneme

di�1f
00(xi�1) + 2(di�1 + di)f

00(xi) + dif
00(xi+1) = Yi; ((9))

kde

Yi = 6

�
yi+1 � yi
di

� yi � yi�1
di�1

�
: ((10))

Výsledok (9) je mnoµzina n � 2 lineárnych rovníc pre n derivácií f 00(xi); a ak
ich poznáme, potom spline aproximaµcnú funkciu tvorenú funkciami (8) vytvoríme
(skon�truujeme) postupne na intervaloch xi � x � xi+1 s i = 1; 2; :::; n � 1: Pre
praktické pouµzitie splinov je nutné, aby lineárny systém rovníc bol nesingulárny
a aby sme mali extrémne úµcinný algoritmus ich rie�enia. Pretoµze hodnoty f 00(x1)
a f 00(xn) nemoµzno nájs

,t z podmienky, µze f 00(x) je spojitá uzly x1 a xn pre tieto
hodnoty musíme �peci�kova ,t ako dodatoµcné podmienky. Výber hodnôt f 00(x1) a
f 00(xn) sa robí intuitívne a je zaloµzený na spôsobe ako data body indikujú aby sa
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interpolované krivky chovali (boli extrapolované) za koncovými bodmi intervalu
x1 � x � xn: Typické sú tri výbery prirodzené alebo lineárne spline koncové pod-
mienky, parabolické spline koncové podmienky, periodické spline end podmienky.

Prirodzené, alebo lineárne koncové podmienky.
V tomto prípade volíme koncové podmienky

f 00(x1) = f
00(xn) = 0: ((11))

Tieto podmienky sa nazývajú lineárne koncové podmienky, pretoµze aj ke
,
d sa vnútri

intervalu pouµzívajú kubické polynómy, nulová druhá derivácia v x = x1 a x = xn
spôsobí, µze aproximácia bude lineárna na koncoch intervalu.

Koncové podmienky - parabolické splajny.

Tento výber koncových podmienok obsahuje

f 00(x1) = f
00(x2) a f 00(xn�1) = f

00(xn): ((12))

Tieto podmienky sa nazývajú parabolické spline koncové podmienky, pretoµze ich
dôsledkom je, µze f 00(x) je kon�tantná v kaµzdom koncovom intervale, µco spôsobí, µze
kubická interpolaµcná formula sa redukuje na kvadratickú alebo parabolickú aprox-
imáciu.

Koncové podmienky - periodické splajny .

Ak sú dáta periodické na intervale x1 � x � xn; potom sú vhodné nasledujúce
koncové podmienky

f(x1) = f(xn�1) a f 0(xn) = f 0(x2): ((13))

Aj iné koncové podmienky sú moµzné napríklad lineárne spline koncové podmienky
sú aplikované na jednom konci a parabolické koncové spline podmienky na druhom
konci. Jedna koncová podmienka, ktorá je dôleµzitej�ia neµz parabolická koncová
podmienka je podmienka vedúca ku úplnému kubickému splinu, napríklad spline,
ktorý interpoluje f 0(x) ako aj f(x) v oboch koncoch x1 a xn: Tento spline má
vy��í rád konvergencie ak maximum d́lµzky kroku sa blíµzi ku nule, a je µcasto imple-
mentovaný pouµzitím lokálnych aproximácií derivácií, ktoré zachovávajú vy��í rád
konvergencie.



21

Cviµcenia.

Cviµcenia v tomto odseku vyµzadujú pouµzi ,t computer.

1. Naµcrtnite graf funkcie f(x) = x
(1+x2)

v intervale 0 � x � 3: Vyberte �tyri
body na grafe a po kon�trukcii polynómu, ktorý prechádza cez v�etky tieto
body výsledok porovnajte s originálnou funkciou.

2. Naµcrtnite graf funkcie f(x) = sinx
(1+x2)

v intervale 0 � x � �: Vyberte �tyri
body na grafe a po kon�trukcii polynómu, ktorý prechádza cez v�etky tieto
body výsledok porovnajte s originálnou funkciou.

3. Naµcrtnite graf funkcie f(x) = 1 + x sin x v intervale 0 � x � 2�: Vyberte
sedem bodov na grafe a po kon�trukcii polynómu, ktorý prechádza cez v�etky
tieto body výsledok porovnajte s originálnou funkciou. Potvr

,
dte aproximáciu

výberom iných sedem bodov.

4. Naµcrtnite graf funkcie f(x) = (1 � x5) 15 v intervale 0 � x � 1: Vyberte
sedem bodov na grafe a po kon�trukcii polynómu, ktorý prechádza cez v�etky
tieto body výsledok porovnajte s originálnou funkciou. Potvr

,
dte aproximáciu

výberom iných sedem bodov.

5. Naµcrtnite graf funkcie f(x) = 1 � 2x cosx v intervale 0 � x � 2�: Vyberte
sedem bodov na grafe a skon�truujte spline aproximatívnu funkciu v intervale
0 � x � 2� pouµzitím parabolických splineov ako koncových podmienok.
Naµcrtnite graf spline funkcie a porovnajte ho s grafom originálnej funkcie.
Opakujte výpoµcet pouµzitím lineárnych splineov ako koncových podmienok a
porovnajte s predo�lým grafom.

6. Naµcrtnite graf funkcie f(x) = (1�x7) 17 v intervale 0 � x � 1: Vyberte sedem
bodov na grafe a skon�truujte spline aproximatívnu funkciu v intervale 0 �
x � 1 pouµzitím lineárnych splineov ako koncových podmienok. Naµcrtnite graf
spline funkcie a porovnajte ho s grafom originálnej funkcie. Opakujte výpoµcet
pouµzitím parabolických splineov ako koncových podmienok a porovnajte s
predo�lým grafom.
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Numerická Integrácia.

Numerická integrácia, nazývaná tieµz numerická kvadratúra, sa pouµzíva ke
,
d bu

,
d

potrebujeme vyµcísli ,t urµcitý integrál a nevieme ho vypoµcíta ,t analyticky, alebo ak
sa vo vyµcíslení integrálu vyskytujú �peciálne funkcie a analytické rie�enie je príli�
komplikované pre praktické pouµzitie. Typickým príkladom, ktorý moµzno vypoµcíta ,t
numericky je

I =

5Z
0

sin 3xp
x2 + x+ 1

dx;

ktorého hodnota je I = 0:364873: Ukáµzeme tri rôzne numerické integraµcné schémy
na výpoµcet urµcitých integrálov a konkrétne lichobeµzníkové pravidlo, Simpsonovo
pravidlo a Gaussovu integráciu. Z týchto metód je prvá najmenej presná, zatia

,
l µco

posledná vyµzaduje vysokú presnos ,t s nieko
,
lkými výpoµctovými krokmi na rozdiel

od µcasto pouµzívaného Simpsonovho pravidla.

Lichobeµzníkové pravidlo.
Jeho základom je ve

,
lmi jednoduché pravidlo, ktoré sa dá

,
lahko pochopi ,t z obrázku,

kde integrál I =

bZ
a

f(x)dx aproximujeme plochou lichbeµzníka PQRS na in-

tervale a � x � b súvisiacim s grafom y = f(x): Lichobeµzníková aproximácia

I =

bZ
a

f(x)dx: Plo�ný obsah obrazca PQRS = 1
2
(b� a)[f(a) + f(b)]; a aproximá-

cia urµcitého integrálu je daná

bZ
a

f(x)dx � 1

2
(b� a)[f(a) + f(b)]: ((14))

Ak poloµzíme b � a = h; a chybu aproximácie urµcitého integrálu jednoduchým
lichobeµzníkovým pravidlom oznaµcíme E(h); máme

E(h) =
1

2
(b� a)[f(a) + f(b)]�

bZ
a

f(x)dx;

potom
bZ
a

f(x)dx =
1

2
(b� a)[f(a) + f(b)]� E (h) ((15))

aproximáciu (14) nahradíme presným výsledkom (15). Existujú rôzne spôsoby
odvodenia (14) napríklad pouµzitie lineárnej interpolácie na reprezenáciu y(x)medzi
x = a a x = b; a potom integrova ,t výsledok. Aj ke

,
d presná hodnota chyby E(h)

nie je známa výraz pre chybu moµzno odvodi ,tz predpokladu, µze f(x) je vhodne
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diferencovate
,
lná v integraµcnom intervale a � x � b: Chybu iba skon�tatujeme,

pretoµze jej odvodenie je podobné ako pre presnej�ie Simpsonovo pravidlo, ktoré
bude odvodené neskôr. Tak máme E(h) = 1

12
h3f 00(�); pre nejaké �; a � � � b:

Potom (15) bude

bZ
a

f(x)dx =
1

2
(b� a)[f(a) + f(b)]� 1

12
h3f 00(�); ((16))

kde a � � � b: Lep�í odhad urµcitého integrálu

bZ
a

f(x)dx moµzno získa ,t, delením

intervalu a � x � b na n podintervalov a aplikáciou odhadu (16) na kaµzdom z
nich a potom sµcíta ,t výsledok. µCasto sa pouµzíva delenie na n rovnakých intervalov
s d́lµzkou h = (b�a)

n
; kde h nazývame d́lµzkou kroku. Ak teda poloµzíme xi = a + ih;

pre i = 0; 1; :::; n; dostaneme tzv zloµzené lichobeµzníkové pravidlo

bZ
a

f(x)dx =
1

2
h

"
f(a) + 2

n�1X
i=1

f(xi) + f(b)

#
� 1

12
(b� a)h2f 00(�); ((17))

kde a � � � b: Chybu zloµzenej lichobeµzníkovej metódy dostaneme z (16) do-
daním chýb na jednotlivých intervaloch. Detaily ponecháme ako cviµcenie. Aj ke

,
d

� nie je známa, vµzdy je moµzné odhadnú ,t najväµc�iu a najmen�iu hodnotu f 00 (x) v
a � x � b; a táto môµze by ,t v odhade zloµzenej lichobeµzníkovej metódy ako f 00 (�) : V
praktických applikáciách sa odhad chyby lichobeµzníkového pravidla pouµzíva obyµca-
jne vtedy ak chceme ukáza ,t, µze ak poµcet subintervalov rastie, chyba aproximácie
klesá na (b�a)h2

12
; kde h = (b�a)

n
: Chybu µcasto aproximujeme vytvorením dvoch

aproximácií s rôznymi odhadmi pouµzitím asymptotického chovania na odhad chyby
výsledku odpovedajúcemu malému h: Iný prístup je porovna ,t výsledok s výsledkom
Simpsonovej metódy.

Example 14 Pouµzitím lichobeµzníkového pravidla s n = 10; 30 a 50 podintervalov

vypoµcítajte I =

5Z
0

sin 3xp
x2+x+1

dx; a aproximujte chybu ak pouµzijeme 50 podintervalov.

Solution 15 Výpoµctom na poµcítaµci sme dostali:
n 10 30 50
Ilichob(n) 0:290422 0:356897 0:362010

.

Výsledok pre Ilichob(50) mal by
,t porovnaný s výsledkom, ktorý bol získaný metó-

dou vy��ieho rádu s výsledkom I = 0:364873 presným na 6 desatinných miest.
Namiesto pouµzitia f 00(�) pri aproximácii chyby s n = 50; kde � je známe vyuµzijeme
,
lahko vypoµcítate

,
lnú strednú hodnotu f 00av funkcie f 00 (x) na intervale, kde

f 00av =
1

b� a

bZ
a

f 00(x)dx =
1

b� a [f
0(b)� f 0(a)]:
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Máme b� a = 5 a ve ,lkos ,t kroku h = 5
50
= 0:1; t.j.

f 00av =
1
5

5Z
0

f 00(x)dx = 1
5
[f 0(5)� f 0(0)] = �0:686:

Pouµzitím f 00av v odhade chyby miesto f 00 (�) vedie ku 1
12
� 5 � (0:1)2 � (�0:686) =

�0:002858 ako odhadu chyby. Teda ak uvaµzujeme túto chybu, potom odhad integrálu
je 0:362010�(�0:002858) = 0:364868: Ak to porovnáme s výsledkom I = 0:364873
vidíme, µze chyba aproximácie odhadu je dobrá. �

Simpsonovo pravidlo.

V najjednoduch�ej forme je lichobeµzníkové pravidlo aplikované na výpoµcet

bZ
a

f(x)dx

reprezentuje funkciu f(x) jednoduchou lichobeµzníkovou plochou PQRS ako na
obrázku, kde v intervale a � x � b funkciu y = f(x) aproximuje úseµcka QR:
Presnej�í výsledok je moµzné oµcakáva ,t ak bod na krivke y = f(x) je vybratý vnútri
intervalu a � x � b a f(x) aproximujeme ako parabolu prechádzajúcu cez dva kon-
cové body intervalu a vybraný vnútorný bod ako na obrázku. Poloµzme b = a+2h;
kde h je ve

,
lkos ,t kroku a dodatoµcný bod v integraµcnom intervale bude x = a + h;

stred intervalu. Parabola, ktorá bude �tova ,t tieto tri body musí teda prechádza ,t
postupne bodmi (a; f(a)) ; (a+ h; f(a+ h)) ; a (a+ 2h; f(a+ 2h)) : Lagrangeova
interpolaµcná kvadratická formula, ktorá �tuje tieto tri body je:
L(x) = 1

2
(x�a�h)(x�a�2h)

h2
f(a)� (x�a)(x�a�2h)

h2
f(a+ h) + 1

2
(x�a)(x�a�h)

h2
f(a+ 2h):

Integráciou L(x) cez interval a � x � a+ 2h a zjednodu�ením výsledku máme

a+2hZ
a

f(x)dx � 1

3
h[f(a) + 4f(a+ h) + f(a+ 2h)]; ((19))

µco nazývame Simpsonovo pravidlo, alebo Simpsonovo tretinové pravidlo. Výsledok
(19) moµzno zapísa ,t pomocou koncových bodov integrálneho intervalu a a b = a+2h
ako

bZ
a

f(x)dx � 1

6
(b� a)

�
f(a) + 4f

�
a+ b

2

�
+ f(b)

�
: ((20))

Ak chybu v Simpsonovom pravidle oznaµcíme E(h); aproximácia v (19) za-
meníme za presný výsledok

a+2hZ
a

f(x)dx =
1

3
h[f(a) + 4f(a+ h) + f(a+ 2h)]� E(h): ((21))

Odvodíme výraz pre E(h); predtým poloµzíme a = c� h a b = c+ h: Pomocou
c a h (21) prepí�eme

E(h) =
1

3
h[f(c� h) + 4f(c) + f(c+ h)]�

c+hZ
c�h

f(x)dx:
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Diferencujme pod
,
la h a máme

E 0(h) =
1

3
[f(c�h)+4f(c)+f(c+h)]+1

3
h[�f 0(c�h)+f 0(c+h)]�[f(c+h)+f(c�h)];

Ak poloµzíme h = 0; dostaneme E 0(0) = 0: Di¤erentiation of E 0(h) dostaneme

E 00(h) =
1

3
[f 0(c� h)� f 0(c+ h)] + 1

3
h[f 00(c+ h) + f 00(c� h)];

poloµzme h = 0 a máme E 00(0) = 0: E�te koneµcná derivácia E 000 (h) = 1
3
h[f 000(c +

h)�f 000(c�h)]; ale to moµzno zjednodu�i ,t pouµzitím Taylorovho rozvoja f(c+h) so
zvy�kom po prvom µclene f 000(c+h) = f 000(c�h)+2hf (4)(�); kde � je neznáme, ale
leµzí v intervale c� h < � < c+ h: The error term can now be found by integrating
this last result three times using the results E 00(0) = E 000(0) = 0: Potom mámeZ h

0

E 000(t)dt = E 00(h)� E 00(0) = E 00(h);

teda

E 00(h) =
2

3
f (4)(�)

Z h

0

t2dt =
2

9
h3f (4)(�):

Po
,
dal�ej integrácii Z h

0

E 00(t)dt = E 0(h)� E 0(0) = E 0(h)

dostaneme

E 0(h) =
2

9
f (4)(�)

Z h

0

t3dt =
1

18
h4f (4)(�):

Nakoniec po
,
dal�ej integrácii dostaneme

E(h) =
1

18
f (4)(�)

Z h

0

t4dt =
1

90
h5f (4)(�); ((22))

µco je poµzadovaný výraz pre chybu. Pouµzitím tohto výsledku v (21) dávaZ a+2h

a

f(x)dx =
1

3
h[f(a) + 4f(a+ h) + f(a+ 2h)]� 1

90
h5f (4)(�): ((23))

Pretoµze f (4)(�) vystupuje ako faktor v E(h); toto ukazuje dos ,t prekvapujúci fakt, µze
aj ke

,
d Simpsonovo pravidlo sme odvodili tak, µze kvadratický polynóm prechádza

tromi bodmi, pravidlo je presné pre kubické polynómy. Ak pre lichobeµzníkové
pravidlo, presnos ,t Simpsonovho pravidla moµzno zlep�i ,t rastúcim poµctom podinter-
valov, ale pretoµze pravidlo je ekvivalentné s kon�trukciou paraboly cez tri ekvidi�-
tanµcné body, pouµzitie pravidla cez viac neµz tri body poµcet bodov vybraných pre
interval a � x � b musí by ,t nepárne, teda poµcet intervalov musí by ,t párny. Delenie
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intervalu a � x � b na 2n rovnakých podintervalov kaµzdý s d́lµzkou h = (b�a)
2n
; a

sµcítaním výsledkov dostaneme zloµzené Simpsonovo pravidlo s chybouR b
a
f(x)dx = 1

3
h
�
f(a) + 4

Pn
i=1 f(a+ (2i� 1)h) + 2

Pn�1
i=1 f(a+ 2ih) + f(b)

�
�

� 1
180
(b� a)h4f (4)(�);

((24))
kde � je neznáma, ale taká, µze a < � < b: Chybový výraz v zloµzenom pravidle
(24) dostaneme nasledovne. Nech xi = a + 2ih; s i = 0; 1; :::; n; a nech �i bude
hodnota � v intervale xi � x � xi+1 vhodné pre Simpsonovo pravidlo aplikované
na tento interval. Tak ak tvoríme zloµzené Simpsonovo pravidlo v kaµzdom z týchto
intervalov sµcítame. Teraz kaµzdá derivácia f (4)(�i) musí vyhovova

,t podmienke

min
a�x�b

f (4)(x) � f (4)(�i) � max
a�x�b

f (4)(x);

potom sµcítanie týchto n výsledkov nasledovaných delením n dáva

min
a�x�b

f (4)(x) � 1

n

nX
i=1

f (4)(�i) � max
a�x�b

f (4)(x):

Nakoniec predpokladáme, µze f (4)(x) je spojitá, z vety o medzihodnote máme,
µze existuje nejaké �; a < � < b; také, µze f (4) (�) = 1

n

Pn
i=1 f

(4)(�i): Ak pouµzijeme
výsledok h = (b�a)

2n
; chybový výraz pre zloµzené Simpsonovo pravidlo bude

� 1
90
h5

nX
i=1

f (4)(�i) = �
1

180
(b� a)h4f (4)(�):

Example 16 19.6 Pouµzitím zloµzeného Simpsonovho pravidla s n = 10; 30 a 50
podintervalov na výpoµcet

I =

Z 5

0

sin 3xp
x2 + x+ 1

dx

a porovnajte výsledok získaný s výsledkom I = 0:364873; ktorý je presný na �es ,t de-
satinných miest. Porovnajte výsledok integrácie tohto integrálu s lichobeµzníkovým
pravidlom.

Solution 17 Nasledujúce výsledky sme dosiahli pomocou poµcítaµca:
n 10 30 50

Isimp(n) 0:376738 0:365019 0:364892
Porovnanie s výsledkom I = 0:364873; známom ako správny na �es ,t desatin-

ných miest s Isimp(50) = 0:364892; ukazuje, µze Isimp(50) presahuje správny výsledok
o 0:000025:
Ke

,
d porovnáme zloµzené Simpsonovo pravidlo so zloµzeným lichobeµzníkovým pravid-

lom mali by sme si spomenú ,t, µze Simpsonovo pravidlo rozdelí interval integrovania
do 2n podintervalov, zatia

,
l µco zloµzené lichobeµzníkové pravidlo iba do n podinter-

valov. Nasledujúci computrový výsledok provide porovnanie na tomto základe.
n 20 40 60 80 100

Ilichob(n) 0:346825 0:360395 0:362886 0:363756 0:364158
Isimp(n

2
) 0:376738 0:365626 0:365019 0:364919 0:364892
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Gaussova kvadratúra.
Okrem uµz zmienených metód, dôleµzitá je metóda C. F. Gaussa. Ten ukázal,
µze ak numericky poµcítame integrál v �tandardnej forme

R 1
�1 f(x)dx; body xi v

ktorých máme dané hodnoty integrandu f(x) sú vybrané �peciálnym spôsobom,
potom ak , pouµzijeme vzorové body, výsledok bude presný v prípade, µze f(x)
je
,
lubovo

,
lný polynóm stupµna 2n � 1 alebo men�í. Na rozdiel od Simpsonovho

pravidla n vzorových bodov xi je nerovnomerne rozdelených v integraµcnom inter-
vale �1 � x � 1; a sú obsiahnuté vnútri intervalu.
Vzorové (testové) body, alebo nody ako im hovoríme sú vybrané tak, aby inte-

graµcná formula pomocou ktorej presne zintegrujeme polynóm takého stupµna ako je
moµzné. Ukazuje sa, µze n testovacích bodov je reálnych a leµzia v otvorenom intervale
(�1; 1) a polynómy stupµna 2n� 1 sa dajú zintegrova ,t presne.
Trochu odli�ný prístup k integrovaniu zvolíme, ak �peci�kujeme nejaké vzorové

body, a potom sa pokúsime nájs ,t ostatné aby sme mohli integrova ,t polynómy µco
najväµc�ieho moµzného stupµna. Formuly tohto typu, ktoré poµcítajú funkµcné hod-
noty v dvoch koncoch integraµcného intervalu sa volajú Lobattove formuly, a li-
chobeµzníkové a Simpsonovo pravidlo sú formuly najniµz�ieho rádu, ktoré patria do
tejto triedy.
My�lienka je, µze ak je vhodné �peci�kova ,t testové body v koncových bodoch

integraµcného intervalu je moµzné postupova ,t týmto spôsobom. Av�ak ako sa dá
oµcakáva ,t, ak sa tento prístup pouµzije, nie je moµzné dosta ,t takú presnú formulu ako
v prípade ak nedávame obmedzenia na testvé body.
Predo�lé argumenty sú zaloµzené na predpoklade, µze funkcie sa aproximujú (al-

gebraickými) polynómami, aj ke
,
d obµcas je prirodzenej�ie aproximova ,t ich trigono-

metrickými polynómami (koneµcnými Fourierovými radmi).
Zloµzené lichobeµzníkové pravidlo je v skutoµcnosti optimálnou formulou typu

Gaussovskej integrácie zaloµzenej na trigonometrickej aproximácii. Výsledkom je
rýchlej�ia konvergencia, neµz

,
lubovo

,
lná mocnina h ak sa pouµzijú na periodickú

analytickú funkciu cez násobok poriódy, tak pre tento dôvod sa pouµzije výpoµcet
Fourierových koe�cientov.
Aby sme ilustrovali prístup pouµzívaný na získanie integraµcnej formuly tohto

typu uvaµzujme najjednoduch�iu situáciu, pre ktorú n = 2; t.j. pouµzijeme iba dva
testové body x1 a x2 s �1 < x1 < x2 < 1 a integraµcná formula bude ma ,t tvarZ 1

�1
f(x)dx � w1f(x1) + w2f(x2):

V tejto etape sú hodnoty dvoch testovacích bodov x1 a x2 neznáme, podobne ako
µcísla w1 a w2; ktoré sa nazývajú váhy pre integraµcnú formulu v týchto testovacích
bodoch. Na urµcenie týchto �tyroch µcísel zavedieme poµziadavku, µze táto formula
bude presná, ak f(x) je

,
lubovo

,
lný polynóm stupµna 2n� 1 = 3; alebo men�í. Nech

f(x) je kubický polynóm f(x) = c0 + c1x + c2x
2 + c3x

3; v ktorom sú koe�cienty
c0; c1; c2; c3

,
lubovo

,
lné. Aby bola integrácia presná, µcísla x1; x2; w1 a w2 musia by

,t
také, µze R 1

�1(c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3)dx =

= w1 (c0 + c1x1 + c2x
2
1 + c3x

3
1) + w2 (c0 + c1x2 + c2x

2
2 + c3x

3
2) :

Vypoµcítaním integrálu na
,
lavo a porovnaním dostaneme:
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(koeficient c0) : w1 + w2 =
R 1
�1 dx = 2

(koefficient c1) : w1x1 + w2x2 =
R 1
�1 xdx = 0

(koefficient c2) : w1x
2
1 + w2x

2
2 =

R 1
�1 x

2dx = 2
3

(koefficient c3) : w1x
3
1 + w2x

3
2 =

R 1
�1 x

3dx = 0:

Existuje jediné rie�enie: x1 = �1p
3
; x2 =

1p
3
; w1 = 1 a w2 = 1: Teda ak n = 2;

máme:

testovacie body x1 = � 1p
3
; x2 =

1p
3
;

váhy w1 = 1; w2 = 1; teda extrémne jednoduchá dvojbodová integraµcná for-
mula dáva presný výsledok ak f(x) je polynóm stupµna 3 alebo menej, potomR 1
�1 f(x)dx = f

�
� 1p

3

�
+ f

�
1p
3

�
:

Ak tento prístup roz�írime na n bodov, skúmanie derivácie formuly ukazuje µze
testové body x1; x2; :::; xn sú jednoducho n koreµnov Legendrovho polynómu Pn(x) =
0 stupµna n; s odpovedajúcimi váhami wi v xi danými wi = 2 [P

0(xi)]2

(1�x2i )
; pre i =

1; 2; :::; n: V�eobecná integraµcná formula zahrµnujúca n bodov bude

Z 1

�1
f(x)dx �

nX
i=1

wif(xi)

a tieto výsledky sa nazývajú Gaussova integraµcná formula, alebo Gauss�Legendrove
integraµcné formuly. Moµzno ukáza ,t, µze zvy�ok Gauss�Legendrových integraµcných
formúl, ktorý musíme doda ,t na pravú stranu posledného výsledku, aby bol presný
pre kaµzdú funkciu f(x) so spojitou deriváciou f (2n)(x) je Rn =

22n+1(n!)4

(2n+1)[(2n)!]3
f (2n)(�);

pre nejaké neznáme �; také µze �1 < � < 1: Zoznam Gaussových testovacích bodov
xi a ich odpovedajúce váhy wi je daná v tabu

,
lke, pre n = 2; 3; 4; 5; 10; 16: Ako by

sme mohli oµcakáva ,t ak f(x) je
,
lubovo

,
lný polynóm stupµna 2n � 1 chyba výrazu

v Gaussovej integrácii je Rn � 0; potvrdzujúca, µze v tomto prípade je výsledok
presný.

Gaussovské vzorkovacie body a váhy.
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n i xi wi
2 1 �0:5773502692 1:0000000000

2 0:5773502692 1:0000000000
3 1 �0:7745966692 0:5555555556

2 0:0000000000 0:8888888889
3 0:7745966692 0:5555555556

4 1 �0:8611363115 0:3478548451
2 �0:3399810436 0:6521451548
3 0:3399810436 0:6521451548
4 0:8611363115 0:3478548451

5 1 �0:9061798459 0:2369268851
2 �0:5384693101 0:4786286705
3 0:0000000000 0:5688888889
4 0:5384693101 0:4786286705
5 0:9061798459 0:2369268851

10 1 �0:9739065285 0:0666713443
2 �0:8650633667 0:1494513492
3 �0:6794095683 0:2190863625
4 �0:4333953941 0:2692667193
5 �0:1488743390 0:2955242247
6 0:1488743390 0:2955242247
7 0:4333953941 0:2692667193
8 0:6794095683 0:2190863625
9 0:8650633667 0:1494513492
10 0:9739065285 0:0666713443

16 1 �0:9894009350 0:0271524594
2 �0:9445750231 0:0622535230
3 �0:8656312024 0:0951585117
4 �0:7554044084 0:1246289713
5 �0:6178762444 0:1495959888

6 �0:4580167777 0:1691565194
7 �0:2816035508 0:1826034150
8 �0:0950125098 0:1894506105
9 0:0950125098 0:1894506105
10 0:2816035508 0:1826034150
11 0:4580167777 0:1691565194
12 0:6178762444 0:1495959888
13 0:7554044084 0:1246289713
14 0:8656312024 0:0951585117
15 0:9445750231 0:0622535239
16 0:9894009350 0:0271524594

Zdanlivé obmedzenie integrálu na �tandardný interval �1 � x � 1 nie je

dôleµzité, pretoµze ak interval v integrále je I =

bZ
a

f(x)dx; kde a a b sú koneµcné,

jednoduchá zámena premenných x = 1
2
(b + a) + 1

2
(b� a)u zmení integrál na I =
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b�a
2

1Z
�1

F (u)du; kde F (u) je funkcia f(x) po zámene premennej. Presnos ,t získame,

ak pouµzijeme n�bodovú Gaussovu integraµcnú formulu závisiacu od rozsahu, v
ktorom moµzno integrand aproximova ,t polynómom stupµna 2n � 1: Aby sme ilus-
trovali podstatu, aplikujeme pä ,tbodovú formulu na nasledujúci integrál, pre ktorý
vieme analytické rie�enie a pouµzijeme ho na porovnavie:

I =

Z 1
2

0

dx

(1� x2) 12
= arcsin

�
1

2

�
=
�

6
= 0:523599:

Zámena premennej x = 1
4
(1 + u) zobrazuje interval 0 � x � 1

2
na interval �1 �

u � 1; po tejto substitúcii

I =

Z 1

�1

du

(15� 2u� u2)
1
2

:

Poloµzíme f(u) = 1

(15�2u�u2)
1
2
a aplikujeme pä ,tbodovú Gaussovu formulu a dostaneme

I � 0:236927f(�0:906180) + 0:478629f(�0:538469) + 0:568889f(0)+

+0:478629f(0:538469) + 0:236927f(0:906180) = 0:523599:

V tomto prípade numerickej aproximácie vidíme presnos ,t na �es ,t desatinných mi-
est.
K
,
lúµcovou my�lienkou v modernej integrácii je adaptívny algoritmus. Znamená

to, µze chyba integrálu vypoµcítaná na intervale sa aproximuje porovnaním s výsled-
kom dosiahnutým iným prístupom. Tak chyba lichobeµzníkového pravidla môµze
by ,t odhadnutá porovnaním s výsledkom dosiahnutým Simpsonovým pravidlom.
Ak výsledok nie je dostatoµcne presný interval rozdelíme na polovicu a dva inter-
valy sú skúmané oddelene. Redukcia d́lµzky intervalu významne redukuje chybu.
Efekt rozpolenia intervalu redukuje chybu v polovici intervalu pribliµzne na osminu
pôvodnej chyby, teda pretoµze operácia integrovania je lineárna , chyba na celom in-
tervale sa redukuje asi �tyrikrát. Ak tento argument roz�írime, a interval rozdelíme
na mnoho µcastí, presné hodnoty sa na jednotlivých µcastiach sµcítajú a na celom
intervale dostaneme presnej�í výsledok s chybou takou istou ako na jednotlivom
parciálnom intervale. Pri tomto prístupe sa aplikujú dve formuly s µco najväµc�ím
poµctom bodov. Tento prístup je výpoµctovo úµcinný ak sa pouµzije kombinácia li-
chobeµzníkového a Simpsonovho pravidla µco vidie ,t z faktu, µze na výpoµcet chyby je
nutný iba jeden extra výpoµcet. Moderné prístupy vyuµzívajú Gaussovo pravidlo
vysokého stupµna ako základnú formulu a �peciálnu formulu omnoho vy��ieho rádu
, ktorá pouµzíva to

,
lko výpoµctov funkcií ko

,
lko je moµzných pre odhad chyby.
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Cviµcenia.
Cviµcenia v tomto odseku vyµzadujú pouµzi ,t computer.

1. Pouµzite zloµzené Simpsonovo pravidlo s krokom d́lµzky h = 0:5 na výpoµcet

I =

3Z
1

(2x3 � 3x2 + 4x� 1)dx; a potom veri�kujte presným výpoµctom.

2. Pouµzite zloµzené lichobeµzníkové pravidlo s krokom d́lµzky h = 0:1 na výpoµcet

I =

1Z
0

dx
1+x2

; a odhadnite chybu. Porovnajte s presným výsledkom I = �
4
:

Zopakujte výpoµcet pouµzitím zloµzeného Simpsonovho pravidla s rovnakým
krokom ale bez odhadu chyby.

3. Pouµzite zloµzené lichobeµzníkové a Simpsonovo pravidlo, kaµzdé s 10 podin-

tervalmi na odhad I =

�Z
0

sinx
x
dx; a porovnajte vá� výsledok s výsledkom

I = 1:851937; presným na �es ,t desatinných miest.

4. Pouµzite zloµzené lichobeµzníkové a Simpsonovo pravidlo, kaµzdé s krokom d́lµzky

h = 0:2; na odhad I =

2Z
0

x2e�xdx; a porovnajte vá�výsledok s analytickým

rie�ením I = 1
13
+ 1

2
arctg 5� 1

8
�:

5. Pouµzite zloµzené Simpsonovo pravidlo s d́lµzkou kroku h = 0:4 na odhad I =R 6
2
ln(2+3

p
x)

1+x2
dx; a porovnajte svoj výsledok s výsledkom I = 0:596545; ktorý

je presný na �es ,t desatinných miest.

6. Pouµzite zloµzené lichobeµzníkové a Simpsonovo pravidlo, kaµzdé s krokom d́lµzky

h = 0:2; na odhad I =

4Z
0

�
1� x

4

�4
x
1
2dx: Porovnajte vá�výsledok s presným

rie�ením, ktoré plynie zo v�eobecného výsledku

I(z; n) =

Z n

0

�
1� x

n

�n
xz�1dx =

1 � 2 � 3 : : : n
z(z + 1)(z + 2)���(z + n)n

z;

ktorý plynie z de�nície gamma funkcie limn!1 I(z; n) = �(z): Vysvetlite,
preµco zámenou 4 za 50 v originálnom integrále a výpoµcte výsledku pouµzitím
zloµzeného Simpsonovho pravidla s viacerými deleniami pravdepodobne nevedie
k zlep�eniu úbohého odhadu, ktorý it provides �(3

2
) = 1

2

p
�:

7. Besselova funkcia J1(x)má integrálnu reprezentáciu J1(x) = 2
�

�
2Z
0

sin(x cos�) cos�d�:

Pouµzitím zloµzeného Simpsonovho pravidla s krokom d́lµzky h = �
20
odhadnite
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J1(2); a porovnajte svoj výsledok s výsledkom J1(2) = 0:576725; ktorý je
presný na �es ,t desatinných miest

V cviµceniach 8 aµz 10 pouµzite integrálnu reprezentáciu

8. Odhadnite J2(2) pouµzitím zloµzeného Simpsonovho pravidla s krokom d́lµzky
h = �

8
; a porovnajte vá�výsledok s J2(2) = 0:352834; ktorá je presná na �es

,t
desatinných miest.

9. Odhadnite J1(4) pouµzitím zloµzeného Simpsonovho pravidla s krokom d́lµzky
h = �

10
; a porovnajte vá�výsledok s J1(4) = �0:066043; ktorá je presná na

�es ,t desatinných miest.

10. Odhadnite J3(4) pouµzitím zloµzeného Simpsonovho pravidla s krokom d́lµzky
h = �

10
; a porovnajte vá�výsledok s J3(4) = 0:430171; ktorá je presná na �es

,t
desatinných miest.

11. Modi�konaná Besselova funkcia I0(x) má integrálnu reprezentáciu I0(x) =
2
�

R �
2

0
cosh(xsin�)d�: Pouµzite zloµzené Simpsonovo pravidlo s krokom d́lµzky

h = �
16
; na odhad I0(3:5); a porovnajte vá�výsledok s I0(3:5) = 7:378203;

ktorý je presný na �es ,t desatinných miest.

12. Modi�konaná Besselova funkcia I1(x) má integrálnu reprezentáciu I1(x) =
2x
�

R �
2

0
cosh(xsin�) (cos�)2 d�: Pouµzite zloµzené Simpsonovo pravidlo s krokom

d́lµzky h = �
16
; na odhad I1(3); a porovnajte vá�výsledok s I1(3) = 3:953370;

ktorý je presný na �es ,t desatinných miest.

V cviµceniach 13 a 16 pouµzite 3; 5; a 10 bodové Gaussove formuly na odhad
daného integrálu a výsledky porovnajte s presnou hodnotou.

13. I =
R 3�

2

0
cosxdx: Presná hodnota je I = �1:

14. I =
R �

2

0
e�x cosxdx: Presná hodnota na �es ,t desatinných miest je I = 1

2
[1 +

exp(��
2
)] = 0:603940:

15. Pouµzite 10-bodovú Gaussovu formulu na odhad hodnoty konvergennáho nevlast-
ného integrálu I =

R 1
2

0
dx

(1�4x2)
1
2
: Porovnajte výsledok s presnou hodnotou na

�es ,t desatinných miest I = �
4
= 0:785398:

16. Pouµzite 10-bodovú Gaussovu formulu na odhad hodnoty konvergennáho nevlast-
ného integrálu I =

R �
2

0

p
xdx
sinx

dx: Porovnajte výsledok s presnou hodnotou na
�es ,t desatinných miest I = 2:753142:
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Numerické rie�enie sústav lineárnych rovníc.

Ukáµzeme dva prístupy k rie�eniu sústav n nehomogénnych lineárnych rovníc s n
neznámymi x1; x2; :::; xn; a oba sú dôleµzité. Tieto metódy s rôznymi zjemneniami
moµzno nájs ,t vo väµc�ine softvéroých balíkov lineárnej algebry. Prvá metóda zah́rµna
postupnú elimináciu neznámych je priamy typ, v ktorom rie�enie dostaneme po
systematickom eliminovaní n � 1 z n neznámych, aby sme na�li xn:Proces spät-
nej substitúcie sa pouµzije na nájdenie zostávajúcich neznámych v opaµcnom poradí
xn�1; xn�2; :::; x1: Táto metóda môµze by

,t pouµzitá aj ke
,
d poµcet rovníc nie je rovný

poµctu neznámych, ke
,
d µco sa tieµz ukáµze automaticky, ak je systém inkonzistentný.

Druhá metóda je svojou povahou taká istá ako prvá s výnimkou cesty v ktorej
detaily eliminaµcného procesu sú zaznamenané aby dovolili rie�i ,t viac neµz jeden
systém rovníc s tou istou maticou koe�cientov. Aplikuje sa na systémy v ktorých
sa poµcet rovníc rovná poµctu neznámych. Prístup je taký, µze sa pokú�ame fak-
torizova ,t maticu koe�cientov A v systéme Ax = b na súµcin PA = LU; kde L je
dolná trojuholníková matica s 1� kami na svojej hlavnej diagonále, U je horná tro-
juholníková matica a P je permutaµcná matica, dôvod vysvetlíme neskôr. Metóda
pouµzíva túto faktorizáciu na urµcenie rie�enia - vektora x: Zlyhanie metódy ukáµze,
µze táto faktorizácia naznaµcuje, µze A je singulárna, teda jeden alebo viac jej riadkov
sú lineárne závislé od ostatných riadkov.
Druhý typ prístupu je iteratívny, a aplikuje sa iba na sústavu n nehomogénnych

rovníc s n neznámymi x1; x2; :::; xn: Metódy �tartujú s
,
lubovo

,
lnou aproximáciou

x(0) vektora rie�enia x; a tento je iterovaný takým spôsobom, µze to vedie ku postup-
ným zlep�ujúcim sa aproximáciám x(1); :::; x(i); x(i+1) rie�enia x: The iteraµcný proces
konµcí po N iteráciách, pokia

,
l dve po sebe idúce postupné iterácie x(N�1) and x(N)

vytvoria aproximácie x(N�1)i aµz x(N)i neznámej xi; pre i = 1; 2; :::; n; sa lí�ia o menej
ako predpísaná hodnota " > 0; ktorú nazývame tolerancia. Koneµcná iterácia sa
berie ako rie�enie sústavy rovníc s vybranou toleranciou. Poµcet iterácií nutných
na to, aby sme dostali takúto aproximáciu vektora rie�ení nie je urµcený, pretoµze
závisí od �truktúry rovníc, zvolenej iteraµcnej schémy a tolerancie. Ako v�etky
metódy priameho typu sú v zmysle odvodené od �tandardného Gaussovho elim-
inaµcného procesu, je potrebné popísa ,t tento proces detailne. Neskôr ponúkneme
modi�káciu procesu aby sme zaruµcili, µze eliminaµcná procedúra neprekroµcí toleran-
ciu v iteráciách nutnú aby hrubé (round-o¤) chyby boli minimalizované. Druhá
priama metóda zachováva informácie obsiahnuté v Gaussovom eliminaµcnom pro-
cese a pouµzije ich na odvodenie factorizácie PA = LU; po ktorej sa výsledok pouµzije
na rie�enie sústavy Ax = b: Táto metóda je vhodná ke

,
d sa poµzadujú rie�enia sús-

tavy Ax = b pre postupnos ,t nehomogénnych vektorov b zatia
,
l µco koe�cienty matice

A zostávajú nezmenené. Toto sa môµze sta ,t napríklad pri analýze síl v �truktúre
v
,
daka zmenám v za ,taµzení, kde matica A reprezentuje �truktúru, ktorá zostáva
rovnaká, zatia

,
l µco za ,taµzenie reprezentujúce vektorom b sa opakovane mení. Z

mnoµzstva rôznych iteraµcných schém ktoré sú k dispozícii, popí�eme iba Jacobiho
a Gauss�Seidel schémy. Tieto sú �iroko pouµzívané aj ke

,
d z iných dôvodov a sú

aplikovate
,
lné na systémy rovníc, ktoré majú vlastnos ,t nazývaná diagonálna dom-

inancia. Iteraµcné metódy sa pouµzijú, ke
,
d pracujeme s ve

,
lkými maticami, kde sa

µcasto stáva, µze matica obsahuje mnoho nulových prvkov, ktoré sa µcasto vyskytujú
na ved

,
laj�ích diagonálach rovnobeµzných s hlavnou diagonálou matice A: Matice
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tohto typu nazývame sparse matrices (riedke matice), a vyskytujú sa pri rie�ení
parciálnych diferenciálnych rovníc splinovou interpoláciou a v mnohých iných ap-
likáciách.

Gaussova eliminácia.

Predpokladáme, µze sústava rovníc, ktorú máme rie�i ,t má tvar

Ax = b; ((25))

Ak (25) prepí�eme explicitne máme0BBB@
a11 a12 � � � a1n
a21 a22 � � � a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 � � � ann

1CCCA
0BBB@
x1
x2
...
xn

1CCCA =

0BBB@
b1
b2
...
bn

1CCCA ((26))

Vieme, µze (26), alebo (25), má jediné rie�enie ak hodnos ,t matice A sa rovná hod-
nosti roz�írenej matice [Ajb] a obe sú rovné n: Ale potreba nájs ,t iný spôsob výpoµctu
x pochádza z faktu, µze rie�enia pomocou inverznej matice sú nepraktické pre n
ve
,
lké, kvôli mnoµzstvu úloh pri výpoµcte A�1: V oboch poµcítaµcovom aj ruµcnom

poµcítaní nasledujúca plná matica v (26) je skrátená na roz�írenú maticu a výpoµcty
sa potom realizujú na jej prvkoch. Roz�írená matica odpovedajúca (26) je0BBB@

a11 a12 � � � a1n b1
a21 a22 � � � a2n b2
...

...
. . .

...
...

an1 an2 � � � ann bn

1CCCA ((27))

V tomto skrátenom zápise koe�cientov x1; x2; :::; xn v kaµzdej rovnici sú identi�ko-
vané ich pozíciou v matici, teda koe�cient x1 je a11; zatia

,
l µco koe�cient x2 v n�tej

rovnici je an2: Pretoµze jednotlivé rovnice môµzu by
,t násobené k; a násobok rovnice

môµzme priµcíta ,t k inej rovnici, v�etko bez zmeny rie�enia, µco implikuje, µze tieto
isté operácie môµzme urobi ,t na matici (27). Základný Gaussov eliminaµcný proces
pouµzíva tieto vlastnosti. Prvý krok Gaussovho eliminaµcného procesu zah́rµna pre-
poklad a11 6= 0; násobiac prvý riadok a21

a11
; a odµcítaním výsledku od druhého riadku,

ak sa jeho prvý prvok stane nulou. Nasledujúci krok je násobi ,t prvý riadok a31
a11
a

odµcíta ,t výsledok od tretieho riadku, v ktorom bude jeho prvý vstup nula. Opako-
vanie tohto procesu n�1 krát zakonµcuje prvú fázu procesu, po ktorej v�etky prvky
pod a11 sú nuly, µco spôsobí, µze (27) bude0BBB@

a11 a12 � � � a1n b1
0 a

(1)
22 � � � a

(1)
2n b

(1)
2

...
...

. . .
...

...
0 a

(1)
n2 � � � a

(1)
nn b

(1)
n

1CCCA ; ((28))

kde a(1)ij a b(1)i reprezentuje modi�kované prvky aij a bi po odµcítaní násobku
odpovedajúceho prvku v prvom riadku. Druhá etapa eliminaµcného procesu za-
h́rµna predpoklad, a(1)22 6= 0; odµcítaním vhodných násobkov modi�kovaného druhého
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riadku v (28) od n � 2 riadkov pod dostaneme v�etky prvky v st́lpci pod a(1)22
nulové. Pokraµcovnie tohto procesu predpokladajúc µze µziadny prvok pouµzitý na
elimináciu prvkov pod ním nie je nula, vedie nakoniec k tomu, µze v�etky prvky
pod vedúcimi diagonálnymi prvkami prvých n st́lpcov modi�kovaného roz�íreného
po
,
la bude nula, teda koneµcné roz�írené pole bude0BBB@

a11 a12 � � � a1n b1
0 a

(1)
22 � � � a

(1)
2n b

(1)
2

...
...

. . .
...

...
0 0 � � � a

(n�1)
nn b

(n�1)
n

1CCCA ((29))

Rie�enie potom nájdeme procesom nazvaným spätná substitúcia, ktorá �tartuje z
posledného riadku v (29), µco je ekvivalentné s rovnicou a(n�1)nn xn = b

(n�1)
n ; z ktorej

plynie, µze

xn =
b
(n�1)
n

a
(n�1)
nn

: ((30))

Druhý riadok odspodu v (29) je ekvivalentý s rovnicou

a
(n�2)
n�1;n�1xn�1j + a

(n�2)
n�1;nxn = b

(n�2)
n�1 ; ((31))

odkia
,
l xn�1 nájdeme po substitúcii hodnoty xn nájdenej v (30). Pokraµcovanie

týmto spôsobom zaruµcí, µze v�etky prvky x1; x2; :::; xn rie�enia x nájdeme v opaµcnom
poradí xn; xn�1; :::; x1: Prvky a11; a

(1)
22 ; :::; a

(n�1)
nn pouµzité na redukciu koe�cientov

matice A do dolnej trojuholníkovej matice z prvých n st́lpcov (29) sa nazývajú
pivoty Gaussovej eliminácie a riadok obsahujúci pivot sa nazýva pivotný riadok.
Toto kompletizuje základný Gaussov eliminaµcný proces. Je jasné ak v r� tom
kroku procesu dostaneme riadok núl v modi�kovanej matici koe�cientov A; ale
modi�kovaný r�tý prvok v nehomogénnom vektore b je nenulový, sústava rovníc
je nekompatibilná a µziadne rie�enie neexistuje. Ak v�ak v r�tom kroku elimi-
naµcného procesu dostaneme nulový riadok v modi�kovanej matici koe�cientov A;
a modi�kovaný r�tý prvok v nehomogénnom vektore je tieµz nula, potom r�tá
rovnica je lineárne závisla od prvých r� 1 rovníc, teda rie�enie nemôµze by ,t jediné.
µTaµzkos ,t nastáva ak v

,
lubovo

,
lnom kroku procesu pivot v m�tej pozícii na hlavnej

diagonále modi�kovanej matice A bude nula, podobne ako sa stane na �tarte ak
a11 = 0: Ak by sa to stalo,

,taµzkos ,t moµzno prekona ,t zámenou poradia ridkov aby
sme dostali nenulový prvok na pozíciu pivota. Chyby v eliminaµcnom procese môµzu
nasta ,t ak ve

,
lmi malé pivoty sa pouµzijú na redukciu nulových prvkov v st́lpcoch pod

ak sú tieto znaµcne väµc�ie, µcomu treba zabráni ,t. Ak poradie rovníc musí by ,t zme-
nené bez zmeny rie�enia, táto nevýhoda sa dá odstráni ,t nasledovne: ak v m�tom
kroku z ostatných riadkov m�tý na n�tý je vybraný a obsahuje jeden z prvkov s
väµc�ou hodnotou sa vyberie ako prvok s najväµc�ou ve

,
lkos ,tou vm�tom st́lpci.Tento

riadok sa potom posunie nahor aby vytvoril nový m�tý riadok po ktorom elimi-
naµcný proces pokraµcuje ako predtým. Tento proces nazývame Gaussova eliminácia
s parciálnym pivotingom, a je �tandardnou súµcas ,tou softvérov.

,
Lahko vidie ,t, µze

podobnú metódu moµzno pouµzi ,t, ak sa poµcet rovníc nerovná poµctu neznámych. Po-
tom nájdeme modi�kovanú roz�írenú maticu a zistíme , µci sústava nemá rie�enie,
má jediné rie�enie, alebo viac rie�ení závisiacich od parametrov. Aj ke

,
d detA v



36

G.E.M. nevyµzadujeme pretoµze proces redukuje originálne koe�cienty matice A na
úµcinný spôsob G.E.M. detA dolnej trojuholníkovej matice

detA = a11a
(1)
22 a

(2)
33 :::a

(n�1)
nn ; ((32))

a je to táto metóda, ktorá sa pouµzíva v softwarových programoch na h
,
ladanie

detA; aby sme sa vyhli mnohonásobnému µcas µzerúcemu násobeniu pri výpoµcte
kofaktorov.

Example 18 Rie�me nasledujúcu sústavu rovníc Gaussovou elimináciou:

2x1 �2x2 +3x3 +4x4 = �18
4x1 +x2 �x3 +2x4 = �11
x1 �x2 �x3 +5x4 = �26
2x1 �3x2 +2x3 �x4 = �3

:

Pouµzite (32) na výpoµcet determinantu koe�cientov matice A:

Solution 19 Roz�írená matica sústavy:0BB@
2 �2 3 4 �18
4 1 �1 2 �11
1 �1 �1 5 �26
2 �3 2 �1 �3

1CCA
Pomocou a11 = 2 sa zbavíme prvkov v prvom st́lpci pod.0BB@

2 �2 3 4 �18
0 5 �7 �6 25
0 0 �5

2
3 �17

0 �1 �1 �5 15

1CCA
Podobne s pivotom 5: 0BB@

2 �2 3 4 �18
0 5 �7 �6 25
0 0 �5

2
3 �17

0 0 �12
5
�31

5
20

1CCA
Pokraµcujeme s -�52 aµz dostaneme:0BB@

2 �2 3 4 �18
0 5 �7 �6 25
0 0 �5

2
3 �17

0 0 0 �227
25

908
25

1CCA
Spätnou substitúcoiu dostaneme rie�enie: �227

25
x4 =

908
25
; teda x4 = �4; podobne

z �5
2
x3 + 3x4 = �17; máme x3 = 2: Pokraµcujúc podobne dostaneme x2 = 3 a

x1 = �1: Poznamenajme, µze µziadny pivot nebol dos ,t malý a parciálny pivoting nebol
potrebný. detA dostaneme priamo z (32): detA = 2 � 5 �

�
�5
2

�
�
�
�277

25

�
= 277:
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LU faktorizácia.

Nech A je nesingulárna matica typu n�n v sústave Ax = b; ktorá sa dá faktorizova ,t
ako súµcin A = LU; kde L je dolná trojuholníková matica typu n�n s 1�kami na jej
hlavnej diagonále a U je horná trojuholníková matica typu n� n: Metóda rie�enia
sústavy rovníc Ax = b sa redukuje na h

,
ladanie st́lpcového vektora y takého, µze

je rie�ením Ly = b; a potom urµcenia x zo sústavy rovníc Ux = y: Výhodou tohto
prístupu je, µze ak uµz raz máme L a U; prvky vektora y nájdeme spätnou substitú-
ciou, po ktorej prvky vektora x vypoµcítame opä ,t spätnou substitúciou. Ako sme uµz
poznamenali, tento prístup je ve

,
lmi úµcinný, ke

,
d sústavu Ax = b rie�ime opakovane

s tou istou maticou A; ale s rôznymi nehomogénnymi vektormi b: Je to preto, lebo
L a U zostanú nezmenené, teda aj vektor rie�enia x môµzeme nájs ,t iba pouµzitím
násobenia vektora b; a známej faktorizácie A: Poznamenajme, µze bez riadkových
permutácií nemusí by ,t moµzné faktorizova ,t nesingulárnu maticu. V�etky informácie
nutné pre faktorizáciu A na súµcin A = LU sú obsiahnuté v Gaussovej eliminácii,
teda najpriamej�ia forma LU faktorizácie, v ktorej pouµzijeme parciálny pivoting
nie je nutná a ukáµzeme ju na predo�lom príklade. Budeme faktorizova ,t maticu A
z predo�lého príkladu, a potom výsledok pouµzijeme na rie�enie sústavy rovníc v
tomto príklade.
Ke

,
d sme pouµzili prvú etapu Gaussovej eliminácie na matici A v príklade 2 krát

riadok 1 bol odµcítaný od riadku 2; 12 riadku 1 bola odµcítaná od riadku 3; a 1 krát
riadok 1 bol odµcítaný od riadku 4; µco spôsobilo zmenu matice

A =

0BB@
2 �2 3 4
4 1 �1 2
1 �1 �1 5
2 �3 2 �1

1CCA na maticu A1 =

0BB@
2 �2 3 4
0 5 �7 �6
0 0 �5

2
3

0 �1 �1 �5

1CCA :
Ak reprezentujeme elementárne riadkové operácie pomocou prenásobení Amaticou
M1; môµzme to zapísa

,t M1A = A1; kde

M1 =

0BB@
1 0 0 0
�2 1 0 0
�1
2
0 1 0

�1 0 0 1

1CCA :
Aplikáciou druhej etapy GEM na A1; �15 krát riadok 2 bol odpoµcítaný od riadku
4; µco spôsobilo maticu A2; tvaru

A2 =

0BB@
2 �2 3 4
0 5 �7 �6
0 0 �5

2
3

0 0 �12
5
�31

5

1CCA ;
µco vo vyjadrení násobenia matíc dáva M2A1 = A2; alebo M2M1A = A2; kde

M2 =

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 1

5
0 1

1CCA :
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Nakoniec ak v poslednej etape GEM was applied to matrix A2; 24
25
krát riadok 3

bol odµcítaný od riadku 4 dostali sme hornú trojuholníkovú maticu

A3 =

0BB@
2 �2 3 4
0 5 �7 �6
0 0 �5

2
3

0 0 0 �227
25

1CCA ;
µco v reµci násobenia matíc zapí�eme ako M3A2 = A3; alebo M3M2M1A = A3; kde

M3 =

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 �24

25
1

1CCA :
Tak máme A3 = U je horná trojuholníková matica a ukázali sme, µze M3M2M1A =
U; s

U =

0BB@
2 �2 3 4
0 5 �7 �6
0 0 �5

2
3

0 0 0 �227
25

1CCA ;
a tedaA =M�1

1 M
�1
2 M

�1
3 U:Dokázali sme faktorizova

,t A a ak ukáµzeme, µzeM�1
1 M

�1
2 M

�1
3

je dolná trojuholníková matica poµzadovaného typu. Aby sme to dosiahli pozna-
menajme, µze �peciálna �truktúra matíc Mi; for i = 1; 2; 3 je taká, µze z de�nície
inverznej matice pomocou jej kofaktorov, inverznú maticuM�1

i dostaneme priamo
z maticeMi zmenou znamienka prvkov v jej i� tom st́lpci, ktoré leµzia pod prvkom
1; tak bez

,
dal�ích výpoµctov máme

M�1
1 M

�1
2 M

�1
3 =

0BB@
1 0 0 0
2 1 0 0
1
2
0 1 0

1 0 0 1

1CCA
0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 �1

5
0 1

1CCA
0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 24

25
1

1CCA :
�truktúra týchto matíc dovo

,
luje zapísa ,t ich súµcin ihne

,
d, pretoµze i�ty st́lpec súµcinu

matíc je jednoducho i�ty st́lpec matice Mi; teda

M�1
1 M

�1
2 M

�1
3 =

0BB@
1 0 0 0
2 1 0 0
1
2

0 1 0
1 �1

5
24
25

1

1CCA :
Je to dolná trojuholníková matica poµzadovaného tvaru, teda

L =

0BB@
1 0 0 0
2 1 0 0
1
2

0 1 0
1 �1

5
24
25

1

1CCA ;
a faktorizovaný tvar A je

A = LU =

0BB@
1 0 0 0
2 1 0 0
1
2

0 1 0
1 �1

5
24
25

1

1CCA
0BB@
2 �2 3 4
0 5 �7 �6
0 0 �5

2
3

0 0 0 �227
25

1CCA :
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Pouµzi ,t L a U na rie�nie sústavy z príkladu, musíme najprv rie�i ,t sústavu Ly = b;
kde b = [�18;�11;�26;�3]T : Je to sústava0BB@

1 0 0 0
2 1 0 0
1
2

0 1 0
1 �1

5
24
25

1

1CCA
0BB@
y1
y2
y3
y4

1CCA =

0BB@
�18
�11
�26
�3

1CCA ;
from which we see that y1 = �18; and forward substitution then shows y2 =
25; y3 = �17 a y4 = 908

25
: Prvky x1; x2; x3; x4 rie�enia x teraz dostaneme rie�ením

sústavy Ux = y : 0BB@
2 �2 3 4
0 5 �7 �6
0 0 �5

2
3

0 0 0 �227
25

1CCA
0BB@
x1
x2
x3
x4

1CCA =

0BB@
�18
25
�17
908
25

1CCA :
Odkia

,
l x4 = �4; a spätnou substitúciou dostaneme x3 = 2; x2 = �3; x1 = �1; a

sústava je vyrie�ená.

LU factorizaµcný algoritmus.

Faktorizáciu nesingulárnej matice A typu n� n na súµcin A = LU; kde L je dolná
troluholníková matica s 1�kami na hlavnej diagonále a U je horná trojuholníková
matica moµzno urobi ,t nasledovne:
1. Maticu U dostaneme aplikáciou GEM na riadky A a tým ju zredukujeme na

hornú trojuholníkovú maticu.
2. V i�tej etape GEM v kroku 1 a v i�tom st́lpci nech mij je násobok i�teho

prvku ktorý má by ,t odµcítaný od j�teho prvku, aby sa redukoval j�ty prvok na
nulu. Potom matica L je daná

L =

0BBBBB@
1 0 0 0 � � � 0 0
m21 1 0 0 � � � 0 0
m31 m32 1 0 � � � 0 0
...

...
...

...
. . . 1

...
mn1 mn2 mn3 mn4 � � � mn;n�1 1

1CCCCCA

Example 20 Aplikujte LU faktorizaµcný algoritmus na urµcenie matice L v pre-
do�lom príklade.

Solution 21 Skúmaním GEM procesu v predo�lom príklade ukazuje v prvom kroku
m21 = 2;m31 =

1
2
;m41 = 1; a v druhom kroku m32 = 0;m42 = �1

5
; zatia

,
l µco v

poslednom kroku m43 =
24
25
; tak z algoritmu

L =

0BB@
1 0 0 0
2 1 0 0
1
2

0 1 0
1 �1

5
24
25

1

1CCA :
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Jacobiho iteraµcný proces.

Odvodi ,t Jacobiho iteraµcný proces, jednotlivé rovnice v (26) preformulujeme do
tvaru

x1 =
(b1 � a12x2 � a13x3 � � � � � a1nxn)

a11

x2 =
(b2 � a21x1 � a23x3 � � � � � a2nxn)

a22
((33))

...

xn =
(bn � an1x1 � an2x2 � � � � � ann�1xn�1)

ann

Jacobiho iteraµcný proces dostaneme z tohto vyjadrenia ak de�nujeme r�tú
aproximáciu rie�enia, ktorú oznaµcíme x(r)1 ; x

(r)
2 ; :::; x

(r)
n ; pomocou (r�1)�vej aprox-

imácie x(r�1)1 ; x
(r�1)
2 ; :::; x

(r�1)
n , pomocou rovníc Jacobiho iteraµcnej metódy

x
(r)
1 =

(b1 � a12x(r�1)2 � a13x(r�1)3 � � � � � a1nx(r�1)n )

a11

x
(r)
2 =

(b2 � a21x(r�1)1 � a23x(r�1)3 � � � � � a2nx(r�1)n )

a22
((34))

...

x(r)n =
(bn � an1x(r�1)1 � an2x(r�1)2 � � � � � ann�1x(r�1)n�1 )

ann
:

Iterácia �tartuje nejakým zaµciatoµcným výberom x
(0)
1 ; x

(0)
2 ; :::; x

(0)
n ; typicky

x
(0)
1 = 1; x

(0)
2 = 1; :::; x

(0)
n = 1: Iteraµcný proces pokraµcuje pokia

,
l pre nejaké r

diferencia medzi odpvedajúcimi prvkami (r�1)�vej a r�tej iterácie:
���x(r)i � x(r�1)i

��� ;
pre i = 1; 2; :::; n je men�ia neµz dopredu stanovená tolerancia " > 0, teda���x(r)i � x(r�1)i

��� < "; pre i = 1; 2; :::; n: ((35))

Toto je najjednoduch�ia z mnohých podmienok konvergencie iteraµcného procesu.
Hodnoty x(r)1 ; x

(r)
2 ; :::; x

(r)
n získané z r�tej iterácie v ktorej sú splnené podmienky

(35) prvý krát sú povaµzované za rie�enie x1; x2; :::; xn; v tolerancii ": Treba pozna-
mena ,t, µze Jacobiho iteraµcný proces je iteraµcný proces pevného bodu pre sústavy
lineárnych rovníc. Aj ke

,
d to nebudeme dokazova ,t, postaµcujúcou podmienkou kon-

vergencie Jacobiho iteraµcného procesu pre
,
lubovo

,
lný výber x(0)1 ; x

(0)
2 ; :::; x

(0)
n je, µze

sústava (26) je diagonálne dominantá, µco znamená, µze v kaµzdom riadku sú koe-
�cienty diagonálnej dominancie matice A; t.j. ve

,
lkos ,t prvkov leµziacich na hlavnej
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diagonále presahuje súµcet ve
,
lkostí ostatných prvkov v riadku. Teda matica A bude

diagonálne dominantná ak

jaiij > jai1j+ jai2j+ � � �+ jaii�1j+ jaii+1j+ � � �+ jainj ; pre i = 1; 2; :::; n ((36))

Overenie rovníc v (34) ukazuje, µze Jacobiho metóda zlyhá, ak sa pouµzijú beµzné
aproximácie ako sú generované. Toto je vidie ,t v druhej rovnici, kde lep�í odhad
x
(r)
1 nájdený z prvej rovnice môµze by ,t pouµzitý namiesto odhadu x(r�1)1 : Postupu-
júc takýmto spôsobom ak v kaµzdej rovnici vµzdy pouµzijeme beµzne dostupný odhad,
povedie to ku Gauss�Seidel iteraµcnému procesu de�novanému Gauss�Seidel iteraµc-
nou metódou

x
(r)
1 =

b1 � a12x(r�1)2 � a13x(r�1)3 � � � � � a1nx(r�1)n

a11

x
(r)
2 =

b2 � a21x(r)1 � a23x(r�1)3 � � � � � a2nx(r�1)n

a22
((37))

x
(r)
3 =

b3 � a31x(r)1 � a32x(r)2 � � � � � a3nx(r�1)n

a33

...

x(r)n =
bn � an1x(r)1 � an2x(r)2 � � � � � ann�1x(r)n�1

ann
:

Postaµcujúca podmienka pre konvergenciu Gauss�Seidel procesu je taká istá ako
pre Jacobiho proces, a to, µze A je diagonálne dominantá. Ostatné podmienky kon-
vergencie iteraµcného procesu môµzme odvodi ,t v reµci magnitúdy najväµc�ej vlastnej
hodnoty A; ktorú nazývame spektrálny polomer, ale spektrálny polomer ako túto
vlastnú hodnotu je ,taµzké vypoµcíta ,t, ke

,
d je poµcet rovníc n ve

,
lký, také výsledky

majú najmä teoretickú dôleµzitos ,t. Ak iteraµcný proces diverguje, postupné iterácie
zvyµcajne menia znamienko a ich ve

,
lkos ,t rastie bez ohraniµcenia. V softwarových

programoch býva kontrola oh
,
ladne chovania postupných iterácií a ak sa zistí di-

vergencia, poµcítaµc o tomto podá odkaz a ukonµcí výpoµcet.

Example 22 Pouµzite Gaussov�Seidelov iteraµcný proces a nájdite rie�enie nasle-
dujúcej sústavy rovníc:

1:2x1 +4:4x2 �1:9x3 = �4:2

5:1x1 �1:3x2 +2:4x3 = 2:7

�2:6x1 +1:7x2 �6:3x3 = 9:6

Solution 23 Aplikácia testu diagonálnej dominancie v (36) ukazuje, µze iba tretia
rovnica vyhovuje podmienkam, pretoµze j�6:3j > j�2:6j + j1:7j ; ale j1:2j < j4:4j +
j�1:9j a j�1:3j < j5:1j + j2:4j : Av�ak ak v prvé dve rovnice vymeníme, sústava sa
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stane diagonálne dominantou, teda ak pouµzijeme Gauss�Seidelov iteraµcný proces
rovnice musia by ,t pouµzité v nasledujúcom poradí:

5:1x1 �1:3x2 +2:4x3 = 2:7

1:2x1 +4:4x2 �1:9x3 = �4:2

�2:6x1 +1:7x2 �6:3x3 = 9:6

Z (37) Gauss�Seidelov iteraµcný proces pre tento systém rovníc bude:

x
(r)
1 =

2:7 + 1:3x
(r�1)
2 � 2:4x(r�1)3

5:1

x
(r)
2 =

�4:2� 1:2x(r)1 + 1:9x
(r�1)
3

4:4

x
(r)
3 =

9:6 + 2:6x
(r)
1 � 1:7x(r)2
�6:3

Výsledky �tartujúce z iterácií x(0)1 = x
(0)
2 = x

(0)
3 = 1 sú v nasledujúcej tabu

,
lke a

hodnoty získané v 10 iterácii môµzu by ,t porovnané s rie�ením získaným G.E.M.:x1 =
1:162946; x2 = �2:418817; x3 = �2:656452:

Poµcet iterácií
0 1 2 3 4 5

x1 1 0:313726 1:229617 1:219913 1:175631 1:162857
x2 1 �0:608289 �2:074693 �2:406137 �2:430951 �2:422740
x3 1 �1:817425 �2:591108 �2:676541 �2:664962 �2:657887

6 7 8 9 10
x1 1:162621 1:162815 1:162924 1:162946 1:162947
x2 �2:419348 �2:418785 �2:418784 �2:418809 �2:418816
x3 �2:656461 �2:656389 �2:656434 �2:656450 �2:656452
Tieto výsledky ukazujú konvergenciu iteraµcnej metódy získanej z diagonálne

dominantnej schémy oproti priamej metóde. Ak miesto iteraµcnej schémy vyjdeme
z originálnej sústavy rovníc bez novej reformulácie, potom by sme dostali nedi-
agonálne dominantný systém, ktorý vedie na divergentný systém.

x
(r)
1 =

4:2�4:4x(r�1)2 +1:9x
(r�1)
3

1:2

x
(r)
2 =

�2:7�5:1x(r�1)1 �2:4x(r�1)3

�1:3

x
(r)
3 =

9:6+2:6
(r�1)
1 �1:7x(r�1)2

�6:3

Pouµzitím tejto schémy a �tartovacích bodov ako predtým x
(0)
1 = x

(0)
2 = x

(0)
3 = 1;

dostaneme výsledok:
x
(1)
1 = �5:58333; x(1)2 = �22:13462; x(1)3 = �5:19241
x
(2)
1 = 69:43894; x

(2)
2 = 260:75140; x

(2)
3 = 40:18034

µco jasne demon�truje divergenciu nediagonálne dominantnej schémy .

Ako sa tieto dve iteraµcné metódy pouµzívajú? Gauss�Seidel metóda sa pouµzíva
hlavne v computerových výpoµctoch ako predchádzajúca podmienka (predpoklad)
pre viac rozvinuté schémy, kde jej pouµzitie beµzných aproximácií v kaµzdom kroku
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vyµzaduje iba polovicu pamäti ako ako Jacobiho metóda. Jacobiho schémy sa pouµzí-
vajú extenzívne na budovanie blokov v komplikovanej�ích a neúplných iteraµcných
procedúrach, ako predpokladaný conjugovaný gradient a multigrid metódy.
Zhrnutie: V rôznych príkladoch sme videli, µze LU faktorizácia n � n matice

A je moµzná, iba ak detA = 0: Dve zásadne odli�né typy metód boli odvodené
na rie�enie sústav nehomogénnych lineárnych rovníc, prvá priama, druhá iteraµcná.
Dve priame metódy boli Gaussova eliminácia a z nej odvodená LU faktorizácia.
Ostatné metódy vrátane iteraµcných �tartovali z

,
lubovo

,
lných zaµciatoµcných aprox-

imácií a konvergovali k poµzadovanému rie�eniu v rámci predpísanej tolerancie, za
predpokladu diagonálnej dominancie.
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Cviµcenia.

V cviµceniach 1. - 4. a) rie�te sústavu rovníc pouµzitím Gaussovej eliminaµcnej
metódy, b) porovnajte výsledok s a) s tou, ktorú dostanete rie�ením sústavy
Gaussovou -Seidelovou metódou so �tartovacou hodnotou x(0)1 = x

(0)
2 = x

(0)
3 = 1 a

urobte 10 iterácií.

1. 4:7x1 + 1:3x2 � 1:6x3 = 1:3
x1 � 4:1x2 + 1:1x3 = 4:6
2:1x1 + 1:4x2 + 6:2x3 = 5:2:

2. 1:7x1 � 4:6x2 � 1:2x3 = 3:4
�3:1x1 + 2:3x2 + 7:2x3 = 2:7
3:2x1 + 1:2x2 + 1:4x3 = �4:2:

3. 2:1x1 + 6:5x2 � 3:1x3 = �6:4
�5:2x1 + 2:1x2 � 1:5x3 = 3:7
1:8x1 � 2:9x2 + 6:2x3 = �4:2:

4. 6:2x1 � 2:2x2 + 3:1x3 = �2:6
�1:6x1 + 1:9x2 + 8:4x3 = �2:6
2:3x1 � 8:4x2 + 3:2x3 = 6:5:

5. Reálna n � n symetrická matica Hn s prvkami hij = 1
(i+j�1) v i�tom ri-

adku a j�teho st́lpca sa nazýva Hilbertova matica, a jeho determinant sa
rýchlo stáva ve

,
lmi malým ako n rastie. Matice tohto typu sa nazývajú zle

podmienené a ke
,
d sa zle podmienené matice stanú maticami koe�cientov sús-

tavy lineárnych rovníc, nastávajú ve
,
lké chyby aj ke

,
d sa výpoµcty vykonávajú

s pouµzitím ve
,
lkej presnosti. Rozvoj ve

,
lmi malých determinantov Hilbertovej

matice moµzno vidie ,t napríklad ak n = 4; pretoµze

H4 =

0BB@
1 1

2
1
3

1
4

1
2

1
3

1
4

1
5

1
3

1
4

1
5

1
6

1
4

1
5

1
6

1
7

1CCA a detH4 = 1
6;048;000:

:

Ak zlomky v matici neaproximujeme, presné rie�enie sústavy rovníc0BB@
1 1

2
1
3

1
4

1
2

1
3

1
4

1
5

1
3

1
4

1
5

1
6

1
4

1
5

1
6

1
7

1CCA
0BB@
x1
x2
x3
x4

1CCA =

0BB@
1
2
3
4

1CCA
bude x1 = �64; x2 = 900; x3 = �2520; x4 = 1820: Typicky zle podmienená
matica sa vyskytuje v prípade aproximácie metódou najmen�ích �tvorcov a
ortogonalizáciou. Demon�trujte chyby, ktoré sa vyskytnú, ke

,
d sa pouµzije

Gaussova eliminácia na rie�enie sústavy rovníc a výpoµcty sa zaokrúh
,
lujú na

pä ,t desatinných miest. Pouµzite G.E.M. na výpoµcet detH4 pracujúc na pä
,t

desatinných miest a porovnajte s hodnotou správneho výsledku.
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6. Pouµzite Jacobiho a Gauss�Seidelove iterácie na rie�enie sústavy �4:2x1 +
1:1x2 � 2:1x3 = 1:4
3:6x1 + 9:2x2 � 3:1x3 = �3:2
1:4x1 + 2:9x2 � 6:4x3 = �1:2;
�tartujúc zo zaµciatoµcnej iterácie x(0)1 = x

(0)
2 = x

(0)
3 = 0 a vykonajte �es ,t

iterácií. Porovnajte výsledky s presným rie�ením x1 = �0:39101; x2 =
�0:18938; x3 = 0:01615: Odvo

,
dte iteraµcnú schému ke

,
d rovnice preskupíme

do nediagonálne dominantnej formy a pouµzitím zaµciatoµcných hodnôt x(0)1 =

x
(0)
2 = x

(0)
3 = 0 urobte tri iterácie na demon�trovanie divergentnosti schémy.

V cviµceniach 7 - 12 pouµzite LU faktorizáciu na rie�enie sústavy rovníc Ax = b
pre dané matice A a b:

7. A =

0@ �4 1 �1
12 �1 5
�12 5 �4

1A ; b =
0@ 3
�2
2

1A :
8. A =

0@�1 2 3
�5 7 16
2 �10 �2

1A ; b =
0@�52
6

1A.
9. A =

0@ 4 �1 �1
�16 6 1
�4 7 �9

1A ; b =
0@ 0
6
�7

1A :
10. A =

0@ �5 �2 0
�15 �9 2
0 �6 8

1A ; b =
0@ 1
�2
3

1A :

11. A =

0BB@
2 1 0 2
�1 0 1 0
4 3

2
2 3

�2 0 8 1

1CCA ; b =
0BB@
1
2
1
4

1CCA :

12. A =

0BB@
3 0 1 �1
6 �1 3 �3
�3 1 0 1
�3 0 �5 4

1CCA ; b =
0BB@
�2
3
�1
5

1CCA :
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Vlastné hodnoty a vlastné vektory.

Vlastná hodnota a vlastný vektor súvisiaci s n� n maticou A bol de�novaný ako
µcíslo � sṕlµnajúce maticovú rovnicu

Ax = �x; ((38))

a odpovedajúci n � 1 vektor x sme de�novali ako zodpovedajúci vlastný vektor.
Priamo z (38) plynie, µze vlastný vektor x matice A odpovedajúci vlastnej hodnote
� moµzno násobi ,t (skalárom) t.j. nenulovým µcíslom k a stále zostane vlastným
vektorom, pretoµze A(kx) = �(kx) je ekvivalentné s kAx = k�x; a �krtnutie skalára
k redukuje posledný výsledok na (38). Ke

,
d de�nujeme vlastné hodnoty a vlastné

vektory, výsledok (38) sa dá napísa ,t ako homogénny systém (A � �I)x = 0; a
vlastné hodnoty nájdeme ako det(A� �I) = 0; µco vedie k polynómu P (�) stupµna
n tvaru P (�) = �n + a1�

n�1 + a2�
n�2 + � � �+ an; ktorý nazývame charakteristický

polynóm A: Ak nájdeme nulové body P (�) sú to vlastné hodnoty �1; �2; :::; �n
matice A; a pridruµzené vlastné vektory x1; x2; :::; xn dostaneme rie�ením maticovej
rovnice

Axi = �ixi; pre i = 1; 2; :::; n: ((39))

Tento teoretický prístup je výhodný ak n � 3; pretoµze vtedy nulové body P (�)
moµzno urµci ,t analyticky. Vo v�etkých ostatných prípadoch je h

,
ladanie nulových

bodov ,taµzkou úlohou a aj ke
,
d sú známe presne, ve

,
lké chyby môµzeme urobi ,t, ak ich

pouµzijeme v (39) na výpoµcet príslu�ných vlastných vektorov. Výpoµctovo efektívne
metódy na výpoµcet vlastných hodnôt a vlastných vektorov sú k dispozícii v balíkoch
poµcítaµcových algebier, ktoré neumoµzµnujú najskôr rie�i ,t charakteristickú rovnicu pre
vlastné hodnoty. Tieto sú vhodné na h

,
ladanie reálnych a komplexných vlasných

hodnôt vrátane opakujúcich sa vlastných hodnôt a odpovedajúcich vektorov. Kvôli
tomu jediná metóda, ktorú to popí�eme bude mocninová metóda, ktorá je

,
lahko

aplikovate
,
lná a jej odvodenie je priame. Ale nie je to metóda prakticky pouµzite

,
lná

okrem niektorých �peciálnych situácií. Odvodenie vyµzaduje v�etky aby vlastné
hodnoty A boli usporiadané pod

,
la ve

,
lkosti

j�1j > j�2j � j�3j � � � � � j�nj: ((40))

Ak máme vlastné hodnoty usporiadané, �1 s najväµc�ou vlastnou hodnotou sa
nazýva dominantná vlastná hodnota maticeA; a ostatné vlastné hodnoty �2; �3; :::; �n
potom nazývame subdominantné vlastné hodnoty.

,
Lubovo

,
lný n prvkový st́lpcový

vektor Vieme, µze
,
lubovo

,
lný n prvkový st́lpcový vektor v0 moµzno vyjadri

,t ako
lineárnu kombináciu vlastných vektorov x1; x2; :::; xn;

v0 = c1x1 + c2x2 + � � �+ cnxn; ((41))

pre nejaký vhodný výber kon�tánt c1; c2; :::; cn: Mocninová metóda pre súµcasné
urµcenie vlastných hodnôt a vlastných vektorov A iteraµcnou metódou a zah́rµna
substitúciu vr = Arv0; násobením (41) Ar, a pouµzitím výsledkov (39) a (40). Pre
r = 0; 1; 2; :::;máme

vr = A
r(c1x1 + c2x2 + � � �+ cnxn) =

= c1�
r
1x1 + c2�

r
2x2 + � � �+ cn�rnxn =

= �r1

n
c1x1 + c2

�
�2
�1

�r
x2 + � � �+ cn

�
�n
�1

�r
xn

o ((42))
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Usporiadanie vlastných hodnôt v (40) spôsobuje, µze faktory�
�2
�1

�r
;
�
�3
�1

�r
; : : : ;

�
�n
�1

�r
! 0

pre rastúce r; teda ak predpokladáme, µze c1 6= 0; pre dostatoµcne ve
,
lké r rovnicu

(42) moµzno aproximova ,t

xr � �r1c1x1: ((43))

Predpoklad, µze c1 6= 0 nie je re�triktívny, pretoµze ak je pravdivé zaokrúhlenie
moµzno oµcakáva ,t zavedenie komponenty v smere x1; teda aj ke

,
d konvergencia sa

bude oneskorova ,t, prakticky nastane. Výsledok (43) ukazuje, µze ak je r ve
,
lké, vr

moµzno vzia ,t tak, aby bol úmerný odpovedajúceho prvku vo vr a vr�1 aproximuje
dominantú vlastnú hodnotu �1: Ak implementujeme mocninovú metódu prvky vr
môµzu by ,t ve

,
lmi ve

,
lké, alebo ve

,
lmi malé, tak udrµza ,t aby rozsah exponentov v stroji

nebol prekroµcený, moµzno vlastný vektor necha ,t �kálovaný a stále zostane vlastným
vektorom. Mnoho normalizácií je moµzné pouµzi ,t, ale najvýhodnej�ia dovo

,
luje získa ,tgvr�1 z vr�1 delením kaµzdého prvku vr�1 hodnotou �r�1; kde �r�1 je prvok s na-

jväµc�ou magnitúdou. Ako výsledok takejto normalizácie vr�1 = �r�1gvr�1; a prvky
vo vr�1 s najväµc�ou magnitúdou budú 1: Iteraµcná rovnica vr = Avr�1 musí by

,t
zamenená za vr = Agvr�1 pre r = 1; 2; :::; alebo ekvivalentne za

vr+1 = Aevr pre r = 0; 1; :::: ((44))

Substitúciou vr+1 = �r+1gvr+1 v predo�lom vz ,tahu dáva Aevr = �r+1gvr+1; teda ak
r bude ve

,
lké a evr ! gvr+1; ; potom �r+1 ! �1 a gvr+1 ! ex1; normalizovaný vlastný

vektor odpovedajúci �1: Iteraµcný proces v (44) môµze �tartova
,t s kaµzdým kon�-

tantným vektorom v0 = [v1; v2; :::; vn]
T ; µcasto sa berie v0 = [1; 1; :::; 1]T : Rýchlos

,t
konvergencie iterácií sa zrých

,
luje ak j�1j � j�2j ; ale konvergencia je ve

,
lmi pomalá

ak sú j�1j a j�2j blízke.

Example 24 Pouµzitím mocninovej metódy nájdite dominantnú vlastnú hodnotu
�1 a normalizovaný vlastný vektor x1 ak

A =

0BB@
1 4 1 2
4 0 3 1
1 3 1 2
2 1 2 1

1CCA :

Solution 25 Pretoµze je A symetrická matica, jej vlastné hodnoty budú reálne, teda
je vhodné pouµzi ,t mocninovú metódu na urµcenie vlastných hodnút a vlastných vek-
torov. Aby sme urµcili dominantnú vlastnú hodnotu a jej odpovedajúci vlastný vektor
iteraµcný proces vr = Agvr�1 bude �tartova ,t v0 = [1; 1; 1; 1]T ; a v nasledujúcej tabu ,lke
i-ty prvok vr oznaµcíme v

(i)
r a odpovedajúci normalizovaný i�ty prvok evr oznaµcíme
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f
v
(i)
r :

Iterácie pouµzitím vr+1 = Aevr
r-tá iterácia 0 1 2 3 4 5 6

v
(1)
r 1 8 7:375 7:35593 7:34334 7:35018 7:34608

v
(2)
r 1 8 7:375 7:33899 7:33642 7:33732 7:33674

v
(3)
r 1 7 6:375 6:35593 6:34569 6:35112 6:34783

v
(4)
r 1 6 5:5 5:47458 5:47006 5:47224 5:47091
�r 1 8 7:375 7:35593 7:34334 7:35018 7:34608g
v
(1)
r 1 1 1 1 1 1 1g
v
(2)
r 1 1 1 0:99770 0:99906 0:99825 0:99873g
v
(3)
r 1 0:87500 0:86441 0:86406 0:86414 0:86408 0:86411

v
(4)
r 1 0:75000 0:74576 0:74424 0:74490 0:74450 0:74474

Iterácie pouµzitím vr+1 = Aevr
r-tá iterácia 7 8 9 10

v
(1)
r 7:34881 7:34748 7:34770 7:34756

v
(2)
r 7:33797 7:33695 7:33696 7:33695

v
(3)
r 6:35008 6:34896 6:34913 6:34902

v
(4)
r 5:47229 5:47137 5:47143 5:47135
�r 7:34881 7:34748 7:34770 7:34756g
v
(1)
r 1 1 1 1g
v
(2)
r 0:99852 0:99857 0:99854 0:99856g
v
(3)
r 0:86410 0:86410 0:86410 0:86410

v
(4)
r 0:74465 0:74466 0:74465 0:74465

Toto ukazuje, µze po 10 iteráciách aproximácia �1 stanovená �1 je �1 � 7:34756; a
odpovedajúci normalizovaný vlastný vektor je ex1 � [1; 0:99856; 0:86410; 0:74465]T :
Výpoµcet s pouµzitím softwarového balíka ukazuje, µze aproximácia na 5 desatinných
miest dáva výsledok �1 = 7:34760 a ev1 = [1; 0:99855; 0:86410; 0:74465]T :
Rôzna normalizácia, ktorá sa µcasto pouµzíva dovo

,
luje delenie vektora Eukli-

dovou normou vektora kuk = (u21 + u
2
2 + � � � + u2n)

1
2 ; kde u1; u2; :::; un sú prvky

vektora u. Euklidovská norma je vhodná ak pracujeme s vlastnými hodnotami a
vlastnými vektormi symetrických matíc, pretoµze podiel odpovedajúceho výrazu v
postupných iteráciách prepdokladá aproximácie vlastnej hodnoty vy��ieho rádu.
Metóda mocnín sa dá pouµzi ,t na h

,
ladanie vlastnej hodnoty �n n � n matice A

s najmen�ou ve
,
lkos ,tou spolu s vlastným vektorom. .My�lienka je jednoduchá a

je zaloµzená na fakte, µze ak A je nesingulárna n � n matica s reálnymi vlastnými
hodnotami �1; �2; :::; �n; potom sú tieto rie�ením Ax = �x: Pretoµze je A nesin-
gulárna, má inverznú maticu A�1; a prenásobením rovnice Ax = �x maticou A�1

máme A�1Ax = �A�1x; alebo A�1x =
�
1
�

�
x; µco znamená, µze 1

�1
; 1
�2
; :::; 1

�n
sú

vlastné hodnoty A�1 a µze vlastný vektory odpovedajúce �i a 1
�i
sú identické. Teda

ak vlastné hodnoty usporiadame tak, µze j�1j > j�2j � j�3j � � � � � j�nj; vlastná
hodnota A s najmen�ou magnitúdou bude dominantnou vlastnou hodnotou A�1:
Teda aplikácia mocninovej metódy na A�1 vygeneruje dominantnú vlastnú hod-
notu �1 =

1
�n
; t.j. �n = 1

�1
: Ak pouµzijeme túto metódu, inverzná matica A�1 sa
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nepoµcíta, a namiesto rovnice

Avr+1 = vr ((45))

iterujeme LU dekompozíciu pri rie�ení vr+1 vo výrazoch vr: Dekompozíciu staµcí
urobi ,t iba raz, pretoµze potom v kaµzdom kroku iterácie prvky vr+1 môµzeme nájs

,t
spätnou substitúciou prvkov vr: To je situácia, preµco je LU dekompozícia nutná,
pretoµze pravé strany nie sú dané dopredu, preto je nutné rie�i ,t postupnos ,t prob-
lémov s tou istou maticou. Bez LU dekompozície tento proces nie je skutoµcne
praktický. Ako v predchádzajúcej iteraµcnej procedúre je opä ,t nutné normalizova ,t
vr delením kaµzdého z jej prvkov prvkom �r; s najväµc�ou magnitúdou alebo pouµzi

,t
nejakú inú formu normalizácie, zachovávajúc výpoµcty vnútri exponent range of
the machine. Je to preto, oproti predo�lému prípadu kde nenormalizovaný prvok
vr rástol v magnitúde ako rástlo r; v tomto prípade budú klesa

,t, spôsobiac, µze
presnos ,t sa stratí ak sa neurobí normalizácia. Táto metóda sa nazýva inverzná
mocninová metóda, pretroµze je ekvivalentná s iterovaním inverznej matice A�1: Ak
oznaµcíme normalizovaný st́lpcový vektor vr ako evr; môµzeme pouµzi ,t iteraµcnú schému
analogickú s (44)

Avr+1 = evr pre r = 0; 1; :::: ((46))

Example 26 Pouµzitím inverznej mocninovej metódy nájdite vlastnú hodnotu A s

najmen�ou magnitúdou, ak A =

0@4 2 4
3 9 2
5 6 9

1A :

Solution 27 Poµzadovanú vlastnú hodnotu dostaneme iteraµcným procesom Avr+1 =evr s danou maticou A; teda sústava ktorú uvaµzujeme bude0@4 2 4
3 9 2
5 6 9

1A
0B@v

(r+1)
1

v
(r+1)
2

v
(r+1)
3

1CA =

0BB@
f
v
(r)
1f
v
(r)
2f
v
(r)
3

1CCA s

0B@v
(0)
1

v
(0)
2

v
(0)
3

1CA =

0@11
1

1A :
Pouµzitím LU dekompozície dostaneme sústavu:

4v
(r+1)
1 + 2v

(r+1)
2 + 4v

(r+1)
3 =

f
v
(r)
1

15
2
v
(r+1)
2 � v(r+1)3 =

f
v
(r)
2

67
15
v
(r+1)
3 =

f
v
(r)
3

a v(r+1) teraz plynie z gv(r) spätnou substitúciou. S rastúcim r zlomok (podiel)

odpovedajúcich komponent v̂(r+1) a fv(r) koneguje k vlastnej hodnote �1matice
A�1 s najväµc�ou magnitúdou, t.j. vlastnej hodnote A s najmen�ou magnitúdou
�3 =

1
�1
: Výsledky po 8 iteráciách sú v tabu

,
lke v predo�lom príklade.
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Iterácie pouµzitím Avr+1 = evr
Iterácia 0 1 2 3 4

v
(1)
r 1 0:32090 0:57914 0:61488 0:61215

v
(2)
r 1 0:02239 �0:12617 �0:16659 �0:17289
v
(3)
r 1 �0:08209 �0:26606 �0:28158 �0:27571
�r 1 0:32090 0:57914 0:61488 0:61215g
v
(1)
r 1 1 1 1 1g
v
(2)
r 1 0:06977 �0:21786 �0:27093 �0:28243g
v
(3)
r 1 �0:25582 �0:45941 �0:45794 �0:45040
Iterácie pouµzitím Avr+1 = evr
Iterácia 5 6 7 8

v
(1)
r 0:60984 0:60898 0:60871 0:60862

v
(2)
r �0:17403 �0:17429 �0:17436 �0:17438
v
(3)
r �0:27282 �0:27183 �0:27152 �0:27143
�r 0:60984 0:60898 0:60871 0:60862g
v
(1)
r 1 1 1 1g
v
(2)
r �0:28637 �0:28620 �0:28644 �0:28652g
v
(3)
r �0:44736 �0:44637 �0:44606 �0:44598

Odkia
,
l vidíme, µze aproximatívna hodnota najväµc�ej vlastnej hodnoty A�1 daná

�8 je �1 � 0:60862; teda aproximatívna hodnota najmen�ej vlastnej hodnoty A je
�3 =

1
�1
= 1:64306; a odpovedajúci normalizovaný vlastný vektor x3 daný v8 je

x3 � [1;�0:28652;�0:44598]T : Výsledky presné na 5 desatinných miest vypoµcítané
softwérovým balíkom sú �3 = 1:64315 a x3 = [1;�0:28656;�0:44592]T :

Ako moµzné roz�írenie, nech k je daná kon�tanta a uvaµzujme maticu B = A�kI:
Potom v reµci matice B; vlastné hodnoty rovnice
Axi = �ixi budú

Bxi = (�i � k)xi; ((47))

ukazujúc, µze vlastné vektory A a B sú identické, ale vlastné hodnoty �i � k
matice B sú vlastné hodnoty matice A redukované o k: To znamená, µze vlastné
hodnoty (A � kI)�1 pre k = �i; s i = 1; 2; :::; n; sú 1

(�1�k) ;
1

(�2�k) ; :::;
1

(�n�k) : Ap-
likácia inverznej mocninovej metódy na (A � kI)�1 potom urµcí vlastnú hodnotu
A najbliµz�iu ku kon�tante k: Túto úvahu môµzeme pouµzi ,t ako základ pre výpoµcet
vlastného vektora a vlastnej hodnoty. Pouµzitím tohto prístupu zaµciatoµcná aplikácia
inverznej mocninovej metódy je vlastne urµcovanie vlastnej hodnoty A najbliµz�ej k
0:
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Cviµcenia.

V cviµceniach 1. - 4. pouµzite mocninovú metódu na h
,
ladanie approximatívnej hod-

noty dominantnej vlastnej hodnoty a odpovedajúceho normalizovaného vlastného
vektora danej matice �tartujúc s x0 = [1; 1; 1]T a urobiac 10 iterácií.

1. A =

0@18 3 �1
3 12 2
�1 2 4

1A.
2. A =

0@20 �2 1
�2 3 4
1 4 0

1A.
3. A =

0@ 2 �3 2
�3 12 1
2 1 28

1A.
4. A =

0@�31 �1 2
�1 �10 4
2 4 �2

1A.
V cviµceniach 5. a 6. pouµzite mocninovú metódu na h

,
ladanie approxi-

matívnej hodnoty dominantnej vlastnej hodnoty �1; a odpovedajúceho nor-
malizovaného vlastného vektora danej matice �tartujúc s x0 = [1;�1; 1]T a
urobiac 10 iterácií.

5. A =

0@26 3 1
3 20 2
1 2 1

1A .

6. A =

0@19 2 2
2 14 1
2 1 2

1A .

V cviµceniach 7. a 10. pouµzite inverznú mocninovú metódu na h
,
ladanie ap-

proximatívnej hodnoty vlastnej hodnoty s najmen�oumagnitúdou a odpoveda-
júceho normalizovaného vlastného vektora danej matice �tartujúc s x0 =
[1; 1; 1]T a urobiac 6 iterácií.

7. A =

0@ 6 1 �4
1 4 0
�1 �1 3

1A :
8. A =

0@ 3 3 �4
3 5 0
�5 �1 1

1A :
9. A =

0@ 2 5 2
4 �2 4
�3 1 0

1A :
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10. A =

0@�3 5 �3
3 1 1
�2 1 2

1A :
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Numerické rie�enie diferenciálnych rovníc.

Väµc�ina diferenciálnych rovníc nemá známe analytické rie�enie, a ak aj nejaké
nájdeme, je ,taµzké ho pouµzi ,t. Výsledkom je, µze ak potrebujeme rie�enie a analytické
rie�enie alebo nie je známe, alebo nie je vhodné na pouµzitie je nutné pouµzi ,t metódy,
ktoré poµcítajú priamo numerické rie�enia. Ale na rozdiel od v�eobecného analyt-
ického rie�enia ZÚ, ktoré moµzno adaptova ,t na

,
lubovo

,
lné zaµciatoµcné podmienky,

numerické rie�enie je rie�enie �peciálnej ZÚ, teda výpoµcet je potrebné zopakova ,t pri
zmene ZP. Sú k dispozícii mnohé rôzne techniky na výpoµcet numerického rie�enia
ZÚ, z nich mnohé sú k dispozícii implementované v rôznych numerických balíkoch.

Eulerova metóda.
Základom tejto metódy je smerové pole odpovedajúce diferenciálnej rovnici prvého
rádu

dy

dx
= f(x; y): ((48))

Pripomeµnme de�níciu smerového po
,
la súvisiaceho s (48). V kaµzdom bode

(x0; y0) v (x; y)-rovine v ktorom je f(x; y) de�nované (48) ukazuje, µze sklon (gra-
dient) krivky rie�enia v bode je f (x0; y0) : Ak nakreslíme krátku úseµcku v bode
(x0; y0) ; ktorá zviera uhol � s kladným smerom osi ox; kde tg � = f(x0; y0);
úseµcka bude dotyµcnicou ku krivke rie�enia v (x0; y0) : Táto úseµcka de�nuje smer
zmeny rie�enia v bode (x0; y0) ak dodáme smerovú �ípku, máme smer v ktorom sa
y mení v tomto bode pri rastúcom x:Opakovanie tejto kon�trukcie v sieti bodov
v rovine (x; y) ; kde je de�novaná diferenciálna rovnica (48). Je krátky krok od
pojmu smerové pole diferenciálnej rovnice (48) k Eulerovmu algoritmu pre rie�enie
ZÚ. Aproximatívne numerické rie�enie Eulerovou metódou pre ZÚ dy

dx
= f(x; y); so

zaµciatoµcnou podmienkou
y (x0) = y0; ((49))

dostaneme nasledujúcim spôsobom. Vyberieme d́lµzku kroku h premennej x
a úseµcka cez bod (x0; y0) je roz�írená z x0 do x0 + h; a y�ová súradnica y0 + y
koncového bodu úseµcky je vybraná ako aproximácia y v x0 + h: Nárast x o h z x0
spôsobí, µze bod na dotyµcnicovej aproximaµcnej úseµcke krivky rie�enia prechádzajúcej
bodom (x0; y0) narastie z y0 na y0 + y; kde y = h tg �; ale tg � = f(x0; y0);
teda y = hf(x0; y0): Potom máme, µze ak P je bod (x0 + h; y1) na dotyµcnicovej
aproximácii:

y1 = y0 + hf(x0; y0): ((50))

Opakovanie tohto procesu produkuje postupnos ,t bodov (x0; y0) ; (x1; y1) ;...; (xn; yn) ; : : : ;
kde xn = x0 + nh a n = 0; 1; 2; :::: Ak tieto body spojíme úseµckami, vygeneru-
jeme polygonálnu aproximáciu rie�enia ZÚ (49), ktorú nazývame Eulerova poly-
gonálna aproximácia rie�enia. Algoritmus generovania aproximatívneho rie�enia
,
lahko vidíme.

Eulerov algoritmus.
Aproximatívne rie�enie ZÚ dy

dx
= f (x; y) so ZP y (x0) = y0 Eulerovou metódou s

krokom h dostaneme algoritmus
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yn = yn�1 + hf(xn�1; yn�1); n = 1; 2; :::; kde xn = x0 + nh:

Toto je najjednoduch�í príklad jednokrokovej metódy. Obvyklá modi�kácia je
variácia kroku z jedného bodu do druhého, redukcia, kroku ak sa rie�enie rýchlo
mení, predlµzovanie kroku, ak sa rie�enie mení pomaly. Ale nie je moµzné urobi ,t
také zmeny, systematickým spôsobom, pokia

,
l nemáme odhad chyby. Toto ob-

vykle robíme porovnaním výsledku v kaµzdom kroku s výsledkom získaným formu-
lou vy��ieho rádu.

Example 28 Pouµzitím Eulerovho algoritmu s krokom h = 0:2 nájdite pribliµzné
rie�enie ZÚ s diferenciálnou rovnicou prvého rádu dy

dx
= sinx � y s y(0) = 1 v

intervale 0 � x � 2; a porovnajte ho s presným rie�ením y = 1
2
(sinx�cosx)+ 3

2
e�x:

Solution 29 Toto je ZÚ, s vektorovým po
,
lom na obrázku:

sin x� y

32.521.510.50-0.5-1-1.5-2-2.5-3

5

4

3

2

1

0

-1

-2

-3

-4

-5

x

y

x

y

Máme h = 0; 2; n = 10; a f(x; y) = sinx � y v Eulerovom algoritme to vedie k
nasledujúcemu výsledku. St́lpec yexact obsahuje analytické rie�enie.

n xn yn 0:2f(xn; yn) yn+1 = yn + 0:2f (xn; yn) yexact
0 0 1 �0:2 0:8 1
1 0:2 0:8 �0:1203 0:6797 0:8374
2 0:4 0:6797 �0:0581 0:6217 0:7397
3 0:6 0:6217 �0:0114 0:6103 0:6929
4 0:8 0:6103 0:0214 0:6317 0:6843
5 1 0:6317 0:0420 0:6736 0:7024
6 1:2 0:6736 0:0517 0:7253 0:7366
7 1:4 0:7253 0:0520 0:7773 0:7776
8 1:6 0:7773 0:0444 0:8218 0:8172
9 1:8 0:8218 0:0304 0:8522 0:8485
10 2 0:8522 0:0114 0:8636 0:8657
Chyba medzi yn+1 a presným rie�ením yexact môµze by

,t redukovaná, ale nie elim-
inovaná výberom men�ieho kroku, aj ke

,
d pre podstatne väµc�iu presnos ,t je nutné

pouµzi ,t inú metódu.

Example 30 Pouµzitím Eulerovho algoritmu s krokom h = 0:05 nájdite pribliµzné
rie�enie ZÚ s diferenciálnou rovnicou prvého rádu dU

dt
= �12:5U + 100 s U(0) = 0

v intervale 0 � t � 0:5; a porovnajte ho s presným rie�ením U (t) = 8(1� e�12:50t)
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0.50.3750.250.1250
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2
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y
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y

Solution 31 Toto je ZÚ, s vektorovým po
,
lom na obrázku:

f (t; U) = �12:50U + 100

32.521.510.50-0.5-1-1.5-2-2.5-3

5

4

3

2

1

0

-1

-2

-3

-4

-5

x

y

x

y

Máme h = 0:05; n = 6; a f (t; U) = �12:50U + 100 v Eulerovom algoritme vedie
ku nasledujúcim výsledkom. St́lpec yexact obsahuje analytické rie�enie

n tn Un 0:05f(tn; Un) Un+1 = Un + 0:05f (tn; Un)
0 0 0 0:05 � 100 = 5 5
1 0:05 5 0:05 � 37: 5 = 1: 875 6:875
2 0:1 6:875 0:05 � 14: 063 = 0:703 15 7: 578 2
3 0:15 7: 578 2 0:05 � 5: 272 5 = 0:263 63 7: 841 8
4 0:2 7: 841 8 0:05 � 1: 977 5 = 9: 887 5� 10�2 7: 940 7
5 0:25 7: 940 7 0:05 � 0:741 25 = 3: 706 3� 10�2 7: 977 8
6 0:3 7: 977 8 0:05 � 0:277 5 = 1: 387 5� 10�2 7: 991 7

Upresn�e jUpresn�e � Unj
0 5
8 (1� e�12:5�0:05) = 3: 717 9 j6:875� 3:7179j = 3: 157 1
8 (1� e�12:5�0:1) = 5: 708 0 j7: 578 2� 5: 708 0j = 1: 870 2
8 (1� e�12:5�0:15) = 6: 773 2 j7: 841 8� 6: 773 2j = 1: 068 6
8 (1� e�12:5�0:2) = 7: 343 3 j7: 940 7� 7: 343 3j = 0:597 4
8 (1� e�12:5�0:25) = 7: 648 5 j7: 977 8� 7: 648 5j = 0:329 3
8 (1� e�12:5�0:3) = 7: 811 9 j7: 991 7� 7: 811 9j = 0:179 8
u2n = u2(n�1) + hf(tn�1; u2(n�1)); n = 1; 2; :::; kde tn = 0 + 10h
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Modi�kovaná Eulerova Metóda.
Zdrojom chýb v EM je jej zlyhanie pri krivosti krivky rie�enia v bode (xi; yi) ke

,
d

sa pouµzíva dotyµcnicová aproximácia pri odhade yi+1: Vylep�enie môµzeme dosta
,t

pouµzitím dvojstupµnového procesu prípravy modi�kovaného gradientu ef(xi; yi)
ktorý môµze by ,t pouµzitý v Eulerovej metóde namiesto f(xi; yi): Prvý krok pri
h
,
ladaní modi�kovaného gradientu zah́rµna výpoµcet gradientu f(xi; yi) a potom ho
pouµzi ,t v EM na výpoµcet gradientu f(xi+1; yi+1) v bode (xi+1; yi+1). Druhý krok
zah́rµna priemerovanie týchto dvoch gradientov a výpoµcet nového gradientu

ef(xi; yi) = 1

2
ff(xi; yi) + f(xi+1; yi+1)g; ((51))

a pouµzitie ef(xi; yi) namiesto f(xi; yi) v EM v bode (xi; yi) pri nájdení vylep�eného
odhadu eyi+1 v bode (xi+1; yi+1) : Tento spôsob výpoµctu sa nazýva Heunova metóda,
a predstavuje prispevok ku krivosti krivky rie�enia v (xi; yi) : Nasleduje algoritmus
modi�kovanej EM:
Aproximatívne numerické rie�enie ZÚ dy

dx
= f(x; y) so ZP y(x0) = y0 generované

modi�kovanou EM s krokom h dostaneme z algoritmu h
,
ladajúceho aproximatívne

rie�enie modi�kovanej EM

yn+1 = yn+
1

2
h[f(xn; yn)+f(xn+h; yn+hf(xn; yn))]; pre n = 1; 2; :::; kde xn = x0+nh:

Example 32 Opakujte predo�lý príklad pouµzitím modi�kovanej EM s n = 10 a
h = 0:2; a porovnajte výsledky získané tak EM ako aj presným rie�ením.

Solution 33 Výsledky výpoµctov spolu s porovnaním sú v tabu
,
lke. Detaily nie sú

uvedené.
n 0 1 2 3 4 5
xn 0 0:2 0:4 0:6 0:8 1

y
(e)
n 1 0:8 0:6797 0:6217 0:6103 0:6317

y
(mod)
n 1 0:8399 0:7435 0:6973 0:6887 0:7063
yexact 1 0:8374 0:7397 0:6929 0:6843 0:7024

n 6 7 8 9 10
xn 1:2 1:4 1:6 1:8 2

y
(e)
n 0:6736 0:7253 0:7773 0:8212 0:8522

y
(mod)
n 0:7397 0:7796 0:8181 0:8482 0:8643
yexact 0:7366 0:7776 0:8172 0:8485 0:8657
Porovnanie výsledkov v posledných troch riadkoch ukazuje zlep�enie v presnosti

pre modi�kovanú EM.

EM je skutoµcne Taylorov rad rie�enia y(x); v ktorom y (xn + h) je predikovaný
z y(xn) pouµzitím dvoch µclenov Taylorovho radu funkcie y(x) v bode xn:
V tejto µcasti sa sústredíme na známe Runge�Kuttove metódy. Metódy typu

prediktor-korektor najprv pouµzívajú explicitné formuly a dopredu vypoµcítané rie�e-
nia na predikciu nového rie�enia. Táto predikcia sa potom zjemµnuje pouµzitím
implicitnej korektorovej formuly. Metódy Runge�Kutta sú jednokrokové metódy,
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v ktorých je rie�enie diferenciálnej rovnice v nasledujúcom kroku urµcené výluµcne
rie�ením z predchádzajúceho kroku. Na ilustráciu ako numerické rie�enie moµzno
získa ,t metódami typu Runge�Kutta a ukáza ,t zmeny stupµna presnosti (aký moµzno
dosiahnu ,t rôznymi prístupmi) popí�eme nieko

,
lko jednoduch�ích metód tohto typu.

Runge�Kuttove metódy
µCasto pouµzívanou numerickou metódou integrácie ZÚ pre rovnice prvého rádu je
Runge�Kutta metóda �tvrtého rádu. Existuje nieko

,
lko typov formúl �tvorkrokovej

Runge Kutta metódy �tvrtého rádu, v ktorých chyba po pouµzití kroku h je rádu h5;
ale my popí�eme najznámej�iu. Najskôr ukáµzeme v�eobecný prístup k odvodeniu R-
KM pouµzitím modi�kovanej EM. Základom kaµzdej R-KM sú jednokrokové metódy,
ktoré môµzme uvaµzova ,t v tvare

yi+1 = yi + hF (xi; yi; h); ((52))

kde F (xi; yi; h) reprezentuje istý tvar priemernej hodnoty f(x; y) na intervale xi �
x � xi+1: V�etky tieto metódy moµzno získa ,t úpravou partikulárnej formy F; ktorá
obsahuje nejaké neurµcené kon�tanty a potom výpoµctom rovníc urµcujúcich kon�-
tanty vyµzadujeme, aby F súhlasila s Taylorovým radom f do urµcitého stupµna h:
V prípade ak F obsahuje výrazy rádu h; tak chyba v kaµzdom kroku bude rádu h2;
pouµzitím re ,tazového pravidla a faktu, µze f(x; y) = f(x; y(x)); funkcia F v (52)
je aproximovaná useknutým Taylorovým radom R�K typ derivácie modi�kovanej
EM

F (x; y; h) = f(x; y) +
1

2
h

�
@f

@x
+
@f

@y

dy

dx

�
;

ale dy
dx
= f(x; y); teda

F (x; y; h) = f(x; y) +
1

2
h ffx(x; y) + fy(x; y)f(x; y)g : ((53))

Teraz nájdeme reprezentáciu funkcie F v tvare

F (x; y; h) = w1f(x; y) + w2f(x+ w3h; y + w4hf(x; y)); ((54))

kde dosia
,
l kon�tanty w1 aµz w4 sú neznáme. Rozkladom f(x+w3h; y+w4hf(x; y))

v bode (x; y) ako Taylorovho radu dvoch premenných so zvy�kom po prvých de-
riváciách dáva

f(x+ w3h; y + w4h(f(x; y)) =
= f(x; y) + w3hfx(x; y) + w4hfy(x; y)f(x; y) +R(h);

((55))

kde chyba R(h) je rádu h2: Dosadením (55) do (54) a kombináciou máme

F (x; y; h) = (w1 + w2)f(x; y) + h(w2w3fx(x; y) + w2w4fy(x; y)f(x; y)): ((56))

Ak majú by ,t (54) a (56) rovnaké aµz do výrazov rádu h; porovnaním výrazov
odpovedajúcich jednotlivým mocninám h dostaneme w1 + w2 = 1; w2w3 =

1
2
; a

w2w4 =
1
2
:
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Tieto tri rovnice spájajú kon�tanty w1 aµz w4; teda ak jedna z kon�tánt napríklad
w2; je

,
lubovo

,
lne vybratá, ostatné sa urµcia pomocou nej. Z (54) potom máme

F (x; y; h) = (1� w2)f(x; y) + w2f
�
x+

1

2

h

w2
; y +

1

2

hf(x; y)

w2

�
: ((57))

Ak napríklad w2 = 1
2
v (57), a pouµzitím (52), máme modi�kovanú EM

yi+1 = yi +
1

2
hff(xi; yi) + f(xi + h; yi + hf(xi; yi))g: ((58))

CARL DAVID TOLME RUNGE (1856�1927) Nemecký matematik, profesor
aplikovanej matematiky v Göttingene. Zaoberal sa numerickým rie�ením difer-
enciálnych rovníc, jeho prístup aplikoval Wilhelm Kutta (1867�1944), nemecký
aerodynamik, ktorý pouµzil Rungeho prácu pri �túdiu mechaniky tekutín.

R�KM �tvrtého rádu pre diferenciálnu rovnicu prvého rádu.
Aproximácia numerického rie�enia ZÚ dy

dx
= f(x; y) so ZP y(x0) = y0 s krokom

d́lµzky h dostaneme z nasledujúceho R-K algoritmu �tvrtého rádu, s xn = x0 + nh
a yn = y(xn):
KROK 1 Výpoµcet

k1n = hf(xn; yn)

k2n = hf

�
xn +

1

2
h; yn +

1

2
k1n

�
k3n = hf

�
xn +

1

2
h; yn +

1

2
k2n

�
k4n = hf(xn + h; yn + k3n):

KROK 2 Výpoµcet

dn =
1

6
(k1n + 2k2n + 2k3n + k4n):

KROK 3 Numerická aproximácia yn+1 rie�enia y = y(xn+1) daná

yn+1 = yn + dn; n = 1; 2; ::::

Example 34 Pouµzitím RK algoritmu �tvrtého rádu s krokom h = 0:2 rie�te ZÚ
dy
dx
+2y = sin 3x s y(0) = 1 v intervale 0 � x � 2:4: Porovnajte výsledok s výsledkom

získaným modi�kovanou EM a s analytickým rie�ením
y = 1

13
[9 cos x� 2 sinx+ 4 sin 2x cosx� 12 cos3 x+ 16e�2x]:

Solution 35 V nasledujúcich výpoµctoch f(x; y) = sin 3x� 2y; krok d́lµzky h = 0:2;
teda ak rie�enie h

,
ladáme v intervale 0 � x � 2:4; tak n = 0; 1; :::; 12: Detaily

vnútorných výpoµctov pre x = 0; 0:2; 0:4 a 0:6 sú v prvej z nasledujúcich tabuliek.
Pod oznaµcením yrk; druhá tabu

,
lka ukazuje v�etky výsledky získané RK algoritmom

aµz po x = 2:4; a pre porovnanie st́lpce s oznaµcením ymod a yexact ukazujú výsledky
získané modi�kovanou EM a analytické rie�enie.
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Detailné výpoµcty pre x = 0; 0:2; a 0:4
n xn yn f(xn; yn) k1n k2n
0 0 1 �2 �0:4 �0:2609
1 0:2 0:72153 �0:87842 �0:17568 �0:09681
2 0:4 0:61292 �0:29380 �0:05876 �0:03392
3 0:6 0:57305 � � �
n xn yn k3n k4n yn+1
0 0 1 �0:28872 �0:17158 0:72153
1 0:2 0:72153 �0:11258 �0:05717 0:61292
2 0:4 0:61292 �0:03889 �0:03484 0:57305
3 0:6 0:57305 � � �
Porovnanie výsledkov v intervale 0 � x � 2:4
n xn yrk ymod yexact n xn yrk ymod yexact
0 0 1:0 1:0 1:0 7 1:4 0:05390 0:05090 0:05389
1 0:2 0:72153 0:73646 0:72142 8 1:6 �0:12324 �0:11730 �0:12328
2 0:4 0:61292 0:62788 0:61279 9 1:8 �0:23165 �0:21681 �0:23173
3 0:6 0:57305 0:58026 0 :57295 10 2:0 �0:24192 �0:22174 �0:24202
4 0:8 0:52262 0:52056 0:52257 11 2:2 �0:15615 �0:13639 �0:15624
5 1:0 0:41675 0:40862 0:41674 12 2:4 �0:00809 �0:00531 �0:00816
6 1:2 0:25051 0:24208 0:25052 � � � � �

R�KM �tvrtého rádu je
,
lahko adaptovate

,
lná na rie�enie sústavy dvoch difer-

enciálnych rovníc prvého rádu, alebo ako �peciálny príklad na rie�enie jednej difer-
enciálnej rovnice druhého rádu:

R�K metóda �tvrtého rádu pre sústavu dvoch diferenciálnych rovníc prvého rádu.

Aproximácia numerického rie�enia ZÚ pre sústavu dy
dx
= f(x; y; z) a dz

dx
= g(x; y; z)

so ZP y(x0) = y0 a z(x0) = z0 s krokom d́lµzky h dostaneme z nasledujúceho
R-K algoritmu �tvrtého rádu s krokom d́lµzky h; kde xn = x0 + nh; yn = y(xn)
a zn = z(xn):
KROK 1 Výpoµcet v nasledujúcom poradí

k1n = hf(xn; yn; zn) K1n = hg(xn; yn; zn)

k2n = hf

�
xn +

1

2
h; yn +

1

2
k1n; zn +

1

2
K1n

�
K2n = hg

�
xn +

1

2
h; yn +

1

2
k1n; zn +

1

2
K1n

�
k3n = hf

�
xn +

1

2
h; yn +

1

2
k2n; zn +

1

2
K2n

�
K3n = hg

�
xn +

1

2
h; yn +

1

2
k2n; zn +

1

2
K2n

�
k4n = hf (xn + h; yn + k3n; zn +K3n) K4n = hg (xn + h; yn + k3n; zn +K3n) :

KROK 2 Výpoµcet

dn =
1

6
(k1n + 2k2n + 2k3n + k4n) a Dn =

1

6
(K1n + 2K2n + 2K3n +K4n):

KROK 3 Numerická aproximácia rie�ení y = y(xn+1) a z = z(xn+1) je daná
yn+1 = yn + dn a zn+1 = zn +Dn; pre n = 1; 2; :::.
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Tento Runge�Kutta algoritmus �tvrtého rádu s krokom h moµzno
,
lahko mod-

i�kova ,t na h
,
ladania rie�enia nasledujúcich ZÚ pre jednu diferenciálnu rovnicu

druhého rádu. �tandardná forma pre adaptáciu R�KM na rie�enie rovnice druhého
rádu

d2y

dx2
= g

�
x; y;

dy

dx

�
s y(x0) = y0 a z(x0) = z0: ((59))

V�etko µco je nutné na redukciu d.r. druhého rádu na sústavu dvoch d.r. prvého
rádu je, µze poloµzíme

dy

dx
= z a

dz

dx
= g(x; y; z) ((60))

v prechádzajúcom R-K algoritme, a potom pouµzijeme podmienky

y(x0) = y0 a z(x0) = y(x0) = z0: ((61))

Example 36 Pouµzitím R-K algoritmu s krokom d́lµzky 0:1 nájdite numerickú aprox-
imáciu rie�enia ZÚ pre Hermiteovu rovnicu y00 � 2xy0 + 8y = 0 s ZP y(0) = 12
a y0(0) = 0 v intervale 0 � x � 1: Porovnajte výsledok výpoµctov s analytickým
rie�ením y(x) = 16x4 � 48x2 + 12:

Solution 37 Toto je Hermitova rovnica s n = 4; s analytickým rie�ením H4(x) =
16x4 � 48x2 + 12: Pouµzitím (59) a (60) poloµzme z = dy

dx
a g(x; y; z) = 2xz � 8y;

a pouµzijeme krok d́lµzky h = 0:1: ZP sú dané v zaµciatku, teda x0 = 0; y(x0) = 12 a
z(x0) = y(x0) = 0; odpovedajúco y0 = 12 a z0 = 0: Uvádzame detaily vnútorných
výpoµctov pre x = 0 a 0:1; nasledujúca tabu

,
lka výsledkov pre interval 0 � x � 1; s

R-K rie�ením rovnice druhého rádu oznaµcenom yrk a analytickým rie�ením yexact:
x0 = 0
f(x0; y0; z0) = 0; g(x0; y0; z0) = �96; k1 = 0; K1 = �9:6; k2 = �0:48; K2 =

�9:648; k3 = �0:4824; K3 = �9:45624; k4 = �0:945624; K4 = �9:403205;
d = �0:478404; D = �9:535281; teda y1 = 11:521596 a z1 = �9:535281; kde
z1 = y

0(x1):
x1 = 0:2
f(x1; y1; z1) = �9:535281; g(x1; y1; z1) = �94:079824; k1 = �0:953528; K1 =

�9:407982; k2 = �1:423927; K2 = �9:263044; k3 = �1:416680; K3 = �9:072710;
k4 = �1:860799; K4 = �8:828252; d = �1:415924; D = �9:151290; teda y2 =
10:105672 a z2 = �18:686571; kde z2 = y0(x2):

Porovnanie rie�ení pre 0 � x � 1
n xn yrk yexact n xn yrk yexact
0 0 12 12 6 0:6 �3:205311 �3:2064
1 0:1 11:521596 11:5216 7 0:7 �7:676938 �7:6784
2 0:2 10:105672 10:1056 8 0:8 �12:164555 �12:1664
3 0:3 7:809827 7:8096 9 0:9 �16:380188 �16:3824
4 0:4 4:730055 4:7296 10 1:0 �19:997470 �20:0
5 0:5 1:000747 1:0 � � � �

Ke
,
d sa rie�enie diferenciálnej rovnice mení rýchlo v nejakých intervaloch a po-

maly v iných intervaloch, je nutné meni ,t d́lµzku kroku pri výpoµctoch za predpokladu
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µze zachováme presnos ,t. R-K algoritmus zaloµzený na tvare R�K schémy �tvrtého
rádu sa zvykne implementova ,t v mnohých numerických softwarových programoch,
ktoré sú schopné meni ,t d́lµzku kroku v kaµzdom �tádiu výpoµctu. Nárast v ztloµzitosti
výpoµctov sa indikuje faktom, µze algoritmus pouµzíva adaptivnu d́lµzku kroku v �i-
estich etapách výpoµctu namiesto �tyroch pouµzívaných klasickým R-K algoritmom.
ako výpoµcty postupujú, numerické odhady rie�enia po danej d́lµzke kroku h sa robia
pouµzitím tvaru R-KM �tvrtého rádu a úµcinnej formuly piateho rádu. Rozdiel medzi
týmito dvomi odhadmi sa porovná s dopredu zadanou toleranciou a výsledok sa
potom pouµzije s redukovaným, alebo s rastúcim krokom pokia

,
l rozdiel leµzí vnútri

poµzadovanej tolerancie. Výsledná d́lµzka kroku sa pouµzije s výhodou pri výpoµcte v
nasledujúcom �tádiu výpoµctu.



62

Cviµcenia.

1. Rie�te nasledujúce ZÚ pouµzitím R-K algoritmu �tvrtého rádu.

2. y0 = (3x2 + y2)
1
2 � y s y(2) = 0 a h = 0:2 na intervale 2 � x � 3;

3. y0 = xy

(x2+y2)
1
2
s y(1) = 1 a h = 0:2 na na intervale 1 � x � 2:

4. y0 = (x2 + y2)
1
2 � xy s y(1) = 2 a h = 0:2 na intervale 1 � x � 2:

5. y0 = 1
2
(x2 + 2y2)� xy s y(1) = 0 a h = 0:1 na intervale 1 � x � 1:5:

6. y0 = cos(2x+ y)� 3y s y(1) = 1 a h = 0:2 na intervale 1 � x � 2:

7. y0 = sin(x+ y)� 2y s y(0) = 1 a h = 0:2 na intervale 0 � x � 1:

8. y00�xyy0+2y = 0 s y(0) = 2; y0 (0) = 2 a h = 0:1 na intervale 0 � x � 0:5:

9. y00 + (3 + x)y0 + y2 = 0 s y(1) = 1; y0 (1) = 2 a h = 0:1 na intervale
1 � x � 1:5:

10. y00 + (1 + sin 2x)y0 + 3y = 0 s y(0) = 1; y0 (0) = 1 a h = 0:1 na intervale
0 � x � 0:5:

11. y00 + (1 + y2)
1
2y0 + y = 0 s y(2) = 0; y0 (2) = 1 a h = 0:1 na intervale

2 � x � 2:5:

12. y00 + 2y0 � y2 = 0 s y(0) = 2; y0 (0) = 1 a h = 0:2 na intervale 0 � x � 1:

13. y00� xy0� y2 = 0 s y(0) = �1; y0 (0) = 2 a h = 0:2 na intervale 0 � x � 1:

14. y00 + yy0 � 3y = 0 s y(1) = 1; y0 (1) = 1 a h = 0:2 na intervale 1 � x � 2:

15. y00 + x2 sin y0 � 2y = 0 s y(1) = 0; y0 (0) = �1 a h = 0:2 na intervale
1 � x � 2:

16. y00�xy0�y2 = 2x s y(0) = �2; y0 (0) = 1 a h = 0:2 na intervale 0 � x � 1:

17. y00 + 2yy0 � 3y = 1 � x2 s y(0) = 3; y0 (0) = 2 a h = 0:2 na intervale
0 � x � 1:

18. dx
dt
= tx� (x+ y)y a dy

dt
= ty � (x+ y)x s x(0) = 1; y(0) = 0 a h = 0:2

na intervale 0 � t � 1:

19. dx
dt
= (1+ t)y2� 2x a dy

dt
= y2 + tx s x(0) = �1; y(0) = �3 a h = 0:2 na

intervale 0 � t � 1:

20. dx
dt
= sin(x+ 4y) a dy

dt
= 2 cos(x� 3y) s x(0) = 1; y(0) = 1 a h = 0:2 na

intervale 0 � t � 1:

21. dx
dt
= sinx+4 cos y a dy

dt
= sin y�3 sin x s x(0) = 1; y(0) = �2 a h = 0:2

na intervale 0 � t � 1:
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