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PREDHOVOR

Matematika je univerzélny jazyk pre fyzikdlne a technické vedy. Preto je nutné
aby studenti FEI STU Bratislava rozumeli zékladnym pojmom a metédam num-
erickej matematiky. Predmet Matematika 4 pozostdva z dvoch casti: z tivodov do
numerickej matematiky a matematickej statistiky. Tento ucebny text z ¢asti num-
erickd matematika som vytvoril po novej akreditacii pre studijny odbor JFI pocas
zimného semestra $kolského roku 2018/2019. Nepovazujem ho za koneéni verziu.
Predmet "Matematika 4" sa bude dopliat a adaptovat’ v nasledujucich rokoch. L.
Marko

Numerickd matematika.

Zaklady numerickej matematiky mozu studentom ul’ahéit’ rieSenie mnohych prak-
tickych iloh. Tieto poznatky patria k "povinnej vybave" kazdého studenta FEI
STU.

Desatinné miesta a platné Cislice.

Mnoho problémov, ktoré sa vyskytujui v inzinierkych oblastiach alebo vo fyzike
nemd analytické rieSenie a ak aj nejaké riesenie md, casto je v takej forme, ze su
tazkosti ak vyzadujeme numerické vysledky. St mnohé dovody preco existuju také
obmedzenia. Napriklad, nulové body funkcie obsiahnutej v riesenf nie je mozné vy-
pocitat’ analyticky, urc¢ity integrdl nemozno ndjst’ analyticky, alebo nemozno néjst’
analytické riesenie nelinedrnej diferencidlnej rovnice, alebo je potrebné poznat’ riese-
nie vel’kych sistav linedrnych rovnic.

Situdcia iného typu nastdva, ak je zndme analytické rieSenie, ale jeho aplikdcia
v §pecidlnom pripade vedie na "zakdzané" mnozstvo vypoctov, teda je nutné néjst’
efektivnejsie a 1icinnejsie numerické metédy.

Pretoze vicsina numerickych vysledkov iba aproximuje vypocty, v ktorych sa
pouzivajui v/2, e alebo 7 je nutné mat’ jednoduché pravidls ako uréit ich presnost.
Toto mozno dosiahnut’ konstatovanim, ze vysledok je presny na n desatinnych mi-
est, alebo Ze je presny na dany pocet doélezitych ¢islic. Napriklad pocet desatinnych
miest ak aproximujeme napriklad ¢islo 17,213622, na tri desatinné miesta, sku-
mame Stvrtd ¢islicu za desatinnou ¢iarkou a ak je to ¢islo 5 alebo viac predchddza-
jucu &islicu zviésime o jednu a vysledok odstrihneme (skrétime) na tri desatinné
¢isla. Avsak ak je stvrtd cislica 4 alebo menej, predchdadzajice ¢islo sa ponechd
bez zmeny a vysledok skratime na existujuce tri ¢isla po desatinnej ¢iarke. Ak
tento proces aplikujeme na predchddzajiice ¢islo a aproximujeme ho s presnostou
na tri desatinné miesta potom to bude 17,214 zatial’ ¢o ak ho aproximujeme s
presnostou na $tyri desatinné miesta, potom to bude 17,2136. Tento proces aprox-
imdcie ¢isel na n desatinnych miest rastom n— tého ¢isla o 1, ak (n+1)— va
¢islica je 5 alebo viac a potom odstrihnutim vysledku po n desatinnych mies-
tach sa nazyva zaokrihl'ovanim vysledku na n desatinnych miest nahor. Podobne
proces ponechania n— tého ¢isla nezmeneného ak (n + 1) — vé ¢islica je 4 alebo
menej zaokrihl'ovanim nadol na n desatinnych miest.



Vyjadrit’ ¢islo s presnostou na n platnych ¢éislic vyzaduje trochu iné argumenty
ako vyssie. Prva nenulovd ¢islica vyskytujica sa v ¢isle nezdvisle od polohy de-
satinnej ¢iarky sa nazyva prvd platna (signifikantnd) ¢islica, teda napriklad pre ¢islo
3,496221 je takou ¢islo 3 a pre ¢islo 0,004713 je to 4 . Ak pocitame od prvej platnej
¢islice (n + 1) éislic doprava, n— t4 ¢islica sa zaokrihl'uje nahor, alebo nadol podla
(n +1) — vej cislice. Cislo odstrihnuté za skupinou n éfsel nahradenim kazdého
¢isla pred desatinnou ¢iarkou nulou je potom nazyvame vyjadrenim cisla s pres-
nostou na n platnych ¢isel. Tak ¢islo 315,814 bude na tri platné ¢isla zmenené
na 316, 000 zatial’ ¢o ¢islo 0,004723217 na Styri platné ¢isla bude 0,004723.

Presnost’ sa moze stratit, ak pouzijeme priblizny vysledok numerickych vypoc-
tov, alebo pri predchddzajicich numerickych vypoctoch sa proces opakuje mnoho
krat. Aby sme predisli strate presnosti je nutné pracovat’ s fixnym poc¢tom ¢is-
lic, ktoré je dostatocne vel'ké. Kalkulacky a pocitace pouzivaji pevny pocet ¢islic
vypoctové baliky symbolickych algebier ddvaji moznost’ vyberu poctu, aby sa dosi-
ahla vysoka presnost’ pri postupnosti vypoctov.

Tvar, v ktorom reprezentujeme ¢isla doteraz sa nazyva pevnd radova ciarka.
Plavajica desatinnd ¢iarka (fixed and floating point numbers decimal representa-
tion) pouzivand vo vicsine pocitacov dovoluje zapisat’ ¢islo x v tvare © = r.N*,
kde ¢islo N sa nazyva zdklad reprezentécie, ¢islo r sa nazyva mantisa a s expo-
nent. Mantisa sa zvycajne vyberd, aby mala jedno ¢islo pred desatinnou ¢iarkou.
Teda ak je zdklad 10, ¢islo 453, 7 m4 v plavajicej desatinnej ¢iarke reprezentdciu
4,537 x 102, a ¢islo 0,000369 mé reprezentaciu 3,69 x 10~%. Oznacenie pouzi-
vané pre reprezenticiu v plavajicej desatinnej ¢iarke v strojovych vypoctoch so
zékladom 10 dovol'uje reprezentovat’ x vo forme s pldvajicou desatinnou ¢iarkou,
zapisom mantisy a potom symbol E nasledovanym kladnym alebo zdpornym expo-
nentom. Vicsina pocitacov je normalizovand tak, ze mantisa je medzi 0 a 1, teda
ak pouzijeme tito konvenciu ¢islo 453, 7 bude v tvare 0,4537E3, a 0,000369 bude
0,369F — 3.

Korene nelinedrnych funkcii.

Nech f(z) je spojitd, redlna funkcia definovand na a < z < b. Cislo ¢ sa nazyva ko-
ren funkcie f(x) v tomto intervale (a,b) ak f(£) = 0a ¢islo z = £ sa nazyva nulovy
bod f(x). Hl'adanie korenov funkcii je zékladom rozvoja a aplikdcii matematiky a
iba v jednoduchych pripadoch mozno n&jst’ korene analyticky, teda v ostatnych
pripadoch sa hladaji numericky. Existuje mnoho numerickych metéd hl'adania
koretiov, ale my sa budeme zaoberat’ metédou bisekcie, metédou pevného bodu a
Newtonovou metodou, pretoze si pomerne jednoduché a I'ahko ich mozno imple-
mentonat’ na pocitace. Riesit’ numericky rovnicu f(x) = 0 znamend aproximovat’
jej koren £ s vopred danou toleranciou. Metédy jej rieseni z hl'adiska podmienok a
rychlosti konvergencie charakterizujeme ako

e Startovacie (nendrocné podmienky konvergencie, ale pomald konvergencia),

e spresnujuce (zlozitejsie podmienky konvergencie, ale rychla konvergencia).



Numericky vypocet potom mobze prebiehat’ tak, ze niekol’ko krokov sa vykond
Startovacou metédou a potom sa pokracuje spresiiujicou metédou.
Startovacie metédy:

Grafickd metdda.

Presné nakreslenie grafu funkcie y = f (x) moze pomoct’ lokalizovat’ redlne korene
rovnice f(x) = 0 t.j. urcit’ intervaly, v ktorych korene urcite lezia. Pretoze
korene rovnice f(z) =0 si xz— ové siradnice priese¢niku grafu funkcie y = f (x)
s osou o, mozeme si urobit’ dost’ konkrétnu predstavu o ich polohe. Niekedy je
vyhodnejsie rovnicu f(z) = 0 pisat’ v tvare fi(x) = fo(x). Grafickd metéda
nam tiez moze poskytnit’ informéciu, ¢i redlny korenn danej rovnice v uvazovanom
untervale skutocne existuje. Pre zlozitejsie typy funkcii mozme lokalizovat’ korene
tabelovanim funkcie y = f ().

Metdda bisekcie.

Okrem grafu f (z) a hladania tych hodnét x, pre ktoré je f(z) = 0, je to na-
jjenoduchsia systematickd metéda hl'adania korenov funkcie f(x). Metéda sa déa
Pahko naprogramovat a aplikuje sa pri hl'adani korenov rovnic funkcie f (x), ktora
mé vlastnost’ zmeny znamienka ked’ x prechddza cez koren. Urcenie korena touto
metédou presne zavisi od moznosti vypocitat’ funkciu s dostato¢nou presnostou
t.j. zmena znamienka funkcie musi byt ur¢end korektne. Aby sme pochopili ako
metéda pracuje uvazujme spojitu funkciu f(x) a ¢isla a < 3, také, ze f(a) a f(5)
maji opa¢né znamienka. Podla vety o medzihodnote musi funkcia f(z) mat’ as-
pon jeden koren ¢ medzi a a [, ako na obrdzku. Avsak ako je vidiet’ na d’alsich
obrézkoch ak f(«) a f(/) majui rovnaké znamienka, ni¢ nemozno povedat' o exis-
tencii korenov v danom intervale, ¢i existuje dvojndsobny koren, dva korene, alebo
ziadny koren neexistuje. Budeme teda predpokladat) ze f(x) prechddza zmenou
znamienka krizom cez interval a ze o a § su vybrané dostato¢ne blizko tak, ze vo
vybranom intervale je iba jeden koren. Ked’ je f(x) dostato¢ne jednoduchd d4 sa to
dosiahnut grafom f(z) a vyberom vhodnych hodnot pre « a 8. Pre implementaciu
metoédy bisekcie je najjednoduchsie vidiet kde funkcia f(z) mé opacné znamienka
na intervale a < x < 3. Také testy sa daju urobit’ skimanim znamienka sic¢inu
f(a)f(B). Ak nastane situdcia, ked’ pocas vypoctu metédou bisekcie pocitac vy-
pocita f(a)f(5) = 0 treba overit, hodnotu f(«) aby sme sa vyhli interpretécii o
ako skutoc¢nej nuly, kedze priblizni hodnotu o méze interpretovat’ ako nulu. Prvy
krok v metéde bisekcie zvolime ako rozpolenie (bisekciu) intervalu @ < =z <
na dva podintervaly a < z < 1 ax; < x < 3, kde x; = %(oz + (). Podinter-
val, ktory budeme brat’ do tivahy v d’alsom kroku dostaneme zdmenou o namiesto
x1 ak f(a)f(xz1) > 0, pretoze v takom pripade f(z) meni znamienko v podin-
tervale 77 < x < [ teda tento interval musi obsahovat’ koren f(x). Opacne ak
f(a)f(x1) < 0, budeme uvazovat’ podinterval, v ktorom zamenime 3 za x1, pretoze
v tomto pripade f(z) prechddza zmenou znamienka v intervale « < x < 1, a tak
tento interval musi obsahovat koreni €. Tak sme tilohu hl'adania korefia na intervale
a < x < 3 zamenili za tlohu hl'adania korena na "poloviécnom" intervale. Metéda
bisekcie spociva v opakovani tejto procedljry| vzﬁ(|iy na mensom intervale tak, ze po
o

m krokoch korenn ¢ bude v intervale dizky Sm - Ak pozadujeme, aby korent bol

najdeny s presnostou (chybou, toleranciou) €, kde ¢ > 0 je dopredu uréend mald



hodnota, pocitacové vypocty ktoré pracuji s pevnym poctom ¢islic budi praco-
vat’ pokial' postupné iterdcie x,, a ;41 nesplnia podmienku |z, — z,,4+1| < €.
Pozadovand aproximaécia korena & je potom x,, . Metéda bisekcie ma vlastnost),
ze chyba sa zmensuje na polovicu po kazdej iterdcii. Na rozdiel od inych metéd ak
pouzijeme metodu bisekcie td vzdy konverguje ku korenu, aj ked’ v pociatocnom
intervale o < x < (3 je viac korenov dopredu nikdy nevieme, ku ktorému korenu
bude konvergovat.

Podmienky tlohy.

- (o, ) C R je uzavrety interval,

- rovnica je v tvare f(z) = 0, kde f je spojitd funkcia na intervale («, /3),

- f mé na intervale («, 5) prave jeden koren &, t.j. existuje préve jedno ¢islo
¢ € R, pre ktoré f(£) =0,

- funkéné hodnoty maji v koncovych bodoch intervalu opa¢né znamienka, t.j.
fla)f(B) <0,

- € je pripustnd tolerancia chyby numerického riesenia &.

Algoritmus metddy bisekcie:

Vstup: f,{(x; = a,x,. = ) ¢,

z, — ate

ak f(z,) =0, := z,, koniec,

ak z, —a <eg, £ .= x,, koniec,

ak f(x,)f(a) <0,8:=z,, chod’ na 1.
. inak a := x,,, chod’ na 1.

Vystup €.

Vyhodou metédy bisekcie je jej jednoduchost’ a to, zZe pouziva minimélne mnozstvo
informadcii, pretoze zavisi iba od hodnot funkcie f(z) v koncovych bodoch intervalu
a nie od derivécii, aj ked’ iné metédy mozu konvergovat’ rychlejsie. Praktickd im-
plementécia mb. na pocitaci moze trpiet’ faktom, ze ak vypocitany sucin f(a)f(5)
podtecie pohyblivii desatinni ¢iarku budi nevyhnutne hornou a dolnou hranicou
koreria. Avsak toto je mozné prekonat’ urCovanim znamienka f(«)f(5) tak, ze
sa ur¢ia znamienka f(«) a f(f3). Pretoze mb. je mélo ovplyvnend limitnou pres-
nostou na zaciatku vypoctu sa casto pouziva ind a rychlejsia metéda a prepina sa
na mb. ak chceme dostat’ vel'mi presni aproximéciu korefia mb. nemozno pouzit’
na hl'adanie korena x = ¢ funkcie, ktord je bud’ konvexna alebo konkdvna v bode
x = &, alebo nemen{ znamienko ked’ x prechddza cez £. To sa moze stat’ ak hl'addme
korene polynému parneho stupia najjednoduchsim je napriklad f(z) = (x — a)2
s dvojndasobnym koretiom a.

Numerické urcenie nédsobného korena je tazké, preto iba nacrtneme mozny
pristup pre polyném stupna n s redlnymi korenmi, z ktorych je jeden dvojnésobny.
Problémy sa vyskytujui ked’ hl'addme ndsobné korene, pretoze vypocty vzdy vedu
na zle podmieneny problém - t.j. ked’ extrémne mald chyba vo vypocte vedie ku
extrémne vel'kej chybe vo vysledku.

Pristup, ktory popiSeme sa nazyva deflacia polynému. Najprv ndjdeme jednoduchy
koreni polynému, a polyném potom vydelime odpovedajiicim faktorom, aby sme
dostali polyném stupna n — 1. Opakovanim tohto procesu ndjdeme vsetkych n — 2
jednoduchych koreniov polynému, ¢o vedie ku kvadratickému polynému s dvojné-
sobnym korenom, ktory mozno najst’ pomocou formuly pre rieSenie kvadratickej
rovnice. Ak je to nutné treba urobit’ deflaciu, aby sa zamedzilo hromadeniu of chyb.

O Lo



Je dolezité mat na zreteli, ze mb. sa nedd pouzit’ na hl'adanie korenov parnych ra-
dov, pretoze v tychto pripadoch sa nedeje zmena znamienka, ale pracuje dobre
pre korene neparneho radu nezévisle od ich rddu. Mozny sposob ich prekonania
pri hl'adanf nésobnych koreiniov je pouzitie mb. s réznymi Startovacimi intervalmi,
d’alsim je pouzitie inych metéd s réznymi odhadmi.

Example 1 PouZitim metddy bisekcie ndjdime najmensi koren funkcie f(x) =
1—3x+ %xe"’c.

Solution 2

Obrazok grafu funkcie ukazuje, e aprozimdcia najmensieho korena f(x) =0 je

x = 0,45 a vhodné hodnoty pre o a 8 si o = 0,43 a f = 0,47. Potom f(«a) =

0,0405 a f(B) = —0,0340 a graf ukazuje, 2e medzi o a 3 existuje iba jeden koref.

Ak kazdy krok vypoctu lavy koncovy bod intervalu obsahujict koren £ oznacime x;
a pravy koncovy bod x, vijpocet moze prebiehat’ nasledovne:

n Tl Ly Tn f (@) @) f (@) f (zn)
1 a=0,43 p=0,47 0,45 0,0405 0,0029 >0

2 0,45 0,47 0,46  0,0029 —0,0157 <0

3 0,45 0,46 0,455 0,0029 —0,0064 <0

4 0,45 0,455  0,4525 0,0029 —0,0018 <0

n novy interval aprorimdcia korena

1 0,45<¢£<0,47 0,45

2 0,45 <€¢<0,46 0,46

3 0,45 < &< 0,455 0,455

4 0,45 <€ <0,4525 0,4525

Pokracovanie v tomto procese ukdze, ze ak ¢ = 0,00001 s presnostou na pdt’
desatinngch miest poZadovand hodnota korena bude x = 0,45154.

Example 3 PouZitim metddy bisekcie ndjdime najmensi kladny koren funkcie f(x) =
N2 .
(5) —sinx.

Solution 4 Obrdzok grafu funkcie ukazuje, e aproximdcia najmensieho kladného
korena f(x) = 0 je x = 1.945 a vhodné hodnoty pre o a st o« = 1,8 a 5 = 2.
Potom f(a) = —0,16385 a f(B) = 0,090703 a graf ukazuje, Ze medzi o a B existuje
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iba jeden koren. Ak kazdy krok vypoctu lavi koncovyj bod intervalu obsahujici koren
& oznacime x; a pravy koncovy bod x, vipocet moze prebiehat nasledovne:

noox , Ty S () S (an) () f ()
1 a=1,8 (=2 1,9 —0.163 85 —0.0438 >0
2 1.9 2 1.95 —0.0438 2.1665 x 1072 <0
3 1.9 1.95 1.925 —0.0438 —1.1517 x 1072 >0
4 1.925 1.95 1.9375 —1.1517x 1072 4.9623 x 1073 <0
5 1.925 1,9375 1.9313 —1.1517x1072 —3.2394x 1073 >0
6 1.9313 1,9375 1.9344 —3.2394 x 1073 8.5457 x 10~* <0
n novy interval aprorimdcia korena

1 19<¢&<2 1.9

2 1,9<¢<1,9 1,95

3 1.925 < £ <1.95 1.925

4 1,925 <& <1,9375 1.9375

5 1.9313 <& < 1,9375 1.9313

6 1.9344 < ¢ <1,9375 1.9344

Pokracovanie v tomto procese ukdze, ze ak ¢ = 0,00001 s presnostou na pdt
desatinngch miest poZadovand hodnota korena bude v = 1,9344.

Example 5 PouZitim metddy bisekcie ndjdime najmensi kladny koren funkcie f(x) =
sinz — fr =0 blizko v =2.2.

3
Solution 6 '~
Obrazok grafu funkcie ukazuje, Ze aproximdcia najmensieho kladného korena
f(z) = 0 je x = 2.2 a vhodné hodnoty pre o a  si o = 2,1 a f = 2,4. Potom
fla) =0,16321 a f(B) = —0,12454 a graf ukazuje, Ze medzi o a [ existuje iba
jeden koren. Ak kaZdy krok vypoctu lavy koncovy bod intervalu obsahujici koren &
oznacime x; a pravy koncovy bod x, vijpocet urobte sami. Po prepocitani mi vysledok

vysiel 2.27886.

Metdda prostej iteracie.

Metéda prostej iterdcie. Tédto metdda je vhodné pre pocitacové vypocty za pred-
pokladu, ze numerické hodnoty funkcii, ktoré poc¢itame sa daji jednoducho vypoci-
tat’ a dobrd aproximdcia korena sa pouzije ako Start itera¢ného procesu. Rovnicu
f (z) = 0 prepiseme na tvar (byva vi¢sinou niekol’ko moznosti) = = g (z) a pred-
pokladame, ze existuje interval Iy = (ag, by) patriaci k definicnému oboru a oboru
spojitosti ako funkcie f tak aj funkcie g taky, ktory obsahuje spolo¢ny koren &
oboch uvedenych rovnic. Myslienka je jednoduché a jej tspech zdvisi od prepisa-
nia danej funkcie f(z), ktorej koren zistujeme, na tvar f(z) = x — g(z). Potom
ak © = ¢ anuluje vyraz x — g (x), tak £ je koren f(z). Reprezentacia f(z) na
tvar f(z) = x — g(x) nie je jedina, pretoze ako vidiet’ na nasledujicom priklade
g () mozno napisat’ viac ako jednym sposobom. Neskor odvodime jednoduchu
podmienku pre funkciu g(x), ktord musi byt’ splnend spolu s hodnotou zy = «
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pouzitou na $tart iteracného procesu, aby vypocty konvergovali ku korenu £. Ak
teraz uvazujeme funkciu g(z) ako zobrazuje bod x na bod g(x), potom koren z = ¢
rovnice f(z) = x — g(z) = 0 m4d vlastnost, ze g(x) zobrazi bod { na seba a to je
dovod, preco £ nazyvame pevny bod rovnice

z = g(x) (1)

Pevny bod itera¢nej schémy vyplyvajuiej z (1) ak ju zapiseme ako pevny bod a
iterdcia
Tpa1 = 9(2n) ((2))

a Startujeme iteracny proces krokom xy = «. Iterdcia konverguje ak postupnost’
iterdcif x, mé limitu ak n — oo, a diverguje ak takd limita neexistuje. Predpok-
laddme, ze ak iterdcie konverguju k vysledku s pozadovanou presnostou (chybou)
g, kde € > 0 je predpisané malé ¢islo a podmienka |z, — z,,,+1| < €. Pozadovana
aproximécia korena ¢ je potom x, + €.

Example 7 Ndjdime pevny bod iteraénej schémy na vypocet +/a, ked’ a > 0, a
pouZite ju na vypocet V2's presnostou na 6 desatinngch miest.

Solution 8 Pozadované ¢islo \/a je rieenie rovnice x*> = a, teda vyjadrit’ ho v
tvare (1) prepiseme ju ako 2x? = x® + a, a potom delime vijsledok 2z a dostaneme
v =1(x+2), teda v oznacent (1) funkcia g(x) = 1(x + 2). Pevng bod iteratnej
schémy vyplyva z (1), zdmenou x na lavej strane na x,.1 a T na pravej strane na
T, a dostaneme T, = % <:)3n + %) . Iterdaciu Startugme pre n =0 a xo = k, kde
k je aprozimdcia \/a. Aby sme ilustrovali schému vijpoctu /2, teda schéma bude

Tnp1 = 3 (2o + ﬁ) , a pre jednoduchost’ startujeme s xg = 1. Vysledky kalkuldcit
st

Ty = 17

r1 = 1.5,

x9 = 1.41666667,

x3 = 1.41421569,

x4 = 141421356,

x5 = 1.41421356.

PretoZze x4 a x5 su identické zaokrihlime vysledok x5 na Sest’ desatinngch miest
a teda /2 = 1.414214. Prostd iteraénd schéma v tomto priklade konverguje ryjchlo
a je to tdato metoda , ktord sa pouZiva v pocitacoch na urcenie druhej odmocniny z
lubovolného kladného redlneho cisla s presnostou vo vnitri vijpoctového systému a
pouZitého softwéru. FExperimentovanie ukazuje, Ze iteracnd schéma je stabilnd bez
ohladu na vyber startovacieho bodu, pretoze bude vidy konvergovat ku v/2, ale ked
startovact bod bude blizko /2, potom je konvergencia bude najrijchlejsia.

V nasledujicom priklade preskiimame iteracni schému trochu viac a ukdzeme,
ze konvergencia sa nie vzdy podari.

Example 9 Navrhnime iteraéni schému a ndjdime korene kvadratickej rovnice
202 — 247 + 41 = 0 a testugme ich numericky.



korene :

2x

Schéma A: x, 1 = 55 (222 +41), a
Schéma B: x4 = 12 — AL

2%y

Solution 10 Je mozné navrhnit’ dve iteratné schémy priamo z rovnice: x
(222 4+ 41), alebo v =12 — 31, odkial dostaneme:

Pouzitim rieSenia kvadratickej rovnice dostaneme

r =6 — %\/62 = 2.0630 a z = 6 +% 62 = 9.9370, teda Startovacie
aprorimdcie blizko tyjchto hodndt su

Schéma A Schéma B
I‘O:Q LE():lO x0:2 a:0:10
rp = 2.0417 =z, =10.0417 x1 =175 xp = 9.7222
x9 = 2.0557 x5 =10.1113 xg = 0.2857 x5 =9.8914
x3 = 2.0605 x3 = —59.7500 x3 = 9.9275
xq = 2.0621 rg = 123431 x4 = 9.9350
x5 = 2.0627 x5 =10.3392 x5 = 9.9370
xg = 2.0630 xg = 10.0172 x4 = 9.9370
x7 = 9.9535
xrg = 12.4801
xr9 = 14.6877
Too = 2.0630 Too = OO Too = 9.9370 2o =9.9370
Teda Schéma A je iba Ciastotne tspesnd, pretoze aj ked Startuje s xg = 2

konverguje k nule blizko 2, a diverguje ked startuje s xy = 10. Podobne aj Schéma
B je tiastocne tuspesnd aj ked z iného dovodu. Aj ked iterdcie konverguji ku korenu
blizko 10, ak Startuji s xo = 9, ak startuji s xo = 2 nekonverguju ku korenu
blizko 2 ale opdt’ ku korenu blizko 10. Aby sme pochopili chovanie iteracngch schém,
nasledugiica veta ndm ukdze podmienky, na vyber g(z) a Startovacej aproximdcie x,
ktoré zarucia konvergenciu iteracnej schémy.

Theorem 11 Konvergencia iteracnej schémy. Nech g(z) je definovand na inter-
vale a < x < b, v ktorom md pevny bod &, a nech g(x) je spojita na tomto intervale
so spojitou deridciou ¢'(x) takou, 2e |¢'(z)| < k < 1. Potom rovnica x = g(x) md
jeding pevny bod & v intervale a ak xq je také, e a < xog < b iteracnd schéma
Tni1 = g(x,) konverguje ku &.

Dokaz Nech by existovali dva rozne pevné body &; a &, v intervale, teda §; =
g(&;) a&y = g(&,). Potom aplikdciou vety o strednej hodnote a podmienky |¢'(z)| <
k <1, dostaneme [§; — &l = [9(&1) — 9(&2)| = [9'(M)(& — &) S k& — & <
€, —&,], ¢o je spor. Na dokaz konvergencie pouZijeme opét’ vetu o strednej
hodnote: existuje ¢, medzi z,,1 a § taky, ze [{—z,| = |g(§) —g(zn-1) = [¢'(C,)(§—
Tn-1)| = |9 (C)IIE—2n-1| < 20| —x,—1]|. Opakovand aplikicia tejto nerovnice vedie
na vysledok |£ — x,| < xj| — x|, ale pretoze 0 < zyp < 1 médme lim,, ., zj = 0,
teda lim,, ,|§ — x,| = 0, a teda lim, .o x, = & S mensimi tazkostami mozno
ukdzat, ze iterdcie tvoria Cauchyho postupnost’ a s ohl'adom na tplnost’ redlnych
¢isel mame, ze postupnost’ m4 limitu &, a veta je dokdzan4.

Této veta vysvetl'uje vysledky prikladu. V Schéme A funkcia g(z) = i(2x2 +
41), teda |¢'(z)| = glz| a |¢'(z)] < 1 ak 0 < & < 6, ukazuje, ze schéma je kon-
vergentna v blizkosti 2 ak sa pouzije zaCiato¢nd aproximadcia blizko 2. Avsak ak

x = 10 podmienka vety nie je splnend, teda schéma nemusi byt konvergentnd
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ku koreniu blizko 10, aj ked’ nemdzme tvrdit, zZe nebude konvergovat. V pripade
Schémy B méme g(z) = 12 — 21, teda |¢'(z)| = 555. Toto kazuje, ze schéma bude
konvergovat’ ku korenu blizko 10 pre zg blizko 10, pretoze potom |¢'(z)| < 1, ale
nemozeme ocakavat, ze bude konvergovat’ ku koreiiu blizko ku 2, kde je podmienka
porusend, aj ked’ nemo6zme tvrdit, ze nebude konvergovat. Je mozné ukazat, ze
ak |¢'(x)| > 1, iterdcia nebude konvergovat), iba ak ndhodou. Dévod konvergen-
cie, alebo divergencie iteracnej schémy je najl'ahsie pochopitelny pouzitim grafickej
reprezentdacie itera¢ného procesu.

Typickou spresiiujicou metédou je metéda dotycnic.

Newtonova metéda.
Nasou startovacou metédou pre odvodenie Newtonovej metédy mozno napist’ v
tvare

/ 1 "
(@) = f(wo) + f'(wo)(w — w9) + 5/ () (& = x0)”, ((3))
kde ¢ je bod medzi xg a x.
Linearizujeme f (x) a polozime f(x) = 0, teda f(xg) + f'(x0)(z1 — x) =
0= z; = z0 — 129 potom nahradime rovnicu f(z) = 0, rovnicou f(z;) +

f'(@o)?
f'(x1)(x — x1) = 0, koreniom tejto rovnice bude zy = 7 — ff,((xxll)) . Iteraciou
tohto vysledku dostaneme x,,1 = x, — ff ,((xxn)) dostaneme Newtonovu (Raph-
sonovu) metédu pre n =0,1,2,3,.... Ak je dand tolerancia ¢, kde € > 0 je dané

malé ¢islo, vypocty prebiehaji dovtedy, pokial’ je prvy krat splnend podmienka
|Tm — Zima1| < e. Cislo 2,41 £ € povazujeme za aproximéciu korena £. Pozname-

najme, ze Newtonova metdda je $pecidlny pripad itera¢nej metédy s g(z) = x— ff ,((92)
a podl'a predoslej vety mame | —x,| = |¢'((,,)||§ — Zn_1], G0 ndm hovort, ze | —x,,|

aproximuje |¢'((,,)||£ —xn—1| ak iterdcia konverguje. Teda, ¢im mensie |¢'((,,)|, tym
rychlejsia konvergencia. Pre Newtonovu metédu a jednoduchy koreii, je tento vyraz
nulovy. Co naznacuje, ze pre Newtonovu metédu iteracie konverguju rychlejsie ako
linedrne. Poznamenajme, Ze itera¢nd a Newtonova metéda konverguji ku korenu
najblizsiemu k zaciato¢nému odhadu, ¢o nie je pravda pre m.b. Newtonova metéda
je v8eobecne rychlejsie konvergujica nez m.b. pre jednoduché korene ale nie pre
nésobné korene.

Example 12 PouZite Newtonovu metédu na ndjdenie nil f(x) =1 — 3z + sze” s
presnostou na pat’ desatinngch miest.

Solution 13 Graf f(z)=1— 3z + jze”

y
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ukazuje, Ze md nuly blizko 0.5 a 1.6, teda pouZijeme tieto ako nase Startovacie
aproximdacie. PretoZze

1—3xn+%xnezn

f'(z) = 3(1+z)e” — 3, Newtonova metéda bude z,41 = z, — T(iraneen—3 Pre

n=0,1,2,.... Startujme vypocty s zo = 0.5 ¢o dava

zo = 0.5

x1 = 0.450200
To = 0.451541
r3 = 0.451542

x4 = 0.451542, teda s presnostou na 5 desatinnych miest najmensi nulovy bod
f(z) je 0.45154.Podobne ak vypocty Startujeme s xy = 1.6, dostaneme
Tog = 1.6

1 = 1.552769
o = 1.549552
3 = 1.549538

rq4 = 1.549538, teda s presnostou na 5 desatinnych miest najvicsi nulovy bod
f(z) je 1.54954.00

Tento priklad ilustruje rychlost’ s akou Newtonova metéda moze konvergovat’ k
nule ak sa pouzije dobrd startovacia aproximdcia a doty¢nica ku grafu y = f(x)
v nulovom bode sa nenakldna k ddtam s malym uhlom k osi o,, ¢o robi vysgiu
presnost’ nemoznou.
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Cvicenia.
V cvi¢eniach 1 - 6 pouzite (metédu bisekcie) m.b. na néjdenie pozadovanych
koretiov

1. Koren sinz — 2z = 0 blizko 2 = 2.2.  [2.27886]

2. Koren e3 — 22 = 0 blizko z = 1.1.

3. Koreii 3lnz + 22 — 3 =0 blizko z = 1.3.  [1.40619]

4. Najvicsi kladny korent 22 — 1.922 — 2.3z + 3.7 = 0.

10.
11.
12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.

. Najmensf koreii 2* — 4.52% + 1.3z 4+ 8 = 0. [—1.08601]

. Koren %\/1 — 22— 22 =0.

V cviceniach 7 - 12 pouzite itera¢ni schému na vypocet pozadovanych ko-
refnov

Urcte a%, kde a > 0 a n je celé ¢islo. Vysledok kontrolujte vypoctom 45,

|:$r+1 = % (xr + #)}

. N4jdite korene 22 + 42 + 1 = 0 a vysledok skontrolujte vypo¢tom koretiov
)

kvadratickej rovnice.

. N4jdite vsetky tri korene 23 —4.322+1.42+7.8 = 0. [—1.08090, 2.54109, 2.83981]

Najdite kladné korene sinx — %x = 0.
N4jdite kladné korene 22 — 2sinhx + 1 =0. [0.67567]

N4jdite kladné korene 22 + 2Inz — 4 = 0.

V cviceniach 13 - 18 pouzite Newtonovu metédu a ndjdite pozadovany koren
Nsjdite 233 hladanfm nil rovnice f(z) = 23 — 23. [2.84387]

Néjdite najmensi kladny koren tgz + 2tanhz = 0.

N4jdite najvacsi koreni z* — 4x3 + 22 + 1.2 = 0. [3.70665]

N4jdite najmensf koreni 24 — 323 4+ 222 — 32 — 1.6 = 0.

Néjdite koreti 3z — e = 0.

N4jdite koreni 1 4 tanhz — 2tgx = 0.
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Interpoldcia a Extrapoldcia.

Niekedy je spojita funkcia f(x) zndma v tvare mnoziny diskrétnych hodnot y; =
f(z;) v mnozine argumentov 1, s, ...,z, kde 1 < x5 < -+- < x,. Ak sa toto
stane, ¢asto je nutné odhadmit’ hodnotu f(«) ked’ av lezi medzi dvomi zndmymi ar-
gumentami z;. Tento proces sa nazyva interpolacia funkcie f(z) medzi jej zndmymi
hodnotami a interpolovand hodnota f(a) sa odhaduje pouzitim niekolkych alebo
vsetkych hodnot y;. Rdzne metddy si vhodné na interpoldciu, ale pokial’ neu-
robime nejaké predpoklady o funkcii, o chybe nemozno ni¢ povedat. Ako v§eobecné
pravidlo chyba sa najlepsie redukuje vyberom metddy reflektujicej zdanliné zmeny
f(x). Niektoré faktory, ktoré mozeme brat’ do dvahy pri vybere interpolacnej
metédy: ¢l je f(x) konvexnd alebo konkdvna pre x; < z < z,, alebo ¢i je os-
cilatorickd, alebo ¢i m& ostri krivost’ v bode alebo bodoch intervalu. Odhad f(«),
ked” « lezi mimo intervalu, alebo vl'avo od x; alebo vpravo od z,, sa nazyva ex-
trapoldciou funkcie f(x) a ak je proces néchylny k znaénym chybdam musi sa
pouzivat’ opatrne. Ako v pripade interpoldcie ni¢ nemozno povedat o chybe ex-
trapolacie, pokial’ nevieme, alebo nepredpokladdme o funkcii nejaké d’alsie vlast-
nosti. Extrapoldcia sa pouziva castejsie, ako by sme si mohli mysliet. Napriklad v
Newtonovej metéde ked’ krivost’ v bode nahradime jej dotyc¢nicou, ktord je potom
rozsirend (extrapolovand) pokial nepretne os o,, podobne numerické riesenie ODR,
o ktorom este budeme hovorit.

Linedrna Interpolacia.

Nech déta (z1,y1), (x2,92), .., (Tn, yn) patria nezndmej hladkej funkcii y = f(x) sd
nacrtnuté do grafu. Potom najjednoduchsia cesta odhadnit hodnotu y(x), ked’
lezi v intervale z; < z < ;11 je spojit body (x;,y;) a (z;41,yi+1) Useckou a potom
pouzit’ bod na tsecke s argumentom x ako aproximéciu y(x). Toto je klasicky proces
a nazyva sa linedrna interpoldcia ako na obrédzku, kde A je bod (z;,v;), B je bod
(Tip1,Yir1), a tsecka AB ma rovnicu y = y(z). Potom v linedrnej interpolacii bod
P na tsecke AB je pouzity ako aproximdcia bod Q na krivke y = f(z). Jednoduchy
vypocet ukayuje, ze tsecka y = y(x) reprezentujica linedrnu interpoldciu funkcie
medzi dvomi bodmi (z;,v;) a (241, ¥i+1) je dana:

~ _ yi-l—l_yi(

y(x) r—x;)+ Y, pre T; < < Ti. ((4))

Tip1 — T4
Ak x vyberieme tak, aby bud’ x < z; alebo = > z,, vysledok (4) bude linedrna
extrapolacnd formula pre y = f(z) mimo intervalu x; < = < z,. Vysledok (4)
je vhodny pre interpoldciu ked’ varidcia x; and y; medzi medzi susediacimi bodmi
je mald, ale pretoze formula vnasa chybu, vd’aka jej zlyhaniu, ak by sme vzali do
uvahy krivost’ krivky, chyba by bola vicsia ak vysledok pouzijeme pre extrapoléciu.

Lagrangeova interpoldcia.

Ak miesto linedrnej interpolécie, ktora berie do tvahy postupne pary datovych
bodov (x1,y1), (22, Y2), -, (Tn, Yn), je mozné, ze lepsi vysledok by sme dostali ak
skonstruujeme polyném y = P(z), ktory prechddzaa kazdym détovym bodom.
Pretoze polyném je hladkou krivkou mozno predpokladat’, ze bude uvazovat’ aj
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krivost’ funkcie, ku ktorej patria data funkcie a tak dostat’ lepsiu interpoléciu.
V Lagrangeovej interpolacii polyném P(z) sa zvykne brat do tuvahy polyném s
najmensim moznym stupnom, ktory prechddza vsetkymi datovymi bodmi, teda ak
méme n datovych bodov polyném bude najviac (n — 1) —vého stupia. Polyném
je jediny, pretoze n rovnic pre jeho n koeficientov mozno ndjst’ tak, ze budeme
pozadovat, aby prechddzal cez kazdy z n datovych bodov. Graf tohto polynému
cez interval 1 < x < x, sa potom pouziva ako aproximédcia nezndmej funkcie
y = f(z) z ktorej sa predpokladd, ze ddtové body mozno odvodit’ z predpokladu,
ze y = f(x) neukazuje velké varidcie ako sa x meni medzi postupnymi argumentami
x1, X2, ..., T, ddtovych bodov. Polyném y = P(z) je dany:

kde

(x—z1) (. —x2) ... (¥ — Tp—1) (T — Tpy1) ... (T — )
(g —x1) (v — x2) oo () — 1) (T — Thg1) -+ - (T — Tp,)

ma vlastnost, ktori sme pozadovali, pretoze je stupria (n — 1) a prechddza
kazdym ddtovym bodom, teda definuje interpolacni formulu pre interval z; <
r < x,. Polynémy Li(x), sa nazyvaji fundamentdlne Lagrangeove interpolacné
polynémy, su stuptia (n — 1), ale linedrna kombindcia tvoriaca P(x) obsahujica
data body moze mat’ aj mensi stupeni. To, Ze Lj(x) méa pozadované vlastnosti
lahko vidiet’ z faktu, ze pre x = zy kazdy L,(xy) s r = k obsahuje nulovy faktor
v Citateli, teda L,(xy) = 0, ale ak » = k& mame Ly(zy) = 1, odkial’ vidime, ze
P(zr) = yx. Polyném P(x) zachovdva pozadované Lagrangeove interpolacné for-
muly pre mnozinu n data bodov (x1,11), (2, y2), ..., (Tn,yn). Ak n = 2 vysledok
(5) sa redukuje na linedrnu interpolédciu, ak n = 3 je to kvadratickd, ktord fituje
parabolu cez tri body. Parabola je hladka krivka, so stabilnou zmenou gradientu,
teda pretoze berie do ivahy krivost’ nezndmej funkcie y = f(z) cez tri pozadované
body, otakdavame, ze bude lepsou aproximédciou ako linedrna interpolédcia. Avsak
je nevhodné pouzit’ Lagrangeovu interpolédciu pre viac ako tret{ stupen, pretoze ak
polyném stupna (n — 1) > 1 je niteny prechddzat’ cez mnozinu n pevnych bodov
je to obvykle polyném s velkymi oscildciami medzi susednymi parmi détovych
bodov, aj ked’ body samotné neindikuji takéto chovanie origindlnej funkcie. Tédto
nevhodnd charakteristika Lagrangeovho interpolacného polynému vyssiehostupia
moze byt ilustrovana konstrukciou interpola¢ného polynému piateho stupna pre
funkciu y(z) = sin (1),

xT
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v intervale 0,1 < z < 0,8. Ak skonstruujeme interpolacni funkciu, presné
extrémy funkcie, ktoré si vseobecne zndme sa zmenia na neurcité, ak vyberieme
napriklad sest' bodov na grafe y(z): (0.1, —0.544021), (0.13,0.986959) , (0.2, —0.958924) ,
(0.3, —0.190568) , (0.5,0.909297) , (0.8,0.948985) . Lagrangeov interpola¢ny polyném
prechddzajuci cez tychto sest' bodov je polyném p(z) = —47.953442+1039.947347x—
7963.49390122 4+ 26828.57878023 — 39901.683910x% 4 21121.4539602°. Extrémne os-
cilacie je vidiet’ na obrazku. V tomto pripade namiesto Siestich datovych bodov
by bolo lepsie pouzit’ tri za sebou idice Lagrangeove interpolédcie na intervaloch
01 <2 <02,02<2<05, a03 <2 <0.8,s poslednym interpolacnym
polynémom pouzitym iba v intervale 0.5 < x < 0.8. Avsak takdto zlozend inter-
pola¢nd schéma by pravdepodobne mala spojiti deriviaciu v bodoch x = 0.2 and
x = 0.5 kde sa stretaju parabolické aproximécie. Konstatujeme teda, ze hlavny je
teoreticky prinos pouzitia v suvislosti s efektivnymi numerickymi technikami.

Kubické splajny (spline).
Dolezité pouzitie interpolacnych technik sa vyskytuje najmé v inzinierskom de-
signe a vSade, kde je nutné generovat’ hladké krivky s neznamymi funkciami, ktoré
prechddzaji cez mnozinu ddtovych bodov bez oscildcii medzi nimi. Navrhnuty
pristup je motivovany starou inzinierskou drazkovacou technikou, ktord produkuje
také krivky trasovanim (obkreslovanim) podla tenkého kovového pdsika nazy-
vaného spline, ktory posobenim tlaku v bodoch po jej dizke bol niteny prechadzat’
cez kazdy déatovy bod. Je jasné, ze Lagrangeova polynomickd interpolécia je
nevhodnd, pretoze produkuje oscildcie a v praxi mame vel'a ddtovych bodov. Volime
taky pristup, ze krivku aproximujeme po castiach polynémami 3 stupiia na kazdom
z intervalov z; < = < x;41 takym sposobom, Ze prva aj druhd derivicia krivky v
koncovych bodoch intervalu odpovedd aproximéaciam zlava v z; a aproximdcidm
sprava v x;.1.Zlozend aproximdcia tohto typu sa nazyva aproximdcia kubickymi
splineami. V matematickom pristupe k urceniu splinovej funkénej aproximadcie
cez n détovych bodov (z1,vy1),) (2,Y2) .-, (Tn,Yn), T; sa nazyvaji nody (nuly!)
aproximécie a odpovedajice body y;, kde sa pril'ahlé krivky stretdvaji sa nazy-
vaju uzly aproximédcie. Matematické poziadavky, ktoré ma spliiat’ splineovd aprox-
imac¢nd funkcia su:

(a) Kazda krivka prechddzajica prilahlymi bodmi (z;,v;) a (z;11, yiv1) je ku-
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bick4.

(b) Zlozend krivka po celom intervale musi interpolovat’ déta prechddzajic cez
kazdy uzol.

(c) Krivka samotnd a prvé a druhd derivdcia zlozenej krivky musi byt’ spojita
v uzloch z;.

(d) V koncovych bodoch z; a x, intervalu musia byt predpisané podmienky v
zéavislosti od toho, ¢i data body indikuju, ¢i medzi tymito bodmi mé extrapolacnd
krivka pripominat’ priamu ¢iaru, parabolu, alebo ukazovat’ iné chovanie: napriklad
periodicitu na intervale r; < z < x,,. Kvoli podmienkam (a) - (¢) sa druhé derivécia
f " (x) musf menit’ linedrne na kazdom intervale z; < x < x,,; a byt spojitd pozdiz
kazdého uzla, tak pouzitim Lagrangeovej interpola¢nej formuly mozme pisat’

fla) = 2D gy ¢ 20

Pa— mf”(ﬂﬁiﬂ); pre I <& < Tiga. ((6))
7 2 7 7

Integraciou tohto vysledku dvakrat vzhl'adom ku x mame

13z, 2% — 2, 123 — 3x;2?
Y LY

x
/(@) 6 Tip1— o
pre z; < x < x;41, kde a a b st 'ubovolné integracné konstanty. Aby f(x)
prechddzala bodmi (x;,y;) a (2,41, yi+1) , substiticiou tychto dvoch podmienok do

vztahu (7) uréime a, b, polozime d; = x;,1 — x; dostaneme

[ (xis1) + az + D, (7))

6 ziy1—x;

f(@) = g [(wigy — )3 f " (@3) + (2 — 23)* f ()] + ®)
Foa 6V — & f " ()] (xiga — ) + g5 6y — " (wip)] (& — 2),

pre x; < z < z;,1. Na dalsie pokracovanie musime ndjst’ podmienky urcujtice
derivacie f"(z;) a f”(z;y11), a toto mézeme dostat’ pouzitim doteraz nepouzitej
podmienky, ze prva derivacia f'(x) musi byt spojité pozdlz kazdého uzla. Aplikdcia
tejto podmienky znamend diferencovat’ (8) a pozadovat aby derivacia ked’ © = ;41
v 1—tom intervale, t.j., v jeho pravom koncovom bode sa rovnala derivacii ked’

x = xi1 v (i + 1)—vom intervale, odpovedajica jeho l'avému krajnému bodu
odkial’ dostaneme
dir f"(2io1) + 2(dim1 + di) f (i) + di f "(2i41) = Vi, ((9))
kde
Y, =6 (?Jz‘+1di— Yi Vi C;_?Jf-l) ' ((10))

Vysledok (9) je mnozina n — 2 linedrnych rovnic pre n derivicii f”(z;), a ak
ich pozndme, potom spline aproxima¢ni funkciu tvoreni funkciami (8) vytvorime
(skonstruujeme) postupne na intervaloch z; < x < x;.; s i = 1,2,....n — 1. Pre
praktické pouzitie splinov je nutné, aby linedrny systém rovnic bol nesinguldrny
a aby sme mali extrémne uc¢inny algoritmus ich riesenia. Pretoze hodnoty f”(z1)
a f”(x,) nemozno néjst’ z podmienky, ze f”(z) je spojitd uzly x; a x, pre tieto
hodnoty musime $pecifikovat’ ako dodatocné podmienky. Vyber hodnot f”(x;) a
f"(x,) sa robi intuitivne a je zaloZzeny na sposobe ako data body indikuji aby sa
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interpolované krivky chovali (boli extrapolované) za koncovymi bodmi intervalu
1 < x < x,. Typické si tri vybery prirodzené alebo linedrne spline koncové pod-
mienky, parabolické spline koncové podmienky, periodické spline end podmienky.

Prirodzené, alebo linedarne koncové podmienky.
V tomto pripade volime koncové podmienky

f" (1) = f"(wn) = 0. ((11))

Tieto podmienky sa nazyvajui linedrne koncové podmienky, pretoze aj ked’ sa vmitri
intervalu pouzivaji kubické polynémy, nulova druhd derivicia vz = x; a x = z,
sposobi, ze aproximécia bude linedrna na koncoch intervalu.

Koncové podmienky - parabolické splajny.

Tento vyber koncovych podmienok obsahuje

fwn) = M (w2) a [ (@) = f"(wn). ((12))

Tieto podmienky sa nazyvaji parabolické spline koncové podmienky, pretoze ich
dosledkom je, ze f”(x) je konstantnd v kazdom koncovom intervale, ¢o sposobi, ze
kubickd interpolacné formula sa redukuje na kvadratickd alebo parabolicki aprox-
iméciu.

Koncové podmienky - periodické splajny .

Ak su dédta periodické na intervale z; < x < z,, potom st vhodné nasledujice
koncové podmienky

f(@) = f(an-1) a f'(zn) = f'(22). ((13))

Aj iné koncové podmienky st mozné napriklad linedrne spline koncové podmienky
st aplikované na jednom konci a parabolické koncové spline podmienky na druhom
konci. Jedna koncovd podmienka, ktord je dolezitejsia nez parabolicka koncova
podmienka je podmienka vedica ku tdplnému kubickému splinu, napriklad spline,
ktory interpoluje f’(x) ako aj f(x) v oboch koncoch z; a z,. Tento spline ma
vyssi rdd konvergencie ak maximum dizky kroku sa blizi ku nule, a je ¢asto imple-
mentovany pouzitim lokdlnych aproximadcii derivécii, ktoré zachovavaji vyssi rad
konvergencie.
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Cvicenia.

Cvicenia v tomto odseku vyzaduji pouzit’ computer.

1.

. Nacrtnite graf funkcie f(z) =

Nacrtnite graf funkcie f(z) = ﬁ v intervale 0 < z < 3. Vyberte styri
body na grafe a po konstrukcii polynému, ktory prechddza cez vsetky tieto

body vysledok porovnajte s origindlnou funkciou.

sinz

= 0 v intervale 0 < z < 7. Vyberte styri
body na grafe a po konstrukcii polynému, ktory prechddza cez vsetky tieto
body vysledok porovnajte s origindlnou funkciou.

. Nacrtnite graf funkcie f(z) = 1 + zsinx v intervale 0 < x < 27. Vyberte

sedem bodov na grafe a po konstrukcii polynému, ktory prechddza cez vsetky
tieto body vysledok porovnajte s origindlnou funkciou. Potvrd'te aproximéciu
vyberom inych sedem bodov.

Nacrtnite graf funkcie f(z) = (1 — 2°)5 v intervale 0 < z < 1. Vyberte
sedem bodov na grafe a po konstrukcii polynému, ktory prechadza cez vsetky
tieto body vysledok porovnajte s origindlnou funkciou. Potvrdte aproximaciu
vyberom inych sedem bodov.

. Naértnite graf funkcie f(z) = 1 — 2xcosz v intervale 0 < z < 27. Vyberte

sedem bodov na grafe a skonstruujte spline aproximativnu funkciu v intervale
0 < x < 27 pouzitim parabolickych splineov ako koncovych podmienok.
Nacrtnite graf spline funkcie a porovnajte ho s grafom origindlnej funkcie.
Opakujte vypocet pouzitim linedarnych splineov ako koncovych podmienok a
porovnajte s predoslym grafom.

. Naértnite graf funkcie f(z) = (1—27)7 v intervale 0 < 2 < 1. Vyberte sedem

bodov na grafe a skonstruujte spline aproximativnu funkciu v intervale 0 <
x < 1 pouzitim linedrnych splineov ako koncovych podmienok. Nacrtnite graf
spline funkcie a porovnajte ho s grafom origindlnej funkcie. Opakujte vypocet
pouzitim parabolickych splineov ako koncovych podmienok a porovnajte s
predoslym grafom.
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Numerickd Integracia.

Numerickd integrécia, nazyvand tiez numerickd kvadratira, sa pouziva ked bud’
potrebujeme vycislit’ urcity integral a nevieme ho vypocitat’ analyticky, alebo ak
sa vo vycislenf integrdlu vyskytujui specidlne funkcie a analytické rieSenie je prilig
komplikované pre praktické pouzitie. Typickym prikladom, ktory mozno vypocitat’
numericky je

I / sin 3x d
= | ————dx,
vaz+ao+1
0

ktorého hodnota je I = 0.364873. Ukdzeme tri rézne numerické integracné schémy
na vypocet urcitych integrélov a konkrétne lichobeznikové pravidlo, Simpsonovo
pravidlo a Gaussovu integraciu. 7 tychto metdéd je prva najmenej presnd, zatial’ ¢o
poslednd vyzaduje vysoki presnost’ s niekol’kymi vypoctovymi krokmi na rozdiel
od c¢asto pouzivaného Simpsonovho pravidla.

Lichobeznikové pravidlo.
Jeho zdkladom je vel'mi jednoduché pravidlo, ktoré sa da 'ahko pochopit’z obrazku,

kde integral I = / f(z)dz aproximujeme plochou lichbeznitka PQRS na in-
tervale a < x < b suvisiacim s grafom y = f(z). Lichobeznikovd aproximdcia
/f )dz. Plogny obsah obrazca PQRS = $(b—a)[f(a) + f(b)], a aproxima-

cia uréltého integralu je dana

/f ~ 50— a)lf(@) + F0) ((14)

Ak polozime b — a = h, a chybu aproximécie urc¢itého integralu jednoduchym
lichobeznikovym pravidlom ozna¢ime E(h), méme

b

B(h) = 50— a)[f(@) + S0) - [ Fla)da,

a

potom
/f b —a)[f(a) + f(b)] — E(h) ((15))

aproximdciu (14) nahradime presnym vysledkom (15). Existuji rézne spdsoby
odvodenia (14) napriklad pouzitie linedrnej interpoldcie na reprezenéciu y(x) medzi
r = a ax = b, a potom integrovat’ vysledok. Aj ked’ presnd hodnota chyby E(h)
nie je zndma vyraz pre chybu mozno odvoditz predpokladu, ze f(z) je vhodne
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diferencovatelnd v integracnom intervale a < x < b. Chybu iba skonstatujeme,
pretoze jej odvodenie je podobné ako pre presnejsie Simpsonovo pravidlo, ktoré
bude odvodené neskor. Tak mame E(h) = 55h3f"(£), pre nejaké &, a < & < b.
Potom (15) bude

/ f@)ds = 50— )l f(a) + FO) = 1511 (€), ((16)

kde a < ¢ < b. Lepsi odhad urcitého integralu / f(z)dz mozno ziskat, delenim

intervalu @ < x < b na n podintervalov a aplikdciou odhadu (16) na kazdom z
nich a potom s¢itat’ vysledok. Casto sa pouziva delenie na n rovnakych intervalov
s dizkou h = @, kde h nazyvame dizkou kroku. Ak teda polozime z; = a + th,
pre i =0,1,...,n, dostaneme tzv zlozené lichobeznikové pravidlo

/f

kde a < 1 < b. Chybu zlozenej lichobeznikovej metédy dostaneme z (16) do-
danfm chyb na jednotlivych intervaloch. Detaily ponechdme ako cvicenie. Aj ked’
n nie je zndma, vzdy je mozné odhadmit’ najvéicsiu a najmensiu hodnotu f” (z) v
a <z < b, atdto moze byt' v odhade zlozenej lichobeznikovej metédy ako f” (). V
praktickych applikdacidch sa odhad chyby lichobeznikového pravidla pouziva obyca-
jne vtedy ak chceme ukdzat), ze ak pocet subintervalov rastie, chyba aproximécie

— G-k ), ((17)

+2§:fxz+f DI

klesd na (b—1a2) Uk , kde h = @ Chybu ¢asto aproximujeme vytvorenim dvoch
aproximécif s roznymi odhadmi pouzitim asymptotického chovania na odhad chyby
vysledku odpovedajicemu malému h. Iny pristup je porovnat’ vysledok s vysledkom

Simpsonovej metody.

Example 14 PouZitim lichobeznikového pravidla s n = 10,30 a 50 podintervalov
5

sin 3z

vypocitajte I = \/mdx, a aproximujte chybu ak pouZijeme 50 podintervalov.

0

Solution 15 Vipoctom na pocitaci sme dostali:

n 10 30 50

Diichob(ny  0.290422  0.356897 0.362010 °

Vigsledok pre Iichons0y mal byt porovnany s vysledkom, ktory bol ziskany meto-
dou vyssieho radu s vysledkom [ = 0.364873 presnym na 6 desatinnygch miest.
Namiesto pouzitia f"(n) pri aproximdcii chyby s n = 50, kde n je zndme vyuzijeme
lahko vypocitatelni strednii hodnotu f”,, funkcie f" (x) na intervale, kde

b

[ / e = —[F'(6) — f(a).
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Mameb—a—5 avelkost’k:rok‘uh— 5 =0.1, ¢.j.

/f// — L[f(5) = f'(0)] = —0.686.

Pouzmm o v odhade chyby miesto f" (1) vedie ku 5 -5 - (0.1)? - (—0.686) =
—0.002858 ako odhadu chyby. Teda ak uvazujeme tuto chybu, potom odhad integralu
je 0.362010—(—0.002858) = 0.364868. Ak to porovname s vysledkom I = 0.364873

vidime, Ze chyba aprorimdcie odhadu je dobrd. [
Simpsonovo pravidlo.
V najjednoduchsej forme je lichobeznikové pravidlo aplikované na vypocet / f(z)dz

a
reprezentuje funkciu f(z) jednoduchou lichobeznikovou plochou PQRS ako na
obrazku, kde v intervale a < z < b funkciu y = f(z) aproximuje usecka QR.
Presnejsi vysledok je mozné oc¢akdvat’ ak bod na krivke y = f(z) je vybraty vnutri
intervalu a < z < b a f(z) aproximujeme ako parabolu prechddzajiicu cez dva kon-
cové body intervalu a vybrany vnitorny bod ako na obrazku. Polozme b = a + 2h,
kde h je velkost’ kroku a dodato¢ny bod v integracnom intervale bude x = a + h,
stred intervalu. Parabola, ktord bude fitovat’ tieto tri body musi teda prechddzat’
postupne bodmi (a, f(a)), (a+h, f(a+h)), a (a+ 2h, f(a + 2h)). Lagrangeova
interpola¢né kvadratickd formula, ktora fituje tieto tri body je:

L(l’) _ ;(x a— h)(x a— 2h)f( )_ (z— a(iza 2h) f(a+h)+%(xfa)(}iv;afh)f(a_FZh).

Integréciou L(x ) cez interval a < x < a + 2h a zjednodusenim vysledku méme

F(2)dx ~ %h[f(a) +4f(a+h) + fa+2h)), (19))

a

¢o nazyvame Simpsonovo pravidlo, alebo Simpsonovo tretinové pravidlo. Vysledok
(19) mozno zapisat’ pomocou koncovych bodov integralneho intervalu a a b = a+2h

ako
/ fe go-a) [ +ar (50) 5w (o)

Ak chybu v Simpsonovom pravidle oznac¢ime FE(h), aproximacia v (19) za-
menime za presny vysledok

a+2h

/ f(z)dx = %h[f(a) +4f(a+h)+ f(a+2h)] — E(h). ((21))

Odvodime vyraz pre E(h), predtym polozime a = ¢ — h a b = ¢ + h. Pomocou
c a h (21) prepiseme

ct+h

B(h) = ghlfle~ 1) +47(0) + Sl 0]~ [ fa)da
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Diferencujme podla h a mame

B/(h) = S f(c=h)HAF(O)+ F(eHm] Sh=F (e—h) £ (e [F(cth)+ £ (c=h)],

Ak polozime h = 0, dostaneme E'(0) = 0. Differentiation of E’(h) dostaneme

/(e —h) = ['(c+ )]+ h[f"(c+ h) + "(c — h)],

E//(h) — 3

polozme h = 0 a méme E"(0) = 0. Este konetnd derivicia E" (h) = zh[f"(c +
h)— f"(¢—h)], ale to mozno zjednodusit’ pouzitim Taylorovho rozvoja f(c+ h) so
zvyskom po prvom clene f"”(c+h) = f"(c—h)+2hfW(£), kde € je nezname, ale
lezi v intervale ¢ — h < & < ¢+ h. The error term can now be found by integrating
this last result three times using the results £”(0) = E”(0) = 0. Potom méme

/ " Byt = B'(h) — E(0) = E"(h)

teda

E"(h) = %f(4)(§) /Oh t2dt = gh3f(4)(§)'

Po d’alsej integrécii
h
/ E'(t)dt = E'(h) — E'(0) = E'(h)
0

dostaneme

h
B(h) = 510 [ e = 1ot £00)

Nakoniec po d’'alsej integracii dostaneme

h
B(h) = 351€) [ thit = Go e, ((22)

0

¢o je pozadovany vyraz pre chybu. Pouzitim tohto vysledku v (21) déva

[ swyie = Shir@) + 476+ 1) + o 20) - Q. (23)

Pretoze f™ (&) vystupuje ako faktor v E(h), toto ukazuje dost prekvapujtci fakt, ze
aj ked’ Simpsonovo pravidlo sme odvodili tak, ze kvadraticky polyném prechadza
tromi bodmi, pravidlo je presné pre kubické polynémy. Ak pre lichobeznikové
pravidlo, presnost’ Simpsonovho pravidla mozno zlepsit’ rastiicim po¢tom podinter-
valov, ale pretoze pravidlo je ekvivalentné s konstrukciou paraboly cez tri ekvidis-
tancné body, pouzitie pravidla cez viac nez tri body pocet bodov vybranych pre
interval a < x < b musi byt’ nepdrne, teda pocet intervalov musi byt parny. Delenie
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(b—a)

intervalu ¢ < x < b na 2n rovnakych podintervalov kazdy s dizkou h = TR

sc¢itanim vysledkov dostaneme zlozené Simpsonovo pravidlo s chybou

a

((24))

kde 7 je nezndma, ale takd, ze a < n < b. Chybovy vyraz v zlozenom pravidle
(24) dostaneme nasledovne. Nech z; = a + 2ih, s i = 0,1,...,n, a nech £, bude
hodnota ¢ v intervale z; < x < x;,; vhodné pre Simpsonovo pravidlo aplikované
na tento interval. Tak ak tvorfme zlozené Simpsonovo pravidlo v kazdom z tychto
intervalov s¢itame. Teraz kazda derivacia f®(¢;) musi vyhovovat’ podmienke

min fY(z) < fO(¢) < max fP(a),

a<z<b a<z<b

potom scitanie tychto n vysledkov nasledovanych delenim n déva

min f Zf ) < max f@(z).

a§x<b a<x<b

Nakoniec predpokladdme, ze f(x) je spojitd, z vety o medzihodnote mame,
ze existuje nejaké 7, a < n < b, take, ze fW (n) = 13" | fW(¢;). Ak pouzijeme

vysledok h = (b;n a), chybovy vyraz pre zlozené Simpsonovo pravidlo bude
1
——h5 = —a)h @ ().
§jf (b= )l O()

Example 16 19.6 PouZitim zloZeného Simpsonovho pravidla s n = 10,30 a 50
podintervalov na vijpocet

5 sin 3x

o VI2ta+1

a porovnagte vysledok ziskany s vysledkom 1 = 0.364873, ktory je presny na Sest’ de-
satinnygch miest. Porovnajte vysledok integrdacie tohto integrdlu s lichobeznikovym
pravidlom.

I =

Solution 17 Nasledujice vysledky sme dosiahli pomocou pocitaca:
n 10 30 50
Lgimpny 0.376738 0.365019  0.364892

Porovnanie s vysledkom I = 0.364873, zndmom ako sprdvny na Sest’ desatin-
nyjch miest s Isimp(50) = 0.364892, ukazuje, Ze Iyimp(s0) presahuge spravny vysledok
0 0.000025.

Ked porovndme zlozené Simpsonovo pravidlo so zlozenym lichobeinikovym pravid-
lom mali by sme si spomeniit, ze Simpsonovo pravidlo rozdel? interval integrovania
do 2n podintervalov, zatial ¢o zlozené lichobeinikové pravidlo iba do n podinter-
valov. Nasledugici computrovy vijsledok provide porovnanie na tomto zdklade.

n 20 40 60 80 100
Djichobny 0.346825  0.360395 0.362886 0.363756 0.364158
Lsimp(zy 0.376738 0.365626 0.365019 0.364919 0.364892



27

Gaussova kvadratira.

Okrem uz zmienenych metéd, dolezitd je metéda C. F. Gaussa. Ten ukdzal,
7ze ak numericky pocitame integral v standardnej forme fjl f(z)dz, body z; v
ktorych mame dané hodnoty integrandu f(z) si vybrané $pecidlnym sposobom,
potom ak , pouzijeme vzorové body, vysledok bude presny v pripade, ze f(x)
je Tubovolny polyném stupiia 2n — 1 alebo mensi. Na rozdiel od Simpsonovho
pravidla n vzorovych bodov x; je nerovnomerne rozdelenych v integracnom inter-
vale —1 < x < 1, a si obsiahnuté vnitri intervalu.

Vzorové (testové) body, alebo nody ako im hovorime si vybrané tak, aby inte-
gratna formula pomocou ktorej presne zintegrujeme polyném takého stupna ako je
mozné. Ukazuje sa, ze n testovacich bodov je redlnych a lezia v otvorenom intervale
(—1,1) a polynémy stupia 2n — 1 sa daji zintegrovat’ presne.

Trochu odlisny pristup k integrovaniu zvolime, ak §pecifikujeme nejaké vzorové
body, a potom sa pokisime néjst’ ostatné aby sme mohli integrovat’ polynémy ¢o
najvicsieho mozného stupna. Formuly tohto typu, ktoré pocitaji funkéné hod-
noty v dvoch koncoch integracného intervalu sa volaji Lobattove formuly, a li-
chobeznikové a Simpsonovo pravidlo si formuly najnizsieho rddu, ktoré patria do
tejto triedy.

Myslienka je, ze ak je vhodné $pecifikovat’ testové body v koncovych bodoch
integra¢ného intervalu je mozné postupovat’ tymto sposobom. Avsak ako sa dé
ocakdvat, ak sa tento pristup pouzije, nie je mozné dostat’ taki presni formulu ako
v pripade ak neddvame obmedzenia na testvé body.

Predoslé argumenty su zalozené na predpoklade, ze funkcie sa aproximuju (al-
gebraickymi) polynémami, aj ked’ ob¢as je prirodzenejsie aproximovat’ ich trigono-
metrickymi polynémami (koneénymi Fourierovymi radmi).

Zlozené lichobeznikové pravidlo je v skutoc¢nosti optimédlnou formulou typu
Gaussovskej integracie zalozenej na trigonometrickej aproximécii. Vysledkom je
rychlejsia konvergencia, nez l'ubovolnd mocnina h ak sa pouziji na periodickui
analyticki funkciu cez ndsobok poriédy, tak pre tento dovod sa pouzije vypocet
Fourierovych koeficientov.

Aby sme ilustrovali pristup pouzivany na ziskanie integra¢nej formuly tohto
typu uvazujme najjednoduchsiu situdciu, pre ktori n = 2, t.j. pouzijeme iba dva
testové body r1 a 19 s —1 < 71 < x5 < 1 a integracnd formula bude mat tvar

1
f(x)dz ~ w1 f(21) +wo f(z2).
-1

V tejto etape si hodnoty dvoch testovacich bodov x; a x5 nezndme, podobne ako
¢isla wy a wg, ktoré sa nazyvaju vahy pre integra¢nu formulu v tychto testovacich
bodoch. Na urcenie tychto styroch ¢isel zavedieme poziadavku, ze tdto formula
bude presnd, ak f(x) je 'ubovolny polyném stupia 2n — 1 = 3, alebo mensi. Nech
f(x) je kubicky polyném f(z) = ¢y + 1 + cox® + c32®, v ktorom s koeficienty
Co, C1, C2, c3 I'ubovol'né. Aby bola integracia presnd, ¢isla x1, zo,w; a wy musia byt’
také, ze

f_ll(co + 17 + 2 + czx3)dx =
= wy (co + 171 + 212 + c373) + wo (co + 172 + 273 + c373) .

Vypocitanim integralu nalavo a porovnanim dostaneme:
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(koeficient cp) : wy + wy = f_ll dr =2

(koef ficient c1) : w1z + woxe = f_ll xdr =0
(koef ficient co) : wix? + wowl = f L aidr =
(koef ficient cs) : wya + wyad = [ L aidr = 0.

Existuje jediné riesenie: z; = \_/—%,mg = \/Lg,wl =1awy =1. Teda ak n = 2,
mame:

testovacie body w7 = —\/Lg, Ty = \/L?

vihy wy = 1,ws = 1, teda extrémne jednoduchd dvojbodové integraénd for-
mula déva presny vysledok ak f(z) je polyném stupria 3 alebo menej, potom

S f@yde = 1 (=) + 7 (&

Ak tento pristup rozsirime na n bodov, skiumanie derivicie formuly ukazuje ze
testové body x1, 23, ..., T, st jednoducho n koreriov Legendrovho polynému P, (x) =
0 stupna n, s odpovedajicimi vahami w; v x; danymi w; 2[1(3( 31) , pre ¢ =

1,2, ...,n. V8eobecnd integra¢né formula zahrniujica n bodov bude

/}mwzimmw

a tieto vysledky sa nazyvajui Gaussova integracnd formula, alebo Gauss—Legendrove
integracné formuly. Mozno ukdzat, ze zvySok Gauss—Legendrovych integra¢nych
formul, ktory musime dodat’ na pravi stranu posledného vysledku, aby bol presny
pre kazdiu funkciu f(z) so spojitou derivéciou f@"(z) je R, = % F@m(g),
pre nejaké nezndame &, také ze —1 < £ < 1. Zoznam Gaussovych testovacich bodov
x; a ich odpovedajice vahy w; je dand v tabulke, pre n = 2,3,4,5,10,16. Ako by
sme mohli ocakdvat’ ak f(z) je l'ubovolny polyném stupria 2n — 1 chyba vyrazu
v Gaussovej integrécii je R, = 0, potvrdzujica, ze v tomto pripade je vysledok
presny.

Gaussovské vzorkovacie body a véhy.
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16

6
7
8
9
10
11
12
13
14

15
16

PO 00 IO U W R U W R W R WN DN .

U W N~

0

Z;

—0.5773502692

0.5773502692

—0.7745966692

0.0000000000
0.7745966692

—0.8611363115
—0.3399810436

0.3399810436
0.8611363115

—0.9061798459
—0.5384693101

0.0000000000
0.5384693101
0.9061798459

—0.9739065285
—0.8650633667
—0.6794095683
—0.4333953941
—0.1488743390

0.1488743390
0.4333953941
0.6794095683
0.8650633667
0.9739065285

—0.9894009350
—0.9445750231
—0.8656312024
—0.7554044084
—0.6178762444

Wy
1.0000000000
1.0000000000
0.5555555556
0.8888888889
0.5555555556
0.3478548451
0.6521451548
0.6521451548
0.3478548451
0.2369268851
0.4786286705
0.5688888889
0.4786286705
0.2369268851
0.0666713443
0.1494513492
0.2190863625
0.2692667193
0.2955242247
0.2955242247
0.2692667193
0.2190863625
0.1494513492
0.0666713443
0.0271524594
0.0622535230
0.0951585117
0.1246289713
0.1495959888

—0.4580167777 0.1691565194
—0.2816035508 0.1826034150
—0.0950125098 0.1894506105

0.0950125098
0.2816035508
0.4580167777
0.6178762444
0.7554044084
0.8656312024
0.9445750231
0.9894009350

0.1894506105
0.1826034150
0.1691565194
0.1495959888
0.1246289713
0.0951585117
0.0622535239
0.0271524594

29

Zdanlivé obmedzenie integralu na $tandardny interval —1 < x < 1 nie je

b
dolezité, pretoze ak interval v integrédle je I = / f(z)dz, kde a a b si konecné,

jednoduchd zémena premennych z = 1(b+ a) + (b — a)u zmen{ integrél na I =
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1

bea / F(u)du, kde F(u) je funkcia f(z) po zdmene premennej. Presnost’ ziskame,
—1

ak pouzijeme n—bodovi Gaussovu integra¢ni formulu zdvisiacu od rozsahu, v

ktorom mozno integrand aproximovat’ polynémom stupina 2n — 1. Aby sme ilus-

trovali podstatu, aplikujeme pétbodovi formulu na nasledujtci integrél, pre ktory
vieme analytické rieSenie a pouzijeme ho na porovnavie:

I= /2 __9% __ oresin (1> — T 0.523599.
o (1—2a?)2 2 6

Zamena premennej r = }1(1 + u) zobrazuje interval 0 < x < % na interval —1 <

u < 1, po tejto substiticii
1
d
I :/ I
-1 (15 — 2u — u?)?

Polozime f(u) = m a aplikujeme péatbodovi Gaussovu formulu a dostaneme

I ~ 0.236927 f(—0.906180) + 0.478629 f (—0.538469) + 0.568889 f(0)+

+0.478629 f (0.538469) + 0.236927 f(0.906180) = 0.523599.

V tomto pripade numerickej aproximécie vidime presnost’ na Sest’ desatinnych mi-
est.

KIicovou myslienkou v modernej integrécii je adaptivny algoritmus. Znamend
to, ze chyba integralu vypocitand na intervale sa aproximuje porovnanim s vysled-
kom dosiahnutym inym pristupom. Tak chyba lichobeznikového pravidla moéze
byt’ odhadnutd porovnanim s vysledkom dosiahnutym Simpsonovym pravidlom.
Ak vysledok nie je dostatocne presny interval rozdelime na polovicu a dva inter-
valy si skiimané oddelene. Redukcia dizky intervalu vyznamne redukuje chybu.
Efekt rozpolenia intervalu redukuje chybu v polovici intervalu priblizne na osminu
povodnej chyby, teda pretoze operécia integrovania je linedrna , chyba na celom in-
tervale sa redukuje asi styrikrat. Ak tento argument rozsirime, a interval rozdelime
na mnoho casti, presné hodnoty sa na jednotlivych castiach s¢itaji a na celom
intervale dostaneme presnejsi vysledok s chybou takou istou ako na jednotlivom
parcidlnom intervale. Pri tomto pristupe sa aplikuji dve formuly s ¢o najvicsim
poc¢tom bodov. Tento pristup je vypoctovo icinny ak sa pouzije kombindcia li-
chobeznikového a Simpsonovho pravidla ¢o vidiet’ z faktu, ze na vypocet chyby je
nutny iba jeden extra vypocet. Moderné pristupy vyuzivajui Gaussovo pravidlo
vysokého stupna ako zdkladni formulu a §pecidlnu formulu omnoho vyssieho rddu
, ktord pouziva tol'’ko vypoctov funkcii kol’ko je moznych pre odhad chyby.
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Cvicenia.
Cvicenia v tomto odseku vyzaduji pouzit’ computer.

1. Pouzite zlozené Simpsonovo pravidlo s krokom dizky h = 0.5 na vypocet
3

I = /(2353 — 32% + 42 — 1)dx, a potom verifikujte presnym vypoctom.
1

2. Pouzite zlozené lichobeznikové pravidlo s krokom dizky h = 0.1 na vypocet
1

™
1

I = / Hd_“;% a odhadnite chybu. Porovnajte s presnym vysledkom [ =

0
Zopakujte vypocet pouzitim zlozeného Simpsonovho pravidla s rovnakym
krokom ale bez odhadu chyby.

3. Pouzite zlozené lichobeznikové a Simpsonovo pravidlo, kazdé s 10 podin-
tervalmi na odhad I = / Si%dx, a porovnajte vas vysledok s vysledkom

0
I = 1.851937, presnym na Sest’ desatinnych miest.

4. Pouzite zlozené lichobeznikové a Simpsonovo pravidlo, kazdé s krokom dizky
2

h = 0.2, na odhad [ = / r?e *dx, a porovnajte vas vysledok s analytickym

0
iesent 11 1
rieSsenim [ = 53 + 5 arctg 5 — 7.

5. Pouzite zlozené Simpsonovo pravidlo s dizkou kroku h = 0.4 na odhad I =

f26 ln(ﬁ%\@dx, a porovnajte svoj vysledok s vysledkom I = 0.596545, ktory

je presny na Sest’ desatinnych miest.

6. Pouzite zlozené lichobeznikové a Simpsonovo pravidlo, kazdé s krokom dizky
4

h = 0.2, na odhad I = / (1 — §)4 r2dz. Porovnajte vas vysledok s presnym

0
rieSenim, ktoré plynie zo vSeobecného vysledku

" T\ L4 1-2-3...n .
I<Z’”):/O (“H) S s Y Iy W i L

ktory plynie z definicie gamma funkcie lim,, ., I(z,n) = I'(z). Vysvetlite,
preco zamenou 4 za 50 v origindlnom integréle a vypocte vysledku pouzitim
zlozeného Simpsonovho pravidla s viacerymi deleniami pravdepodobne nevedie

k zlepseniu bohého odhadu, ktory it provides I'(3) = 2/

g
7. Besselova funkcia J; (z) m4 integrélnu reprezentéciu Ji (z) = 2 / sin(z cos ©) cos OdO.
0

Pouzitim zlozeného Simpsonovho pravidla s krokom diZky h = & odhadnite
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

J1(2), a porovnajte svoj vysledok s vysledkom J;(2) = 0.576725, ktory je
presny na Sest’ desatinnych miest

V cviceniach 8 az 10 pouzite integralnu reprezentéciu

Odhadnite J5(2) pouzitim zlozeného Simpsonovho pravidla s krokom dizky
h = %, a porovnajte vas vysledok s J(2) = 0.352834, ktord je presnd na Sest’
desatinnych miest.

Odhadnite J;(4) pouzitim zlozeného Simpsonovho pravidla s krokom dizky
h = {5, a porovnajte vds vysledok s J;(4) = —0.066043, ktord je presnd na
Sest’ desatinnych miest.

Odhadnite J3(4) pouzitim zlozeného Simpsonovho pravidla s krokom dizky
h = {5, a porovnajte vas vysledok s J3(4) = 0.430171, ktord je presnd na Sest’
desatinnych miest.

Modifikonanad Besselova funkcia [yp(x) ma integrélnu reprezentaciu lo(x) =

2 fog cosh(zsin©)dO. Pouzite zlozené Simpsonovo pravidlo s krokom dizky
h = {5, na odhad 1y(3.5), a porovnajte vds vysledok s Io(3.5) = 7.378203,
ktory je presny na Sest’ desatinnych miest.

Modifikonana Besselova funkcia /;(x) m4 integrélnu reprezentaciu [;(x) =
Z [ cosh(xsin®) (cos ©)? dO. Pouzite zlozené Simpsonovo pravidlo s krokom
dlzky h = Z, na odhad I;(3), a porovnajte vas vysledok s I;(3) = 3.953370,

167
ktory je presny na Sest’ desatinnych miest.

V cviceniach 13 a 16 pouzite 3,5, a 10 bodové Gaussove formuly na odhad
daného integrédlu a vysledky porovnajte s presnou hodnotou.

I = fo%ﬂ cos xdx. Presnd hodnota je [ = —1.

I = fog e~ " cosxdx. Presnd hodnota na Sest’ desatinnych miest je [ = %[1 +
exp(—%)] = 0.603940.

Pouzite 10-bodovi Gaussovu formulu na odhad hodnoty konvergenndho nevlast-

1
ného integralu [ = f02 dt__ Porovnajte vysledok s presnou hodnotou na

(1—4x2)2
Sest’ desatinnych miest [ = 7 = 0.785398.

Pouzite 10-bodovi Gaussovu formulu na odhad hodnoty konvergenndho nevlast-

ného integrilu I = fog ‘ﬁfdm. Porovnajte vysledok s presnou hodnotou na

Sest’ desatinnych miest [ = 2.753142.
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Numerické rieSenie ststav linedrnych rovnic.

Ukazeme dva pristupy k rieSeniu ststav n nehomogénnych linedrnych rovnic s n
nezndmymi i, To, ..., T, a oba si dolezité. Tieto metddy s roznymi zjemneniami
mozno najst’ vo vicsine softvéroych balikov linedrnej algebry. Prva metéda zahina
postupni elimindciu nezndmych je priamy typ, v ktorom riesenie dostaneme po
systematickom eliminovani n — 1 z n nezndmych, aby sme nasli z,.Proces spét-
nej substiticie sa pouzije na ndjdenie zostavajicich nezndmych v opacnom poradi
Tpn_1,Tn_2,...,21. Tato metéda moze byt pouzitd aj ked’ pocet rovnic nie je rovny
poctu nezndmych, ked’ ¢o sa tiez ukdze automaticky, ak je systém inkonzistentny.
Druhd metéda je svojou povahou takd istd ako prva s vynimkou cesty v ktorej
detaily elimina¢ného procesu si zaznamenané aby dovolili riesit’ viac nez jeden
systém rovnic s tou istou maticou koeficientov. Aplikuje sa na systémy v ktorych
sa pocet rovnic rovnd poctu nezndmych. Pristup je taky, ze sa pokisame fak-
torizovat’ maticu koeficientov A v systéme Ax = b na sic¢in PA = LU, kde L je
dolnd trojuholnikovd matica s 1— kami na svojej hlavnej diagondle, U je hornd tro-
juholnikovd matica a P je permutac¢nd matica, dovod vysvetlime neskér. Metéda
pouziva tito faktorizdciu na urcenie rieSenia - vektora x. Zlyhanie metédy ukdze,
ze tato faktorizdcia naznacuje, ze A je singuldrna, teda jeden alebo viac jej riadkov
st linedrne zavislé od ostatnych riadkov.

Druhy typ pristupu je iterativny, a aplikuje sa iba na ststavu n nehomogénnych
rovnic s n nezndmymi x1, Ts, ..., T,. Metddy startuji s I'ubovolnou aproximéciou
29 vektora riesenia z, a tento je iterovany takym spoésobom, Ze to vedie ku postup-
nym zlepsujicim sa aproximaciam ..., @ 20+ riegenia x. The itera¢ny proces
konéi po N iterdcidch, pokial’ dve po sebe idice postupné iteracie (V-1 and z(N)
vytvoria aproximacie xiN_l) az xZ(N nezndamej x;, pre : = 1,2, ..., n, sa lisia o menej
ako predpfsand hodnota ¢ > 0, ktori nazyvame tolerancia. Konecnd iterdcia sa
berie ako rieSenie sustavy rovnic s vybranou toleranciou. Pocet iterdcii nutnych
na to, aby sme dostali takito aproximdaciu vektora rieSeni nie je urceny, pretoze
zavisi od Struktiry rovnic, zvolenej iteracnej schémy a tolerancie. Ako vsetky
metédy priameho typu si v zmysle odvodené od standardného Gaussovho elim-
ina¢ného procesu, je potrebné popisat’ tento proces detailne. Neskdr pontikneme
modifikdciu procesu aby sme zarucili, ze eliminac¢na procedira neprekroc¢i toleran-
ciu v iterdcidach nutni aby hrubé (round-off) chyby boli minimalizované. Druha
priama metéda zachovava informécie obsiahnuté v Gaussovom elimina¢nom pro-
cese a pouzije ich na odvodenie factorizdcie PA = LU, po ktorej sa vysledok pouzije
na rieSenie sustavy Ax = b. Tdto metéda je vhodnd ked’ sa pozadujui riesenia stis-
tavy Ax = b pre postupnost’ nehomogénnych vektorov b zatial’ ¢o koeficienty matice
A zostdvaji nezmenené. Toto sa moze stat’ napriklad pri analyze sil v struktire
vd’aka zmendm v zatazeni, kde matica A reprezentuje struktiru, ktord zostava
rovnakd, zatial ¢o zatazenie reprezentujice vektorom b sa opakovane meni. 7
mnozstva roznych itera¢nych schém ktoré si k dispozicii, popiseme iba Jacobiho
a Gauss—Seidel schémy. Tieto su $iroko pouzivané aj ked’ z inych dovodov a si
aplikovatel'né na systémy rovnic, ktoré majui vlastnost’ nazyvand diagondlna dom-
inancia. Iteracné metédy sa pouzijui, ked pracujeme s velkymi maticami, kde sa
casto stdva, ze matica obsahuje mnoho nulovych prvkov, ktoré sa casto vyskytuju
na vedlajsich diagondlach rovnobeznych s hlavnou diagondlou matice A. Matice
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tohto typu nazyvame sparse matrices (riedke matice), a vyskytuji sa pri riesenf
parcidlnych diferencidlnych rovnic splinovou interpoldciou a v mnohych inych ap-
likaciach.

Gaussova elimindcia.

Predpokladame, ze sistava rovnic, ktord méme riesit’ ma tvar

Az =D, ((25))
Ak (25) prepiseme explicitne méme
@11 Aaiz2 -+ Aip T by
Q21 Q22 *-°  Q2n X2 by

=1 . ((26))
Ap1 Ap2 - Qpp Tn, bn

Vieme, ze (26), alebo (25), m4 jediné riesenie ak hodnost’ matice A sa rovnd hod-
nosti rozgirenej matice [A|b] a obe si rovné n. Ale potreba ndjst’ iny sposob vypoctu
x pochadza z faktu, Ze rieSenia pomocou inverznej matice si nepraktické pre n
vel'ké, kvoli mnozstvu tloh pri vypoéte A1, V oboch poéftacovom aj ruénom
pocitani nasledujica plnd matica v (26) je skratend na rozsirenti maticu a vypocty
sa potom realizuji na jej prvkoch. Rozsirend matica odpovedajica (26) je

a1 @iz o G, by
Az Gz -+ G2y bo

((27))
Qp1 Qp2 " Qpn bn

V tomto skrdtenom zdapise koeficientov 1, x», ..., x,, v kazdej rovnici su identifiko-
vané ich poziciou v matici, teda koeficient x; je aq1, zatial’ ¢o koeficient x5 v n—tej
rovnici je a,qo. Pretoze jednotlivé rovnice mozu byt ndsobené k, a ndsobok rovnice
mozme pricitat’ k inej rovnici, vSetko bez zmeny rieSenia, ¢o implikuje, ze tieto
isté operdcie mozme urobit’ na matici (27). Zékladny Gaussov elimina¢ny proces
pouziva tieto vlastnosti. Prvy krok Gaussovho elimina¢ného procesu zahfiia pre-
poklad aq; # 0, ndsobiac prvy riadok “ﬁ a odc¢itanim vysledku od druhého riadku,
ak sa jeho prvy prvok stane nulou. Nasledujuci krok je ndsobit’ prvy riadok £ a
odcitat’ vysledok od tretieho riadku, v ktorom bude jeho prvy vstup nula. Opako-
vanie tohto procesu n — 1 krat zakon¢uje prvi fazu procesu, po ktorej vsetky prvky
pod aj; sd nuly, ¢o sposobi, ze (27) bude

I
0 a212 a21z bzl
O ((28))
0 o o al) b

kde a(l) a b(l) reprezentuje modifikované prvky a;; a b; po odéitani ndsobku
odpovedaguceho prvku v prvom riadku. Druhd etapa elimina¢ného procesu za-
hfnia predpoklad, a22 # 0, od¢itanfm vhodnych ndsobkov modifikovaného druhého
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riadku v (28) od n — 2 riadkov pod dostaneme vsetky prvky v stipci pod aélg)
nulové. Pokracovnie tohto procesu predpokladajic ze ziadny prvok pouzity na
elimindciu prvkov pod nim nie je nula, vedie nakoniec k tomu, Ze vsetky prvky
pod vedtcimi diagondlnymi prvkami prvych n stipcov modifikovaného rozsireného
pol’a bude nula, teda kone¢né rozsirené pole bude

R
0 a212 a2}1 bzl

. b ((29))
0 0 - o pnb

Riesenie potom najdeme procesom nazvanym spitnd substiticia, ktord startuje z

posledného riadku v (29), ¢o je ekvivalentné s rovnicou a Vg, =Y 7 ktorej
plynie, ze
In = 9y ((30))

nn

Druhy riadok odspodu v (29) je ekvivalenty s rovnicou

n—2 n—2 n—2
7(171,7)171%1—1]' + av(lflﬂ)lxn = b7(171 )a ((31))

a
odkial’ x, 1 ndjdeme po substiticii hodnoty x, néjdenej v (30). Pokracovanie
tymto spésobom zaruci, ze vsetky prvky xq, xs, ..., x, riesenia x ndjdeme v opa¢nom
poradi x,,x,_1,...,x1. Prvky all,a%), ..., Gnn  pouzité na redukciu koeficientov
matice A do dolnej trojuholnikovej matice z prvych n stipcov (29) sa nazyvaju
pivoty Gaussovej elimindcie a riadok obsahujici pivot sa nazyva pivotny riadok.
Toto kompletizuje zdkladny Gaussov eliminaény proces. Je jasné ak v r— tom
kroku procesu dostaneme riadok nil v modifikovanej matici koeficientov A, ale
modifikovany r—ty prvok v nehomogénnom vektore b je nenulovy, sistava rovnic
je nekompatibilnd a ziadne rieSenie neexistuje. Ak vsak v r—tom kroku elimi-
nacného procesu dostaneme nulovy riadok v modifikovanej matici koeficientov A,
a modifikovany r—ty prvok v nehomogénnom vektore je tiez nula, potom r—té
rovnica je linedrne zavisla od prvych r — 1 rovnic, teda riesenie nemoze byt jediné.
Tazkost' nastava ak v I'ubovolnom kroku procesu pivot v m—tej pozicii na hlavnej
diagondle modifikovanej matice A bude nula, podobne ako sa stane na starte ak
a1; = 0. Ak by sa to stalo, tazkost’ mozno prekonat’ zémenou poradia ridkov aby
sme dostali nenulovy prvok na poziciu pivota. Chyby v eliminatnom procese mozu
nastat’ ak vel'mi malé pivoty sa pouziji na redukciu nulovych prvkov v stipcoch pod
ak su tieto znacne vicsie, Comu treba zabranit. Ak poradie rovnic musi byt zme-
nené bez zmeny rieSenia, tato nevyhoda sa dé odstranit’ nasledovne: ak v m—tom
kroku z ostatnych riadkov m—ty na n—ty je vybrany a obsahuje jeden z prvkov s
vicsou hodnotou sa vyberie ako prvok s najviicsou vel'’kostou v m—tom stipci.Tento
riadok sa potom posunie nahor aby vytvoril novy m—ty riadok po ktorom elimi-
nacny proces pokracuje ako predtym. Tento proces nazyvame Gaussova elimindcia
s parcidlnym pivotingom, a je Standardnou stcastou softvérov. Lahko vidiet, ze
podobni metédu mozno pouzit), ak sa pocet rovnic nerovnéd poc¢tu neznamych. Po-
tom ndjdeme modifikovani rozsirend maticu a zistime , ¢i sustava nemad rieSenie,
m4 jediné rieSenie, alebo viac rieSeni zdvisiacich od parametrov. Aj ked det A v
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G.E.M. nevyzadujeme pretoze proces redukuje origindlne koeficienty matice A na
ucinny sposob G.E.M. det A dolnej trojuholnikovej matice

(2)

det A = ana%)a33 ~.an=h

'mn ?

((32))

a je to tdto metdda, ktord sa pouziva v softwarovych programoch na hl'adanie
det A, aby sme sa vyhli mnohondsobnému ¢as Zericemu ndsobeniu pri vypocte

kofaktorov.

Example 18 Riesme nasledujicu siustavu rovnic Gaussovou elimindciou:

2x7 —2x9 +3x3 +4xry = —18
4r1  +x9 —x3 +2r4y = -—11
T —X2 —XT3 +5l’4 =-26
2[E1 —35(32 +2!E3 —XT4 =-3

Pouzite (32) na vypocet determinantu koeficientov matice A.

Solution 19 Rozsirend matica sustavy:

2 -2 3 4 18
4 1 -1 2 -—-11
1 -1 -1 5 -=26
2 -3 2 -1 =3

Pomocou a1 = 2 sa zbavime prvkov v prvom st?pcz’ pod.

2 -2 3 4 -18

0 5 -7 —6 25

0o 0 -2 3 -17

0 -1 -1 -5 15
Podobne s pivotom 5:

2 -2 3 4 —18

0 5 -7 —6 25

0o 0 -2 3 -17

D) 31

0 0 —% —% 20
Pokracujeme s —’75 az dostaneme:

2 -2 3 4 —18

0 5 -7 —6 25

o 0 -5 3 -17

o0 o % %
Spdtnou substiticoiu dostaneme riesenie: —%7:154 = %, teda x4 = —4, podobne

z —gxg + 3x4 = —17, mdme x3 =

2. Pokracujic podobne dostaneme x4 = 3 a

x1 = —1. Poznamenagme, Ze Ziadny pivot nebol dost' maly a parcidlny pivoting nebol
potrebny. det A dostaneme priamo z (32): det A=2-5-( =3) . (=2I) = 277.
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LU faktorizacia.

Nech A je nesinguldrna matica typu nxn v sistave Az = b, ktord sa d4 faktorizovat’
ako sucin A = LU, kde L je dolnd trojuholnikovd matica typu n xn s 1—kami na jej
hlavnej diagondle a U je hornd trojuholnikovd matica typu n x n. Metéda riesenia
stustavy rovnic Ax = b sa redukuje na hl'adanie stipcového vektora y takého, ze
je rieSenfm Ly = b, a potom urcenia x zo sustavy rovnic Uz = y. Vyhodou tohto
pristupu je, ze ak uz raz mame L a U, prvky vektora y ndjdeme spétnou substiti-
ciou, po ktorej prvky vektora z vypocitame opéit spitnou substiticiou. Ako sme uz
poznamenali, tento pristup je vel'mi i¢inny, ked’ sustavu Az = b riesime opakovane
s tou istou maticou A, ale s réznymi nehomogénnymi vektormi b. Je to preto, lebo
L a U zostani nezmenené, teda aj vektor rieSenia x modzeme ndajst’ iba pouzitim
nésobenia vektora b, a znamej faktorizacie A. Poznamenajme, ze bez riadkovych
permutécii nemusi byt mozné faktorizovat’ nesinguldrnu maticu. Vsetky informaécie
nutné pre faktorizdciu A na sicin A = LU su obsiahnuté v Gaussovej eliminécii,
teda najpriamejsia forma LU faktorizacie, v ktorej pouzijeme parcidlny pivoting
nie je nutnd a ukdzeme ju na predoslom priklade. Budeme faktorizovat maticu A
z predoslého prikladu, a potom vysledok pouzijeme na rieSenie sistavy rovnic v
tomto priklade.

Ked’ sme pouzili prvi etapu Gaussovej elimindcie na matici A v priklade 2 krat
riadok 1 bol od¢itany od riadku 2, % riadku 1 bola odéitand od riadku 3, a 1 krat
riadok 1 bol odé¢itany od riadku 4, ¢o sposobilo zmenu matice

2 =2 3 4 2 =2 3 4
4 1 -1 2 ) 0 5 -7 —6
A= 1 _1 -1 5 na maticu A; = 0 0 _g 5
2 -3 2 -1 0O -1 -1 -5

Ak reprezentujeme elementarne riadkové operacie pomocou prengsobeni A maticou
M, mozme to zapisat! M1 A = Ay, kde

1 000
-2 100
M, =
-2 010
-1 001

Aplikiciou druhej etapy GEM na A, %1 krat riadok 2 bol odpoéitany od riadku
4, ¢o sposobilo maticu As, tvaru

2 -2 3 4
0 5 -7 —6

A2_00—g 3 |
00 % -

My =

o O O =
ul= O =
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Nakoniec ak v poslednej etape GEM was applied to matrix As, % krat riadok 3
bol odéitany od riadku 4 dostali sme horni trojuholnikovi maticu

2 -2 3 4
0 5 -7 —6
=19 o -3 3

00 o0 %

25
¢o v reCi ndsobenia matic zapiSeme ako MszAs = Az, alebo M3zMsM A = Az, kde

10 0 0
01 0 0
M3_0010
0 0 —2 1

25
Tak méme A; = U je hornd trojuholnikovd matica a ukézali sme, ze M3MyM A =
U, s

5

0o -2 3 |’
o0 0 -2

ateda A = M; ' M, ' M;'U. Dokézali sme faktorizovat’ A a ak ukdzeme, ze M, ' My ' My !

je dolnd trojuholnikovd matica pozadovaného typu. Aby sme to dosiahli pozna-

menajme, ze Specidlna $truktira matic M;, for i = 1,2,3 je takd, ze z definicie

inverznej matice pomocou jej kofaktorov, inverzni maticu M; ' dostaneme priamo

z matice M; zmenou znamienka prvkov v jej :— tom stipei, ktoré lezia pod prvkom

1, tak bez d’alsich vypoctov mame

1 0 0
g1 0 1 0

— o= DN =
O O = O
o= O O
_ o O O
SO = O O
_— o O O

o O =
O O = O
_ o O O

2

4
0 — 25

)

1
5
Struktiira tychto matic dovol'uje zapisat ich sti¢in ihned’, pretoze i—ty stipec stcinu
matic je jednoducho i—ty stlpec matice M;, teda

1 0 0 O
el 2 1 0 0
MMM = 1o 10
1 -1 21
Je to dolnd trojuholnikovd matica pozadovaného tvaru, teda
1 0 0 0
2 1 0 0
L= % 0O 1 0}’
4
1 -1 21
a faktorizovany tvar A je
1 0 0 0 2 -2 3 4
2 1 0 0 0O 5 -7 -6
A=LU= % 0 1 0 0 0 -2 3
4
1 -+ 21/\0 0 0 -%
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Pouzit' L a U na riesnie sustavy z prikladu, musime najprv riesit’ sistavu Ly = b,
kde b = [—18,—11, —26, —3]". Je to ststava

1 0 0 0 Y1 —18
2 1 0 0 yp | | —11
: 01 2)14 0] | wys —26 |’
from which we see that y; = —18, and forward substitution then shows 1y, =
25,y3 = —17 a yy = %. Prvky w1, z9, x3, 14 rieSenia x teraz dostaneme rieSenim
ststavy Uz =y :
2 -2 3 4 1 —18
0O 5 -7 —6 zo | | 25
0o 0 -2 3 zy | | 17
227 908
Odkial’ 4 = —4, a spidtnou substiticiou dostaneme x3 = 2,29 = —3,27 = —1, a

sustava je vyrieSend.
LU factorizagny algoritmus.

Faktorizdciu nesinguldrnej matice A typu n X n na siuc¢in A = LU, kde L je dolnd
troluholnikovd matica s 1—kami na hlavnej diagondle a U je horné trojuholnikova
matica mozno urobit’ nasledovne:

1. Maticu U dostaneme aplikdciou GEM na riadky A a tym ju zredukujeme na
horni trojuholnikovi maticu.

2. V i—tej etape GEM v kroku 1 a v i—tom stipci nech m;; je ndsobok ¢—teho
prvku ktory mé byt od¢itany od j—teho prvku, aby sa redukoval j—ty prvok na
nulu. Potom matica L je dand

1 0 0 0 0 0

mo1 1 0 0 0 0

L =1 m3s ma3 1 0 0 0
1 .

Mp1 Mp2 Mp3 Mpg - Mpp-1 1

Example 20 Aplikujte LU faktorizaény algoritmus na urcenie matice L v pre-
doslom priklade.

Solution 21 Skimanim GEM procesu v predoslom priklade ukazuje v prvom kroku
Mo = 2,M31 = %,mu = 1, a v druhom kroku mgy = 0,myy = —=

-1
poslednom kroku myz = g—g, tak z algoritmu

zatial ¢o v

~

I
=N =
o = O
B~ o o
_ o O O

Tt
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Jacobiho itera¢ny proces.

Odvodit Jacobiho iteracény proces, jednotlivé rovnice v (26) preformulujeme do
tvaru

. (b1 — a1279 — a13T3 — -+ — A1,Ty)

I =
a11

T = (b2 — 211 — A23T3 — *** — a2n$n) ((33))
a2

__(bn'_ Ap1T1 — Qp2Zo — _'annflxnfl>

Ty =

@nn

Jacobiho itera¢ny proces dostanen%e) zZ (tc))hto V(yj]adrema ak definujeme r—tui

aproximaciu riesenia, ktord oznac¢ime x; ', x5, ..., T, , pomocou (r — 1)—vej aprox-
imaécie xg 2 :L’g 1), e xg_l) , pomocou rovnic Jacobiho itera¢nej metédy
T TR o
! a1l
r (52 - a21$(7ﬂ71) - CLzleér - &2n337(zr 1))
zy) = 1 ((39))
a22
r—1 r—1 r—1
o (b —ama ™ — a2l — o — a2 )
x, =
ann
Iteracia startuje nejakym zaciatoénym vyberom xg ), xéo), ey 9:7(10), typicky
( ) = =1,z ( ) =1,.., 7(10) = 1. Itera¢ny proces pokracuje pokial’ pre nejaké r

d1ferenc1a med21 odpvedajucimi prvkami (r—1)—vej a r—tej iterdcie: ‘xzm — x?"*”

Y

pre ¢ = 1,2,...,n je menSia nez dopredu stanovend tolerancia ¢ > 0, teda

:EET) — xgr_l)‘ <e, pre i=1,2,..,n. ((35))
Toto je naJ ednoduchsm z mnohych podmienok konvergencie iteracného procesu.
Hodnoty x{" ,x2 ,...,mnr ziskané z r—tej iterdcie v ktorej si splnené podmienky
(35) prvy krét st povazované za rieSenie xq, Za, ..., I, v tolerancii e. Treba pozna-
menat’, ze Jacobiho iteracny proces je itera¢ny proces pevného bodu pre ststavy
linedrnych rovnic. Aj ked’ to nebudeme dokazovat, postacujicou podmienkou kon-
vergencie Jacobiho iteracného procesu pre I'ubovolny vyber azg ), xgo), e x%o) je, ze
sustava (26) je diagondlne dominantd, ¢o znamend, ze v kazdom riadku su koe-
ficienty diagondlnej dominancie matice A, t.j. velkost’ prvkov leziacich na hlavnej
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diagondle presahuje stucet vel’kosti ostatnych prvkov v riadku. Teda matica A bude
diagondlne dominantnd ak

laii| > lain| + |a] + -+ + |ai—1| + |ais1] + -+ |ai|, prei =1,2,...,n ((36))

Overenie rovnic v (34) ukazuje, ze Jacobiho metéda zlyhd, ak sa pouziju bezné
aproximécie ako si generované. Toto je vidiet’ v druhej rovnici, kde lepsi odhad
2" najdeny ' i oze byt pouzity i h (r=1) -

1 jdeny z prvej rovnice moze byt pouzity namiesto odhadu z; /. Postupu
jic takymto sposobom ak v kazdej rovnici vzdy pouzijeme bezne dostupny odhad,
povedie to ku Gauss—Seidel itera¢nému procesu definovanému Gauss—Seidel iterac-
nou metédou

2\ — by — am:é”” — a13x§7’*1) _—— alnxg”*l)
1 a1
r by — ama™ — aoar™ Y Ly nmgfl)
Ig) — 2 2141 233 9 ((37))
22
27 = by — (131555” - G32xg) — = agnx(rfl)
’ a33
x(?”) _ bn - anlxgr) — anQ:L‘gr) e — ann71$521

Postacujiica podmienka pre konvergenciu Gauss—Seidel procesu je taka istd ako
pre Jacobiho proces, a to, ze A je diagondlne dominanta. Ostatné podmienky kon-
vergencie iteracného procesu mozme odvodit’ v re¢i magnitidy najvicsej vlastnej
hodnoty A, ktord nazyvame spektralny polomer, ale spektrédlny polomer ako tito
vlastni hodnotu je tazké vypocitat, ked’ je pocet rovnic n velky, také vysledky
majui najmé teoretickd dolezitost. Ak iteraény proces diverguje, postupné iteracie
zvyCajne menia znamienko a ich velkost’ rastie bez ohranicenia. V softwarovych
programoch byva kontrola ohl'adne chovania postupnych iterdcii a ak sa zisti di-
vergencia, pocita¢ o tomto podd odkaz a ukonéi vypocet.

Example 22 PouZite Gaussov—Seidelov iteratny proces a ndjdite rieSenie nasle-
dugiicej sustavy rovnic:

1.2y +4.4xy —1923 = —4.2
Solution 23 Aplikdcia testu diagondlnej dominancie v (36) ukazuje, Ze iba tretia

rovnica vyhovuje podmienkam, pretoze |—6.3| > |—2.6] + |1.7|, ale [1.2| < |4.4] +
|—1.9] a |—1.3| < |5.1]| + |2.4|. Avsak ak v prvé dve rovnice vymenime, sistava sa
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stane diagondlne dominantou, teda ak pouzijeme Gauss—Seidelov iteratny proces
rovnice musia byt pouZité v nasledujicom poradi:

1227 4+4.4x9 —19x3 = —4.2
—2.6x7 +1.7z9 —6.3x3 =9.6

Z (37) Gauss—Seidelov iteraény proces pre tento systém rovnic bude:

L0 _ 27+ 1.325 Y — 2,445

! 5.1
L0 _ —42— 1.2¢7 + 1.925 Y
2 4.4
o _ 96+ 260y — 1703
5 —6.3
Vysledky Startujice z iterdcit x§°> = 93;0) = :cgo) =1 s v nasledujiicej tabulke a

hodnoty ziskané v 10 iterdcii mozZu byt porovnané s riesenim ziskanym G.E.M.:x, =
1.162946, x5 = —2.418817, x3 = —2.656452.
Pocet iterdcit
0 1 2 3 4 5

ry 1 0313726 1.229617 1.219913 1.175631 1.162857

ro 1 —0.608289 —2.074693 —2.406137 —2.430951 —2.422740

r3 1 —1.817425 —2.591108 —2.676541 —2.664962 —2.657887

6 7 8 9 10

rp  1.162621 1.162815 1.162924 1.162946 1.162947

Ty —2.419348 —2.418785 —2.418784 —2.418809 —2.418816

r3 —2.656461 —2.656389 —2.656434 —2.656450 —2.656452

Tieto wvysledky ukazuji konvergenciu iteracnej metddy ziskanej z diagondlne
dominantnej schémy oproti priamej metdde. Ak miesto iteraénej schémy vyjdeme
z origindlnej sustavy rovnic bez novej reformuldcie, potom by sme dostali nedi-
agondlne dominantny systém, ktory vedie na divergentny systém.

fL'(T) _ 4-274.4:1:(27’_1)+1.9ng—1)
1 = 12
(N —27-512" "D 242V
2 13
21— 9.6+2.6" "V _1.72{ 1)
3 6.3
it A 2 ] 1 . 0 0 0
Pouzitim tejto schémy a startovacich bodov ako predtym :1:5 ) _ xé ) _ Ig ) _ 1,

dostaneme vyjsledok:
2V = 558333, 2! = —22.13462, 2" = —5.19241
2% = 69.43894, 22 = 260.75140, z{? = 40.18034
co jasne demonstruje divergenciu nediagondlne dominantnej schémy .

Ako sa tieto dve itera¢né metédy pouzivajui? Gauss—Seidel metéda sa pouziva
hlavne v computerovych vypoétoch ako predchddzajica podmienka (predpoklad)
pre viac rozvinuté schémy, kde jej pouzitie beznych aproximécii v kazdom kroku
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vyzaduje iba polovicu paméti ako ako Jacobiho metéda. Jacobiho schémy sa pouzi-
vaju extenzivne na budovanie blokov v komplikovanejsich a netplnych itera¢nych
procedirach, ako predpokladany conjugovany gradient a multigrid metddy.

Zhrnutie: V roznych prikladoch sme videli, ze LU faktorizdcia n x n matice
A je moznd, iba ak det A = 0. Dve zdsadne odlisné typy metéd boli odvodené
na rieSenie sustav nehomogénnych linedrnych rovnic, prva priama, druhd iteracn4.
Dve priame metédy boli Gaussova elimindcia a z nej odvodend LU faktorizacia.
Ostatné metdédy vratane itera¢nych startovali z 'ubovolnych zaciatoénych aprox-
imécif a konvergovali k pozadovanému rieSeniu v rdmci predpisane]j tolerancie, za
predpokladu diagondlnej dominancie.
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Cvicenia.
V cviceniach 1. - 4. a) rieste sdstavu rovnic pouzitim Gaussovej eliminacnej
metédy, b) porovnajte vysledok s a) s tou, ktori dostanete riesenim stustavy
Gaussovou -Seidelovou metédou so startovacou hodnotou x§°> = a:éo) = xgo) =1a
urobte 10 iterdcii.
1. 4721 +1.3x9 — 1.623 = 1.3
1 —4.1zs + 1123 =4.6
2.1x1 + 1.429 + 6.223 = 5.2.
3.2x1 + 1.229 + 1423 = —4.2.
1.8x7 — 2.929 + 6.203 = —4.2.
. 6201 — 2219 + 3. 123 = —2.6
—1.6131 + 19562 + 84LE3 =-2.6
2.3!171 — 84.772 + 321’3 =6.5.
. Redlna n x n symetrickd matica H, s prvkami h;; = m v ¢—tom ri-

adku a j—teho stipca sa nazyva Hilbertova matica, a jeho determinant sa
rychlo stdva vel'mi malym ako n rastie. Matice tohto typu sa nazyvajui zle
podmienené a ked’ sa zle podmienené matice stani maticami koeficientov sis-
tavy linedrnych rovnic, nastavajui vel'’ké chyby aj ked’ sa vypocty vykondvajui
s pouzitim vel'kej presnosti. Rozvoj vel'mi malych determinantov Hilbertovej

matice mozno vidiet’ napriklad ak n = 4, pretoze
1

11
L1
Hy=|[% % 1 3% adetH;;zW.
IS
4 5 6 7
Ak zlomky v matici neaproximujeme, presné rieSenie sustavy rovnic
I % N\ [ 1
pita||=]3
i\
i 5 6 7/ \! 4
bude z; = —64, x5 = 900,23 = —2520, x4 = 1820. Typicky zle podmienena

matica sa vyskytuje v pripade aproximécie metédou najmensich stvorcov a
ortogonalizdciou. Demonstrujte chyby, ktoré sa vyskytni, ked sa pouzije
Gaussova elimindcia na rieSenie sistavy rovnic a vypocty sa zaokrihl'uji na
pét’ desatinnych miest. Pouzite G.E.M. na vypocet det Hy pracujic na pit’
desatinnych miest a porovnajte s hodnotou spravneho vysledku.



45

6. Pouzite Jacobiho a Gauss—Seidelove iterdcie na rieSenie sustavy —4.2x; +

10.

11.

12.

3.6I’1 + 92.172 — 311‘3 =-3.2

1.4I‘1 + 29I2 - 641‘3 = —12,

Startujic zo zaciatoCnej iterdcie xgo) = :pgo) = xéo) = 0 a vykonajte Sest’

iteracii. Porovnajte vysledky s presnym rieSsenim z; = —0.39101,2, =
—0.18938, z3 = 0.01615. Odvod’te iteraé¢ni schému ked’ rovnice preskupime

do nediagondlne dominantnej formy a pouzitim zaciatoénych hodnot xlo) =

xgo) = :Ugo) = 0 urobte tri iterdcie na demonstrovanie divergentnosti schémy.

V cviceniach 7 - 12 pouzite LU faktorizdciu na rieSenie sistavy rovnic Az = b
pre dané matice A a b.

-4 1 -1 3
A=(12 -1 5 |, b=|-2

-12 5 —4 2

-1 2 3 —5
A=|-5 7 16].,b=| 2

2 —10 —2 6

4 -1 -1 0
A=|-16 6 1 |,b=|6

-4 7 =9 —7

-5 =2 0 1
A=|[-15 =9 2|,b=|-2

0 —6 8 3

2 10 2 1

-1 010 2
A=1 4 323 =14

-2 0 8 1 4

3.0 1 -1 -2

6 -1 3 -3 3
A=13 1 0 17|
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Vlastné hodnoty a vlastné vektory.

Vlastnd hodnota a vlastny vektor sivisiaci s n x n maticou A bol definovany ako
¢islo A spliiajice maticovi rovnicu

Ax = Az, ((38))

a odpovedajici n x 1 vektor x sme definovali ako zodpovedajici vlastny vektor.
Priamo z (38) plynie, ze vlastny vektor z matice A odpovedajuci vlastnej hodnote
A mozno nésobit’ (skaldrom) t.j. nenulovym éislom k a stdle zostane vlastnym
vektorom, pretoze A(kx) = A(kz) je ekvivalentné s kAx = kAz, a skrtnutie skalara
k redukuje posledny vysledok na (38). Ked definujeme vlastné hodnoty a vlastné
vektory, vysledok (38) sa d4 napisat’ ako homogénny systém (A — Al)z = 0, a
vlastné hodnoty ndjdeme ako det(A — A\I) = 0, ¢o vedie k polynému P (\) stupna
n tvaru P(\) = A" + a A" ' 4+ agA""? + - - - + a,, ktory nazyvame charakteristicky
polyném A. Ak ndjdeme nulové body P(\) su to vlastné hodnoty Aj, Mg, ..., A,
matice A, a pridruzené vlastné vektory x1, s, ..., r,, dostaneme riesenim maticovej
rovnice

Az; = Nz, prei=1,2,....n. ((39))

Tento teoreticky pristup je vyhodny ak n < 3, pretoze vtedy nulové body P(\)
mozno ur¢it’ analyticky. Vo vsetkych ostatnych pripadoch je hl'adanie nulovych
bodov tazkou tlohou a aj ked’ si zndme presne, vel'ké chyby mdzeme urobit), ak ich
pouzijeme v (39) na vypocet prislusnych vlastnych vektorov. Vypoctovo efektivne
metédy na vypocet vlastnych hodnoét a vlastnych vektorov su k dispozicii v balikoch
pocitacovych algebier, ktoré neumoznuji najskor riesit’ charakteristickid rovnicu pre
vlastné hodnoty. Tieto si vhodné na hl'adanie redlnych a komplexnych vlasnych
hodnot vratane opakujucich sa vlastnych hodnét a odpovedajiicich vektorov. Kvoli
tomu jedind metdda, ktoru to popiseme bude mocninovd metéda, ktord je I'ahko
aplikovatel'nd a jej odvodenie je priame. Ale nie je to metdéda prakticky pouzitel'nd
okrem niektorych §pecidlnych situdcii. Odvodenie vyzaduje vsetky aby vlastné
hodnoty A boli usporiadané podl'a velkosti

[Ma] > Ao 2 [As] = - < Al ((40))

Ak méme vlastné hodnoty usporiadané, A\; s najvic¢sou vlastnou hodnotou sa
nazyva dominantng vlastnd hodnota matice A, a ostatné vlastné hodnoty As, A3, ..., A,
potom nazyvame subdominantné vlastné hodnoty. Lubovolny n prvkovy stipcovy
vektor Vieme, ze I'ubovolny n prvkovy stipcovy vektor vy mozno vyjadrit’ ako
linedrnu kombinéciu vlastnych vektorov xy, xs, ..., T,

Up = C1T1 + CaT2 + +* + Cplp, ((41))
pre nejaky vhodny vyber konstant ci,co, ..., c,. Mocninovd metéda pre sicasné
urcenie vlastnych hodnot a vlastnych vektorov A itera¢nou metédou a zahina
substiticiu v, = A"vg, ndsobenim (41) A", a pouzitim vysledkov (39) a (40). Pre
r=20,1,2,...,madme

v, = A" (121 + caxe + -+ + Cpy) =
= Cl)\;xl + CQA;J;Q + -+ Cn)\zxn - ((42))

= )\q {01$1+CQ <§—i> To+ -+ cCp <i\\—?> Z‘n}
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Usporiadanie vlastnych hodnot v (40) spdsobuje, ze faktory

) (as) )
() () (B) -0
pre rastiice 7, teda ak predpokladdme, ze c¢; # 0, pre dostato¢ne velké r rovnicu
(42) mozno aproximovat

Ty = )\;Cll’l. ((43))

Predpoklad, ze ¢; # 0 nie je restriktivny, pretoze ak je pravdivé zaokrihlenie
mozno ocakavat’ zavedenie komponenty v smere x1, teda aj ked’ konvergencia sa
bude oneskorovat, prakticky nastane. Vysledok (43) ukazuje, ze ak je r velké, v,
mozno vziat’ tak, aby bol imerny odpovedajiceho prvku vo v, a v,_; aproximuje
dominantu vlastmi hodnotu A;. Ak implementujeme mocninovi metédu prvky v,
mozu byt vel'mi vel'ké, alebo vel'mi malé, tak udrzat’ aby rozsah exponentov v stroji
nebol prekroceny, mozno vlastny vektor nechat’ skdlovany a stdle zostane vlastnym
vektorom. Mnoho normalizécii je mozné pouzit, ale najvyhodnejsia dovol'uje ziskat’
U,_1 2z v,_1 delenim kazdého prvku v,_; hodnotou «,_;, kde a,_; je prvok s na-
jviicsou magnitidou. Ako vysledok takejto normalizdcie v,_1 = «,_10,_1, a prvky
VO v,_1 S najviicsou magnitidou budid 1. Itera¢nd rovnica v, = Av,_; musi byt
zamenend za v, = Av,_; pre r = 1,2, ..., alebo ekvivalentne za

Upy1 = Av, pre r=0,1,.... ((44))

Substitticiou v,41 = q,410,41 v predoslom vztahu dava Av, = a,;10,41, teda ak
r bude velké a v, — v,11,, potom a,,1 — A1 & 0,1 — 21, normalizovany vlastny
vektor odpovedajici A;. Iteracny proces v (44) moze startovat’ s kazdym kons-
tantnym vektorom vy = [v1, Vg, ..., v,]T, Casto sa berie vg = [1,1,...,1]7. Rychlost’
konvergencie iteracif sa zrychl'uje ak |A;| > |\z|, ale konvergencia je vel'mi pomald
ak st [\| a |A\g| blizke.

Example 24 PouZitim mocninovej metddy ndjdite dominantni vlastni hodnotu
A1 a normalizovany vlastny vektor x1 ak

Solution 25 Pretoze je A symetrickd matica, jej vlastné hodnoty budi redlne, teda
je vhodné pouzit’ mocninovi metddu na urcenie vlastnych hodnit a vlastniych vek-
torov. Aby sme urcili dominantni vlastni hodnotu a jej odpovedajici vlastnij vektor
iteraéngj proces v, = Av,_1 bude Startovatvy = [1,1,1,1]7, a v nasledujiicej tabulke

. y i o : L ~ oy
1-ty prvok v, oznacime % g odpovedagici normalizovany i—ty prvok v, oznacime
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Iterdcie pouZitim v, = Av,
r-td iterdcta 0 1 2 3 4 5 6

o 18 7.375  7.35593 7.34334 7.35018 7.34608

@ 1 8 7375  7.33809 7.33642 7.33732 7.33674

e 17 6.375  6.35593 6.34569 6.35112 6.34783
0 e 1 6 55 547458 547006 547224 547091
T, 1 8 7375  7.35593 7.34334 7.35018 7.34608

e 11 1 1 1 1 1

v 11 1 0.99770 0.99906 0.99825 0.99873

@) 1 0.87500 0.86441 0.86406 0.86414 0.86408 0.86411

e 1 0.75000 0.74576 0.74424 0.74490 0.74450 0.74474

Iterdcie pouZitim v, = Av,

r-ta iterdcia 7 8 9 10

Y 7.34881 7.34748 7.34770 7.34756

P 7.33797 7.33695 7.33696 7.33695

e 6.35008 6.34896 6.34913 6.34902

o 5.47229 5.47137 5.47143 5.47135

a, 7.34881 7.34748 7.34770 7.34756

e 1 1 1 1

o 0.99852 0.99857 0.99854 0.99856

e 0.86410 0.86410 0.86410 0.86410

e 0.74465 0.74466 0.74465 0.74465

Toto ukazuje, ze po 10 iterdcidach aproximdcia \; stanovend a; je A\ =~ 7.34756, a
odpovedajici normalizovany vlastny vektor je 77 ~ [1,0.99856,0.86410, 0.74465]" .
Vypocet s pouzitim softwarového balitka ukazuje, ze aproximdcia na 5 desatinnych
miest ddva vysledok A\; = 7.34760 a v; = [1,0.99855,0.86410, 0.74465]" .

Rozna normalizécia, ktord sa casto pouziva dovoluje delenie vektora Eukli-
dovou normou vektora |ju| = (u + u2 + --- + u2)2, kde uy, us, ..., u, st prvky
vektora u. Euklidovskd norma je vhodnd ak pracujeme s vlastnymi hodnotami a
vlastnymi vektormi symetrickych matic, pretoze podiel odpovedajiceho vyrazu v
postupnych iterdcidch prepdokladd aproximécie vlastnej hodnoty vyssieho radu.
Metéda mocnin sa dé pouzit’ na hladanie vlastnej hodnoty A\, n X n matice A
s najmensou velkostou spolu s vlastnym vektorom. .Myslienka je jednoduchd a
je zalozend na fakte, ze ak A je nesinguldrna n X n matica s redlnymi vlastnymi
hodnotami A, Ao, ..., A,, potom st tieto riesenim Ax = Az. Pretoze je A nesin-
guldrna, m4 inverzni maticu A~!, a prendsobenim rovnice Az = Az maticou A~!
méme A7 Az = AA~'z, alebo A7'z = (5)x, ¢o znamend, Zze %1,%2,...,% su
vlastné hodnoty A~! a ze vlastny vektory odpovedajiice \; a /\i st identické. Teda
ak vlastné hodnoty usporiadame tak, ze [A;| > [Aa| > [As] = -+ > |A\u|, viastna
hodnota A s najmensou magnitiidou bude dominantnou vlastnou hodnotou A~!.
Teda aplikdcia mocninovej metédy na A~! vygeneruje dominantni vlastnd hod-
notu p; = A%,,’ tj. A = :LLLl Ak pouzijeme tito metédu, inverzng matica A~! sa
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nepocita, a namiesto rovnice

Avpyg = v, ((45))

iterujeme LU dekompoziciu pri riesenf v, vo vyrazoch v,. Dekompoziciu staci
urobit’ iba raz, pretoze potom v kazdom kroku iterdcie prvky v,.; mozeme néjst’
spitnou substiticiou prvkov v,.. To je situdcia, preco je LU dekompozicia nutn4,
pretoze pravé strany nie st dané dopredu, preto je nutné riesit’ postupnost’ prob-
lémov s tou istou maticou. Bez LU dekompozicie tento proces nie je skutoc¢ne
prakticky. Ako v predchddzajicej iteracnej procediire je opét’ nutné normalizovat’
v, delenfm kazdého z jej prvkov prvkom .., s najvic¢sou magnitiidou alebo pouzit’
nejakd ind formu normalizécie, zachovdvajic vypoc¢ty vnutri exponent range of
the machine. Je to preto, oproti predoslému pripadu kde nenormalizovany prvok
v, rastol v magnitide ako rdstlo r, v tomto pripade budi klesat!, spésobiac, ze
presnost’ sa strati ak sa neurobi normalizdcia. Této metéda sa nazyva inverznd
mocninové metéda, pretroze je ekvivalentnd s iterovanim inverznej matice A~1. Ak
oznacime normalizovany stipcovy vektor v, ako v,., mozeme pouzit’ itera¢nii schému
analogicku s (44)

Av,y1 =0, pre r=0,1,.... ((46))

Example 26 PouZitim inverznej mocninovej metddy ndajdite vliastni hodnotu A s
4 2 4

najmensou magnitidou, ak A= (3 9 2
5 6 9

Solution 27 PoZadovani vlastni hodnotu dostaneme iteraénym procesom Av,,1 =
Uy § danou maticou A, teda sustava ktord uvaiujeme bude

—~

49 4 UY-H) ﬁi) U§o) 1

39 2| |yt =0 5 =11

5 6 9 U§r+1) 'U(T) Uéo) 1
3

Pouzitim LU dekompozicie dostaneme siustavu:

4v§r+1) + 2vér+1) + 4v§r+1) = UY)
%,Uér—i—l) . U§T+1) _ Uér)

67, (r+1) _ (7)
1503 = Us

a vV teraz plynie zv(™)  spitnou substiticiou. S rasticim r zlomok (podiel)

—~

odpovedagicich komponent v+1) a v koneguje k vlastnej hodnote i, matice
A=Y s najudesou magnitudou, t.j. vlastnej hodnote A s najmensou magnitidou
A3 = Hil Vysledky po 8 iterdcidach su v tabulke v predoslom priklade.
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Iterdcie pouZitim Av,, 1 = U,

Tterdcia 0 1 2 3 4

oY 1 032090 0.57914  0.61488  0.61215
v 1 002239 —0.12617 —0.16659 —0.17289
e 1 —0.08209 —0.26606 —0.28158 —0.27571
a, 1 032090 0.57914  0.61488  0.61215
e 11 1 1 1

e 1 006977 —0.21786 —0.27093 —0.28243
o 1 —0.25582 —0.45941 —0.45794 —0.45040
Iterdcie pouZitim Av,, 1 = U,

Tterdcia 5 6 7 8

oY 0.60984  0.60898  0.60871  0.60862

e —0.17403 —0.17429 —0.17436 —0.17438
e —0.27282 —0.27183 —027152 —0.27143
a, 0.60984  0.60898  0.60871  0.60862

e 1 1 1 1

e —0.28637 —0.28620 —0.28644 —0.28652
o —0.44736 —0.44637 —0.44606 —0.44598

Odkial vidime, e aproximativna hodnota najviciej vlastnej hodnoty A~ dand

ag je iy ~ 0.60862, teda aproximativna hodnota najmensej vlastnej hodnoty A je
A3 = L = 1.64306, a odpovedajici normalizovany vlastny vektor x5 dangy vg je

Ha
r3 & [1,—-0.28652, —0.44598]. Vysledky presné na 5 desatinnijch miest vypotitané
softwérovygm balikom si A3 = 1.64315 a x3 = [1,—0.28656, —0.44592]T.

Ako mozné rozsirenie, nech k je dand konstanta a uvazujme maticu B = A—kI.
Potom v re¢i matice B, vlastné hodnoty rovnice

Bu; = (\i — k), ((47))

ukazujuc, ze vlastné vektory A a B su identické, ale vlastné hodnoty \; — k
matice B si vlastné hodnoty matice A redukované o k. To znamend, ze vlastné
hodnoty (A — kI)™! pre k = N\, s i = 1,2,...,n, sd (,\11—k)7 (Azl_k),..., (Anl_k), Ap-
likdcia inverznej mocninovej metédy na (A — kI)~! potom uréf vlastni hodnotu
A najbliz&iu ku konstante k. Thito ivahu mozeme pouzit’ ako zdklad pre vypocet
vlastného vektora a vlastnej hodnoty. Pouzitim tohto pristupu zaciato¢na aplikicia

inverznej mocninovej metédy je vlastne urcovanie vlastnej hodnoty A najblizsej k

0.
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Cvicenia.
V cviceniach 1. - 4. pouzite mocninovii metédu na hl'adanie approximativnej hod-

noty dominantnej vlastnej hodnoty a odpovedajiiceho normalizovaného vlastného
vektora danej matice startujic s zo = [1,1,1]7 a urobiac 10 iteracif.

18 3 -1
1. A= 3 12 2
-1 2 4
20 =2 1
22 A=1-2 3 4
1 4 0
2 =3 2
3. A=(-3 12 1
2 1 28
-31 -1 2
4. A= -1 —-10 4
2 4 =2

V cviceniach 5. a 6. pouzite mocninovii metédu na hladanie approxi-
mativnej hodnoty dominantnej vlastnej hodnoty A;, a odpovedajiceho nor-
malizovaného vlastného vektora danej matice startujic s zq = [1,—1,1]T a
urobiac 10 iterdcii.

26 3 1
5 A=(3 20 2
1 2 1
19 2 2
6. A=(2 14 1
2 1 2

V cviceniach 7. a 10. pouzite inverzni mocninovi metédu na hl'adanie ap-
proximativnej hodnoty vlastnej hodnoty s najmensou magnitiidou a odpoveda-
jiceho normalizovaného vlastného vektora danej matice Startujic s zg =
[1,1,1]7 a urobiac 6 iterdcii.

6 1 —4
77 A=[1 4 0
-1 -1 3
3 3 —4
8. A=(3 5 0
-5 -1 1
2 5 2
9. A= 4 -2 4
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Numerické rieSenie diferencidlnych rovnic.

Vicsina diferencidlnych rovnic nemd zndme analytické riesenie, a ak aj nejaké
ngjdeme, je tazké ho pouzit. Vysledkom je, Ze ak potrebujeme riesenie a analytické
rieSenie alebo nie je zndme, alebo nie je vhodné na pouzitie je nutné pouzit’ metédy,
ktoré pocitaji priamo numerické riesenia. Ale na rozdiel od vieobecného analyt-
ického riesenia ZU, ktoré mozno adaptovat’ na 'ubovolné zaciatoéné podmienky,
numerickeé riesenie je riesenie $pecialnej ZU, teda vypocet je potrebné zopakovat pri
zmene ZP. Su k dispozicii mnohé rézne techniky na vypocet numerického riesenia
ZU, z nich mnohé s k dispozicii implementované v roznych numerickych balikoch.

Eulerova metéda.
Zakladom tejto metédy je smerové pole odpovedajiice diferencidlnej rovnici prvého
radu

Y~ ) ((45))

Pripomenme definiciu smerového pola suvisiaceho s (48). V kazdom bode
(x0,y0) v (x,y)-rovine v ktorom je f(x,y) definované (48) ukazuje, ze sklon (gra-
dient) krivky riesenia v bode je f (xo,y0). Ak nakreslime kratku usecku v bode
(zo,Y0), ktord zviera uhol © s kladnym smerom osi o,, kde tg® = f(xg, o),
usecka bude doty¢nicou ku krivke riesenia v (xo, o). Tato tsecka definuje smer
zmeny riesenia v bode (xg, 1) ak doddme smerovi $ipku, méme smer v ktorom sa
y meni v tomto bode pri rasticom x.Opakovanie tejto konstrukcie v sieti bodov
v rovine (z,y), kde je definovand diferencidlna rovnica (48). Je krédtky krok od
pojmu smerové pole diferencidlnej rovnice (48) k Eulerovmu algoritmu pre riesenie
ZU. Aproximativne numerické riesenie Eulerovou metédou pre ZU g—g = f(z,y), so
zaciato¢nou podmienkou

y (z0) = o, ((49))

dostaneme nasledujicim sposobom. Vyberieme dizku kroku h premennej x
a usecka cez bod (xg,%0) je rozsirend z xo do zo + h, a y—ova suradnica yo + y
koncového bodu tsecky je vybrana ako aproximadcia y v xg + h. Ndrast z o h z xg
sposobi, ze bod na dotyc¢nicovej aproximacnej isecke krivky riesenia prechadzajiicej
bodom (g, 1) narastie z yo na yo + y, kde y = htg©, ale tg© = f(z0,y0),
teda y = hf(zo,yo). Potom médme, ze ak P je bod (xo+ h,y;) na dotycnicovej
aproximacii:

Y1 = Yo + hf(zo, vo)- ((50))

Opakovanie tohto procesu produkuje postupnost'bodov (xg, yo) , (€1, Y1) y--s (Tny Yn) 5 - - -

kde x, = zg + nh an = 0,1,2,.... Ak tieto body spojime tseckami, vygeneru-
jeme polygondlnu aproximéciu riesenia ZU (49), ktoru nazyvame Eulerova poly-
gondlna aproximdcia rieSenia. Algoritmus generovania aproximativneho riesenia
I'ahko vidime.

Eulerov algoritmus.
Aproximativne riesenie ZU g—z =
krokom h dostaneme algoritmus

f(z,y) so ZP y(x¢) = yo Eulerovou metédou s
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Yn = Yn—1 + hf(ajn—layn—l)vn = 1727 ) kde Tp = X0+ nh.

Toto je najjednoduchsi priklad jednokrokovej metédy. Obvykld modifikdcia je
varidcia kroku z jedného bodu do druhého, redukcia, kroku ak sa riesenie rychlo
meni, predlzovanie kroku, ak sa riesenie meni pomaly. Ale nie je mozné urobit’
také zmeny, systematickym sposobom, pokial nemame odhad chyby. Toto ob-
vykle robime porovnanim vysledku v kazdom kroku s vysledkom ziskanym formu-
lou vyssieho radu.

Example 28 Pouzitim Fulerovho algoritmu s krokom h = 0.2 ndjdite priblizné
rieSenie ZU s diferencidlnou rovnicou prvého rddu fl—z =sinr —y syl0) =1wv

. 3 - . x e _ 1 3 3 —x
intervale 0 < x < 2, a porovnajte ho s presngm riesenim y = 5(sinx—cosx)+5e".

Solution 29 Toto je ZU, s vektorovym polom na obrdzku:

sinz —y
7 7/ Yot — — — L~
T T T — — — L~
T T g — -
e N B -
7 7 7 Ve s - - - N N
4t * —0 r —r T +
3 25 2 15 -1 05 [0 05 1 15 2 25 3
NN NS = — e o s s 4 sy
S~ S s — — ot o o o
S TS TS e a — - -
NS Y e e el
N~ S Y et — e e e

Mdme h = 0,2, n = 10, a f(x,y) = sinx —y v Eulerovom algoritme to vedie k
nasledujicemu vysledku. Stlpec Yepaer 0bsahuje analytické riesenie.

n Tn  Yn 02f($m yn) Ynt1l = Yn + 02f (xny yn) Yexact
0 O 1 —0.2 0.8 1

1 02 08 —0.1203 0.6797 0.8374
2 04 06797 —0.0581 0.6217 0.7397
3 06 0.6217 —-0.0114 0.6103 0.6929
4 0.8 0.6103 0.0214 0.6317 0.6843
5 1 0.6317 0.0420 0.6736 0.7024
6 1.2 0.6736 0.0517 0.7253 0.7366
7 14 0.7253 0.0520 0.7773 0.7776
8§ 1.6 0.7773 0.0444 0.8218 0.8172
9 1.8 0.8218 0.0304 0.8522 0.8485
10 2 0.8522 0.0114 0.8636 0.8657

Chyba medzi Y, 11 a presnym rieSenim Yepaer moze byt redukovand, ale nie elim-
inovand vyberom mensieho kroku, aj ked pre podstatne vdcsiu presnost’ je nutné
pouZit’ ini metddu.

Example 30 Pouzitim FEulerovho algoritmu s krokom h = 0.05 ndjdite priblizné
riesenie ZU s diferencidlnou rovnicou prvého rdadu % = —12.5U 4100 s U(0) =0
v intervale 0 < t < 0.5, a porovnagte ho s presnygm riesenim U (t) = 8(1 — e~ 12:50%)
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0 0.125 0.25 0.375 0.5

Solution 31 Toto je ZU, s vektorovym polom na obrazku:
f(t,U)=—12.50U + 100

T Y L L ~ ~—
- 7 T — — ~— ~
P — — — — .~
T | = G
7 7 7 > A - oo N N
T I S S 1, 0 \ \ ,
e e — R
3 25 2 45 -1 05 [0 05 1 15 2 25 3
N
NS Y~ e~ — e - 7
ST TS v~ e e — — - o
U N o — e e
S~ e e e

Mame h =0.05,n =06, a f (t,U) = —12.50U + 100 v Eulerovom algoritme vedie
ku nasledujicim visledkom. Stlpec Yezaer 0bsahuje analytické riesenie

n o t, U, 0.05f (tn, Uy) Uni1 = U, + 0.05f (t,, Uy)
0 0 0 0.05-100 =5 5

1 005 5 0.05-37.5=1.875 6.875

2 01 6875 0.05-14.063 = 0.703 15 7.5782
3 015 7.5782 0.05-5.2725 = 0.26363 7.8418
4 0.2 7.8418 0.05-1.9775=9.8875x 1072 7.9407
5 0.25 7.9407 0.05-0.74125=3.7063 x 1072 7.9778
6 0.3 7.9778 0.05-0.2775=1.3875x 1072 7.9917
Upresné |Upresné - Un|

0 5

8(1— e 125005y =3 7179 |6.875 — 3.7179| = 3.157 1
8(1— e 12501) = 57080 [7.5782 — 5.7080| = 1.8702
8(1— e 125015) — 67732 |7.8418 — 6.7732| = 1.0686
8(1— e 12502) = 73433 (7.9407 — 7.343 3| = 0.5974
8(1 — e 125025) = 7.6485 |7.9778 — 7.6485| = 0.3293
8(1— e 12503) = 7.8119 |7.9917 — 7.8119| = 0.1798

Ugn = U2(n—1) + hf<tn—1; u2(n—1))7 n = ]-7 27 ey kde tn = 0+ 10Ah
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Modifikovand Eulerova Metéda.

Zdrojom chyb v EM je jej zlyhanie pri krivosti krivky riesenia v bode (z;,y;) ked’
sa pouziva dotycnicovd aproximdcia pri odhade y;;;1. VylepSenie mozeme dostat’
pouzitim dvojstupniového procesu pripravy modifikovaného gradientu f(z;,v;)
ktory moze byt pouzity v Eulerovej metéde namiesto f(xz;,v;). Prvy krok pri
hl'adani modifikovaného gradientu zahfnia vypocet gradientu f(x;, ;) a potom ho
pouzit v EM na vypocet gradientu f(x;41,%i+1) v bode (2;41,9i1+1). Druhy krok
zahfna priemerovanie tychto dvoch gradientov a vypocet nového gradientu

Fleew) = 5 7o) + fien, v} (1)

a pouzitie f(x;, y;) namiesto f(x;,y;) v EM v bode (x;, y;) pri ndjdeni vylepseného
odhadu ;1 v bode (x;11, y;+1) - Tento sposob vypoctu sa nazyva Heunova metéda,
a predstavuje prispevok ku krivosti krivky riesenia v (z;,y;) . Nasleduje algoritmus
modifikovanej EM:

Aproximativne numerické riesenie ZU Z—g = f(z,y) so ZP y(xg) = yo generované
modifikovanou EM s krokom h dostaneme z algoritmu hl'adajiceho aproximativne
rieSenie modifikovanej EM

1
Yyl = yn+§h[f(mn, Yn)+[(Tn+h, yn+hf(zn,yn))], pren=1,2 .., kde z, = zo+nh.

Example 32 Opakujte predosly priklad pouZitim modifikovanej EM s n = 10 a
h = 0.2, a porovnajte vysledky ziskané tak EM ako aj presnym rieSenim.

Solution 33 Vysledky vypoctov spolu s porovnanim su v tabulke. Detaily nie su

uvedené.
n 0 1 9 3 4 5
Tn 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
v 1 08  0.6797 0.6217 0.6103 0.6317
mod) 1 0.8399 0.7435 0.6973 0.6887 0.7063
Yeraet 1 0.8374 0.7397 0.6929 0.6843 0.7024

n 6 7 8 9 10
T 1.2 1.4 1.6 1.8 2

v 0.6736 0.7253 0.7773 0.8212 0.8522

yy(szd) 0.7397 0.7796 0.8181 0.8482 0.8643
Yezact 0.7366  0.7776 0.8172 0.8485 0.8657
Porovnanie vysledkov v poslednijch troch riadkoch ukazuje zlepSenie v presnosti
pre modifikovani EM.

EM je skuto¢ne Taylorov rad riesenia y(x), v ktorom y (z,, + h) je predikovany
z y(x,) pouzitim dvoch ¢lenov Taylorovho radu funkcie y(x) v bode z,.

V tejto casti sa ststredime na zndme Runge-Kuttove metédy. Metédy typu
prediktor-korektor najprv pouzivaji explicitné formuly a dopredu vypocitané riese-
nia na predikciu nového riesenia. Téato predikcia sa potom zjemiiuje pouzitim
implicitnej korektorovej formuly. Metédy Runge—Kutta si jednokrokové metddy,
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v ktorych je riesenie diferencidlnej rovnice v nasledujicom kroku urcéené vyluéne
rieSenim z predchddzajiceho kroku. Na ilustrdciu ako numerické riesenie mozno
ziskat’ metédami typu Runge-Kutta a ukdzat zmeny stupria presnosti (aky mozno
dosiahnut réznymi pristupmi) popiseme niekol’ko jednoduchsich metéd tohto typu.

Runge—Kuttove metédy

Casto pouzivanou numerickou metédou integracie ZU pre rovnice prvého radu je
Runge-Kutta metéda stvrtého rddu. Existuje niekol’ko typov formuil stvorkrokovej
Runge Kutta metédy stvrtého radu, v ktorych chyba po pouziti kroku h je rddu h®,
ale my popifSeme najznamejsiu. Najskor ukdzeme vseobecny pristup k odvodeniu R-
KM pouzitim modifikovanej EM. Zgdkladom kazdej R-KM s jednokrokové metddy,
ktoré moézme uvazovat’ v tvare

Yiy1 = Yi + hF (2, y:, h), ((52))

kde F'(x;,y;, h) reprezentuje isty tvar priemernej hodnoty f(z,y) na intervale x; <
x < ;1. VSetky tieto metédy mozno ziskat tipravou partikuldrnej formy F, ktord
obsahuje nejaké neurcené konstanty a potom vypoctom rovnic urcujicich kons-
tanty vyzadujeme, aby F' suhlasila s Taylorovym radom f do urc¢itého stupna h.
V pripade ak F' obsahuje vyrazy rddu h, tak chyba v kazdom kroku bude radu h?,
pouzitim retazového pravidla a faktu, ze f(x,y) = f(z,y(x)), funkcia F' v (52)
je aproximovand useknutym Taylorovym radom R-K typ derivicie modifikovanej

EM

1

ale % = f(z,y), teda

1
Flo,y.h) = f(o,9) + Sh{f(ey) + fy(e.0) f(@.9)} ((53)
Teraz ndjdeme reprezentaciu funkcie F' v tvare

F(ZL‘, Y, h) = ’LUlf(iU, y) + WQf(ZL' + w;::,h, Y+ ’LU4hf(l', y))? ((54))

kde dosial’ konstanty w; az w, sui nezname. Rozkladom f(x +wsh,y+wshf(x,y))
v bode (z,y) ako Taylorovho radu dvoch premennych so zvyskom po prvych de-
rivacidch déva

f(x +wsh,y +wih(f(z,y)) =
= f(x,y) + wshfo(z,y) + wah f,(z,y) f(z,y) + R(R), ((55))

kde chyba R(h) je rddu h?. Dosadenim (55) do (54) a kombindciou mame

F(xvyv h) = (wl + w2)f(a:, y) + h(w2w3fm('r7 y) + w2w4fy(a:, y)f(xvy» ((56))

Ak majd byt (54) a (56) rovnaké az do vyrazov rddu h, porovnanim vyrazov

odpovedajicich jednotlivym mocnindm A dostaneme w; + we = 1, wows = %, a

1
WoaWy = 5-
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Tieto tri rovnice spdjaju konstanty w, az wy, teda ak jedna z konstéant napriklad
wy, je l'ubovolne vybratd, ostatné sa urc¢ia pomocou nej. Z (54) potom méme

F(z,y,h) = (1 —ws) f(z,y) + waf <x_|_ 1£7y+1hf(x,y)) '

2 W9 2 W9

((57))

Ak napriklad wy = % v (57), a pouzitim (52), mdme modifikovani EM

Yit1 = Yi + %h{f(ﬂfu i) + f(@i + hyyi + hf (i, 9:)) } ((58))

CARL DAVID TOLME RUNGE (1856-1927) Nemecky matematik, profesor
aplikovanej matematiky v Gottingene. Zaoberal sa numerickym riesenim difer-
encidlnych rovnic, jeho pristup aplikoval Wilhelm Kutta (1867-1944), nemecky
aerodynamik, ktory pouzil Rungeho précu pri stiidiu mechaniky tekutin.

R—KM $tvrtého radu pre diferencidlnu rovnicu prvého radu.
Aproximécia numerického riesenia ZU % = f(z,y) so ZP y(z¢) = yo s krokom
dizky h dostaneme z nasledujiceho R-K algoritmu $tvrtého réadu, s z, = z¢ + nh

a Yn = y(xn)
KROK 1 Vypocet

kln = hf(l'na yn)

1 1

2 2

1 1
kSn = hf <xn + _hayn + _k2n)

KROK 2 Vypocet

1

KROK 3 Numerickd aproximdcia y,,1 rieSenia y = y(x,1) dand
Yn+1 = Yn + dna n=12 ..

Example 34 Pouzitim RK algoritmu sturtého radu s krokom h = 0.2 rieste ZU
%—I-Qy =sin3x sy(0) = 1 v intervale 0 < x < 2.4. Porovnajte visledok s vysledkom
ziskanym modifikovanou EM a s analytickym riesenim
Y= 1—13[90053: — 2sinx + 4sin 2z cosz — 12 cos® z + 16e~27].

Solution 35 V nasledujicich vypottoch f(x,y) = sin 3z — 2y, krok dlisky h = 0.2,
teda ak riesenie hladdme v intervale 0 < z < 2.4, takn = 0,1,...,12. Detaily
vnitorngch vijpoctov pre x = 0,0.2,0.4 a 0.6 su v prvej z nasledujicich tabuliek.
Pod oznacenim y,i, druhd tabulka ukazuje vsetky visledky ziskané RK algoritmom
az po x = 2.4, a pre porovnanie sthce 5 0ZnaCenim Ymod @ Yezact Ukazuj viysledky
ziskané modifikovanou EM a analytické riesenie.
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Detailné vypocty pre x = 0,0.2, a 0.4

n Tn Yn f(@n,yn)  Fin kon

0 0 1 -2 —-0.4 —0.2609

1 0.2 0.721563 —-0.87842 —0.17568 —0.09681

2 04 0.61292 —-0.29380 —0.05876 —0.03392

3 0.6 0.57306 -— — —

n Tn Yn E3n Fan Yn+1

0 O 1 —0.28872 —0.17158 0.72153

1 0.2 0.721563 —-0.11258 —0.05717 0.61292

2 04 0.61292 —-0.03889 —0.03484 0.57305

3 0.6 0.57306 -— — —

Porovnanie vysledkov v intervale 0 < x < 2.4
Tn Yrk Ymod Yezact n Tn Yrk Ymod Yezact
0 1.0 1.0 1.0 7 1.4 0.05390 0.05090 0.05389
0.2 0.72153 0.73646 0.72142 8 1.6 —0.12324 —0.11730 —0.12328

0.4 0.61292 0.62788 0.61279 9 1.8 —0.231656 —0.21681 —0.23173
0.6 0.57305 0.58026 0 .57295 10 2.0 -0.24192 -0.22174 —0.24202
0.8 0.52262 0.52056 0.52257 11 2.2 —0.15615 -—0.13639 —0.15624
1.0 0.41675 0.40862 0.41674 12 2.4 —0.00809 —0.00531 —0.00816

U W~ O3

1.2 0.25051 0.24208 0.25052 — — — — —

R-KM stvrtého radu je I'ahko adaptovatelnd na riesenie sustavy dvoch difer-
encidlnych rovnic prvého radu, alebo ako $pecidlny priklad na riesenie jednej difer-
encidlnej rovnice druhého réadu:

R—K metdéda stvrtého radu pre sustavu dvoch diferencidlnych rovnic prvého radu.

Aproximécia numerického riesenia ZU pre sﬁstE}vu j—i = f(z,y,2) a Z—; =g(z,y,2)
so ZP y(zo) = yo a z(wo) = 20 s krokom dlzky h dostaneme z nasledujiceho
R-K algoritmu stvrtého rddu s krokom dlzky h, kde z, = z¢ + nh,y, = y(x,)
azn = z(x,).

KROK 1 Vypocet v nasledujicom poradi

kln = h’f(xnu Yns Zn) Kl” = hg(xn’ Yns Zn)

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
k2n = hf (CL’” + §h)yn + _klna Zn + iKln) K2n = hg (xn + _ha Yn + _k1n7 Zn + _Kln

1 1 1 1 1 1
k?m = hf <mn + §h7yn + §k2n7 Zn + _K2n> K?m = hg (xn + §ha Yn + §k2n7 Zn + _KQn

2 2
k4n = hf (an + ha Yn + k?m? Zn + K?m) K4n = hg (xn + h, Yn + k3n7 Zn + K?m) .

KROK 2 Vypocet
1 1
dn = g(kln + 2]{7271 + 2]{7371 + k4n) a Dn = E(Kln + 2K2n + 2K3n + K4n)-

KROK 3 Numerickd aproximécia rieseni y = y(x,41) a 2 = 2z(z,41) je dand
Yni1 =Un+dna 2Zpi1=2,+D,, pren=12 ..

)
)
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Tento Runge-Kutta algoritmus stvrtého rddu s krokom A mozno 'ahko mod-
ifikovat’ na hladania riesenia nasledujicich ZU pre jednu diferencidlnu rovnicu
druhého radu. Standardnd forma pre adaptdaciu R—KM na rieSenie rovnice druhého

radu P J
= (s ) s ula) = a s(o) =0 (59)

Vsetko ¢o je nutné na redukciu d.r. druhého rddu na sistavu dvoch d.r. prvého
radu je, ze polozime
dy dz
A i 60

v prechddzajicom R-K algoritme, a potom pouzijeme podmienky

y(ro) = yo a 2(wo) = y(z0) = 20 ((61))

Example 36 Pouzitim R-K algoritmu s krokom dkky 0.1 ndjdite numerickid aproz-
imdciu riesenia ZU pre Hermiteovu rovnicu y" — 2zy’ + 8y = 0 s ZP y(0) = 12
a y'(0) = 0 v intervale 0 < = < 1. Porovnajte vysledok vijpoctov s analytickym
riesenim y(x) = 162" — 48x2 + 12.

Solution 37 Toto je Hermitova rovnica s n = 4, s analytickym riesenim Hy(x) =
162 — 4822 + 12. Pouéitfm (59) a (60) polozme z = Z_f: a g(x,y,2) = 2wz — 8y,
a pouZijeme krok dizky h = 0.1. ZP su dané v zaciatku, teda xo = 0,y(z9) =12 a
2(xo) = y(zo) = 0, odpovedajico yo =12 a zy = 0. Uvddzame detaily vnitorngjch
vypoctov pre x = 0 a 0.1; nasledujica tabulka vysledkov pre interval 0 < x <1, s
R-K riesenim rovnice druhého radu oznactenom y, a analytickym rieSenim Yepact-

g = 0

f(zo,y0,20) =0, g(zo,v0,20) = =96, k1 =0, K1 =-9.6, ke =—-048, Ky =
—9.648, ks = —0.4824, K3 = —9.45624, ks = —0.945624, K, = —9.403205,
d = —0.478404, D = —9.535281, teda y; = 11.521596 a 2z; = —9.535281, kde
21 =1y (11).

1 =0.2

f(Il,yl,Zl) = —9535281, g(Il,yl,Zl) = —94079824, k?l = —0953528, K1 =
—9.407982, ko = —1.423927, Ky = —9.263044, k3 = —1.416680, K3 = —9.072710,
ky = —1.860799, K, = —8.828252, d = —1.415924, D = —9.151290, teda yo =
10.105672 a 2y = —18.686571, kde z5 = y/(x2).

Porovnanie riesent pre 0 < x <1

Tn Yrk Yexact n Tn Yrk Yexact
0 12 12 6 0.6 —-3.205311 —3.2064
0.1 11.521596 11.5216 7 0.7 —7.676938 —7.6784
0.2 10.105672 10.1056 8 0.8 —12.164555 —12.1664
0.3 7.809827 7.8096 9 0.9 —16.380188 —16.3824
0.4 4.730055 4.7296 10 1.0 —19.997470 —20.0
0.5 1.000747 1.0 - - = —

TR W~ O S

Ked'’ sa riesenie diferencidlnej rovnice meni rychlo v nejakych intervaloch a po-
maly v inych intervaloch, je nutné menit’dlzku kroku pri vypoctoch za predpokladu
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ze zachovame presnost. R-K algoritmus zalozeny na tvare R-K schémy stvrtého
rddu sa zvykne implementovat’ v mnohych numerickych softwarovych programoch,
ktoré st schopné menit’ dizku kroku v kazdom $tadiu vypoctu. Nérast v ztlozitosti
vypoctov sa indikuje faktom, ze algoritmus pouziva adaptivnu dizku kroku v si-
estich etapach vypoc¢tu namiesto styroch pouzivanych klasickym R-K algoritmom.
ako vypocty postupuji, numerické odhady riesenia po danej dizke kroku h sa robia
pouzitim tvaru R-KM stvrtého rddu a dc¢innej formuly piateho rddu. Rozdiel medzi
tymito dvomi odhadmi sa porovnd s dopredu zadanou toleranciou a vysledok sa
potom pouzije s redukovanym, alebo s rastiicim krokom pokial’ rozdiel lezi viitri
pozadovanej tolerancie. Vyslednd dizka kroku sa pouzije s vyhodou pri vypocte v
nasledujicom stadiu vypoctu.
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Cvicenia.
1. Rieste nasledujice ZU pouzitim R-K algoritmu stvrtého radu.
2.y =Ba+y?)2 —ysy(2) =0a h=0.2naintervale 2 < z < 3,
3.y = (1232)% sy(l)=1 a h=0.2 na na intervale 1 <z < 2.
4.y = @2 +1y)z —aysy(l)=2 a h=0.2naintervale 1 < z < 2.
5.y =32 +2y*) —aysy(l)=0 a h=0.1na intervale 1 <z < 1.5.
6. ¥y =cos(2r+y) —3ysy(l)=1 a h=0.2naintervale 1 <x < 2.
7.y =sin(x +y) —2ysy(0) =1 a h=0.2na intervale 0 < z < 1.
8. y'—zyy +2y=0sy(0) =2, ¢ (0) =2 a h=0.1naintervale 0 < x < 0.5.
9. v +B+x)y +y*=0sy(l) =1, (1) =2 a h = 0.1 na intervale
1<x<15
10. ¥"+ (1 +sin22)y’ +3y =0sy(0) =1, ¥ (0) =1 a h = 0.1 na intervale
0<z<05
1.y +(1+y2)2y +y=0sy(2) =0, ¥y(2) =1 a h=0.1 na intervale
2<<25
12. " +2y =y =0sy(0)=2, ¥ (0)=1 a h=0.2naintervale 0 < x < 1.
13. ' —zy —y*=0sy(0)=—1, ¥ (0)=2 a h=0.2naintervale 0 <z < 1.
4. y"+yy —3y=0sy(l)=1, ¥ (1)=1 a h=0.2naintervale 1 <z < 2.
15. ¢ + x2siny — 2y = 0sy(l) =0, ¥ (0) = -1 a h = 0.2 na intervale
1< <2,
16. ' —2y —y*=22sy(0)=—-2, ¥ (0)=1 a h=02naintervale )0 < z < 1.
17. " +2yy =3y =1—22sy(0) =3, y(0) =2 a h = 02 na intervale
0<z<1.
18. & —tr—(2+y)y a =ty—(z+y)z s 2(0)=1, y(0)=0 a h=02
na intervale 0 < ¢ < 1.
19. &= (1+1)y? -2z a % =y*+tzr s 2(0)=-1, y(0)=-3 a h=02na
intervale 0 <t <1.
20. & =sin(z+4y) a ¥ =2cos(x—3y) s x(0)=1, y(0)=1 a h=02na
intervale 0 <t <1.
21. 9 —ginz44cosy a ¥ =siny—3sinz s z(0)=1, y(0)=—-2 a h=02

dt
na intervale 0 < ¢ <1.

dt
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