PRIKLADY

Priklad 1. Je dana funkcia
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Vysetrite jej spojitost v bode (0, 0).
Vypocitajte parcidlne derivacie f2(1,0) a f.(0,0).
Rozhodnite, ¢ je funkcia f v bode (0,0) diferencovatelnd.

V kazdej ¢asti napiSte cely postup rieSenia.

Riesenie.
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Funkcie 22 a y majd nulové limity
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a funkcia f je v bode [0, 0] spojita.
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G,
Analogicky, ako v ¢asti b, vypocitame este f;(0,0).
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Diferencovatelnost funkcie overime z definicie.
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Pomocou ztizenia, p(t) = (¢,t) ( alebo iného vhodného) dokdzeme, Ze limita nie

je nula.
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Preto funkcia f nie je diferencovatelnd v bode (0, 0).
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Priklad 2. Je dana funkcia
f(x,y) = 2y(3 — 22 +y).

a, [10] Najdite jej lokdlne extrémy.
b, [10] N4jdite jej absolitne extrémy na trojuholniku K'LM s vrcholmi
K =[0,0], L=[0,-3], M =[3,-3].
Napiste cely postup riesenia.

RieSenie.
a’?
Hladajme staciondrne body funkcie f.

filz,y) =3y —day + 4> = y(3 — 4w + y),

fo(x,y) =3z — 222 4 2xy = x(3 — 2z + 2y).

7 rovnic
y(3—4x +y) =0,

z(3 —2x+2y) = 0.

dostaneme nasledujice rieSenia a stacionarne body

x=0,y=0 = A=]0,0],

3 3
z §7y_0:>B_[§70]7
x=0,y=-3 = C=][0,-3],
1
z=3, y=-1= D=][-,-1]

Matica druhych parcidlnych derivacii je

—4y 3—4r+2y
3—4x +2y 2x

Dosadime do matice M postupne kazdy stacionarny bod.

Matica
0 3
= (2 9)

dl :0
dy = det M(A) = —9 < 0.

a teda

Podla Sylvestrovho kritéria je bod A sedlovy bod funkcie f.
Matica
0 -3
- (4 3)
a teda

dy = det M(B) = —9 < 0.
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Podla Sylvestrovho kritéria je bod B sedlovy bod funkcie f.

Matica
12 -3
wo-(2 )

dy =12
dy = det M(C) = -9 < 0.

a teda

Podla Sylvestrovho kritéria je bod C sedlovy bod funkcie f.
Matica
4 -1
v (4 )

di=4>0
dy =det M(D) =3 > 0.
Podla Sylvestrovho kritéria je bod D bodom OLMIN funkcie f.

a teda

b,

Z lokalnych extrémov z casti a, st body A = K a C = L vrcholmi trojuholnika
KLM.

Bod D lezi vo vnutri trojuholnika. Bod B lezi vonku, preto ho dalej neuvazujeme.

Hladdme viazané extrémy na jednotlivych tseckach.

Usecka K L.

Na nej x = 0.

Dosadenim dostaneme g(y) = f(0,y) = 0. Hodnota funkcie f je nula na celej
tsecke.

Usecka LM.

Na nej y = —3. Dosadenfm dostaneme h(z) = f(z,—3) = 622. Jej derivécia je
K (x) = 12z. Z rovnice 12z = 0 dostaneme x = 0, ¢o spolu s y = —3 vedie k bodu
[0,-3]=C.

Usecka KM.

Na nej y = —x. Dosadenfm dostaneme k(x) = f(x,—x) = —3x2 + 323. Jej
derivécia je k'(x) = —6z + 922. Z rovnice —6x + 922 = 0 dostaneme korene x; = 0,
a To = 3

Prvy vedie k bodu [0,0] = A. Druhy vedie k bodu [, —2].
Vypoéitame hodnoty funkcie f v jednotlivych bodoch.(a vieme, ze na celej isecke

KL je hodnota 0.)

f(0,0) =0, f(0,-3) =0, f(3,-3) =54,
1 1 2 2 4 1
f(*a—l):—i’ g —§ =

2
Funkcia m4 na danom trojuholniku absolitne minimum —3

(v bode D = [£,—1]) a absolitne maximum 54 (v bode M = [3,—3]).



Priklad 3. [20] Pouzitim substitiicie vypocitajte

T
[/1—%\/3:2—#1/2

ak mnozina M je dand nerovnostami z2 +y? <2,z <y, = > 0.

Nakreslite mnozinu M.
Popiste M ako elementarnu oblast v polarnych siradniciach.

Pri vypocte integrdlu napiste cely postup.

dxdy,

Riesenie.
Mnozina M je Gastou kruhu s polomerom /2 a stredom v pociatku. Lez nad

priamkou y = x, napravo od y-ovej osi.

Jej popis v polarnych sturadniciach je:

0<r<V2,
T o<
4 =7 72
Substittcia
T = TCOoS Q, Yy =rsing
s Jakobidnom
J=r

vedie k
7 COS P v dipdr —

//HV@+yM@_/ /2+

V2 2
:/0 T [smcp} dr— ( )

Delenim polynémov dostaneme:

r? _ 14 1
1+r_r 147

Dalej integrujeme:

V2 o2 V2
1—@ / L _dr= 1—£ / r—1+ ! dr =
2 o 1+7r 2 0 147

_ (1_\@) [j—r+1n|1+r|}ﬁ= <1—\f> (1—\/§+1n(1+\/§)).
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