
pŕıklady

Pŕıklad 1. Je daná funkcia

f(x, y) =


x4 − y3

x2 + y2
pre (x, y) ̸= (0, 0),

0 pre (x, y) = (0, 0).

a, [6] Vyšetrite jej spojitost’ v bode (0, 0).
b, [8] Vypoč́ıtajte parciálne derivácie f ′

x(1, 0) a f ′
x(0, 0).

c, [6] Rozhodnite, či je funkcia f v bode (0, 0) diferencovatel’ná.
V každej časti naṕı̌ste celý postup riešenia.

Riešenie.
a,
Poč́ıtame limitu

lim
(x,y)→(0,0)

x4 − y3

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)
x2 · x2

x2 + y2
− lim

(x,y)→(0,0)
y · y2

x2 + y2

Funkcie
x2

x2 + y2
a

y2

x2 + y2

sú ohraničené. Plat́ı:

0 ≤ x2

x2 + y2
≤ 1, 0 ≤ y2

x2 + y2
≤ 1.

Funkcie x2 a y majú nulové limity

lim
(x,y)→(0,0)

x2 = 0 lim
(x,y)→(0,0)

y = 0.

Preto

lim
(x,y)→(0,0)

x4 − y3

x2 + y2
= 0 + 0 = 0 = f(0, 0),

a funkcia f je v bode [0, 0] spojitá.

b,

f ′
x(x, y) =

4x3(x2 + y2)− (x4 − y3)2x

(x2 + y2)2
pre (x, y) ̸= (0, 0).

Preto

f ′
x(1, 0) =

4 · (1 + 0)− (1− 0) · 2
(1 + 0)2

= 2.

f ′
x(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= lim

x→0

x4

x2
− 0

x− 0
= lim

x→0
x = 0.
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c,
Analogicky, ako v časti b, vypoč́ıtame ešte f ′

y(0, 0).

f ′
y(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
= lim

y→0

−y3

y2
− 0

y − 0
= lim

x→0
−1 = −1.

Diferencovatel’nost’ funkcie oveŕıme z defińıcie.

lim
(x,y)→(0,0)

x4 − y3

x2 + y2
− 0− 0(x− 0)− (−1)(y − 0)√

x2 + y2
=

= lim
(x,y)→(0,0)

x4 − y3

(x2 + y2)
3
2

+
y√

x2 + y2
.

Pomocou zúženia, φ(t) = (t, t) ( alebo iného vhodného) dokážeme, že limita nie
je nula.

lim
t→0

t4 − t3

(2t2)
3
2

+
t√
2t2

= lim
t→0

t4 − t3

2
3
2 t3

+
t√
2t

= − 1

2
3
2

+
1√
2
=

1

2
3
2

̸= 0.

Preto funkcia f nie je diferencovatel’ná v bode (0, 0).
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Pŕıklad 2. Je daná funkcia
f(x, y) = xy(3− 2x+ y).

a, [10] Nájdite jej lokálne extrémy.
b, [10] Nájdite jej absolútne extrémy na trojuholńıku KLM s vrcholmi

K = [0, 0], L = [0,−3], M = [3,−3].
Naṕı̌ste celý postup riešenia.

Riešenie.
a,
Hl’adajme stacionárne body funkcie f .

f ′
x(x, y) = 3y − 4xy + y2 = y(3− 4x+ y),

f ′
y(x, y) = 3x− 2x2 + 2xy = x(3− 2x+ 2y).

Z rovńıc
y(3− 4x+ y) = 0,

x(3− 2x+ 2y) = 0.

dostaneme nasledujúce riešenia a stacionárne body

x = 0, y = 0 ⇒ A = [0, 0],

x =
3

2
, y = 0 ⇒ B = [

3

2
, 0],

x = 0, y = −3 ⇒ C = [0,−3],

x =
1

2
, y = −1 ⇒ D = [

1

2
,−1].

Matica druhých parciálnych derivácíı je(
−4y 3− 4x+ 2y

3− 4x+ 2y 2x

)
Dosad́ıme do matice M postupne každý stacionárny bod.
Matica

M(A) =

(
0 3
3 0

)
a teda

d1 = 0

d2 = detM(A) = −9 < 0.

Podl’a Sylvestrovho kritéria je bod A sedlový bod funkcie f .
Matica

M(B) =

(
0 −3
−3 3

)
a teda

d1 = 0

d2 = detM(B) = −9 < 0.
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Podl’a Sylvestrovho kritéria je bod B sedlový bod funkcie f .
Matica

M(C) =

(
12 −3
−3 0

)
a teda

d1 = 12

d2 = detM(C) = −9 < 0.

Podl’a Sylvestrovho kritéria je bod C sedlový bod funkcie f .
Matica

M(D) =

(
4 −1
−1 1

)
a teda

d1 = 4 > 0

d2 = detM(D) = 3 > 0.

Podl’a Sylvestrovho kritéria je bod D bodom OLMIN funkcie f .

b,

Z lokálnych extrémov z časti a, sú body A = K a C = L vrcholmi trojuholńıka
KLM .

BodD lež́ı vo vnútri trojuholńıka. BodB lež́ı vonku, preto ho d’alej neuvažujeme.
Hl’adáme viazané extrémy na jednotlivých úsečkách.

Úsečka KL.
Na nej x = 0.
Dosadeńım dostaneme g(y) = f(0, y) = 0. Hodnota funkcie f je nula na celej

úsečke.

Úsečka LM .
Na nej y = −3. Dosadeńım dostaneme h(x) = f(x,−3) = 6x2. Jej derivácia je

h′(x) = 12x. Z rovnice 12x = 0 dostaneme x = 0, čo spolu s y = −3 vedie k bodu
[0,−3] = C.

Úsečka KM .
Na nej y = −x. Dosadeńım dostaneme k(x) = f(x,−x) = −3x2 + 3x3. Jej

derivácia je k′(x) = −6x+9x2. Z rovnice −6x+9x2 = 0 dostaneme korene x1 = 0,
a x2 = 2

3 .

Prvý vedie k bodu [0, 0] = A. Druhý vedie k bodu [ 23 ,−
2
3 ].

Vypoč́ıtame hodnoty funkcie f v jednotlivých bodoch.(a vieme, že na celej úsečke
KL je hodnota 0.)

f(0, 0) = 0, f(0,−3) = 0, f(3,−3) = 54,

f(
1

2
,−1) = −1

2
, f(

2

3
,−2

3
) = −4

9
> −1

2
.

Funkcia má na danom trojuholńıku absolútne minimum −1
2

(v bode D = [ 12 ,−1]) a absolútne maximum 54 (v bode M = [3,−3]).
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Pŕıklad 3. [20] Použit́ım substitúcie vypoč́ıtajte∫∫
M

x

1 +
√

x2 + y2
dxdy,

ak množina M je daná nerovnost’ami x2 + y2 ≤ 2, x ≤ y, x ≥ 0.
Nakreslite množinu M .
Poṕı̌ste M ako elementárnu oblast’ v polárnych súradniciach.

Pri výpočte integrálu naṕı̌ste celý postup.

Riešenie.
Množina M je čast’ou kruhu s polomerom

√
2 a stredom v počiatku. Lež́ı nad

priamkou y = x, napravo od y-ovej osi.

Jej popis v polárnych súradniciach je:

0 ≤ r ≤
√
2,

π

4
≤ φ ≤ π

2
.

Substitúcia
x = r cosφ, y = r sinφ

s Jakobiánom
J = r

vedie k ∫∫
M

x

1 +
√
x2 + y2

dxdy =

∫ √
2

0

∫ π
2

π
4

r cosφ

1 + r
r dφ dr =

=

∫ √
2

0

r2

1 + r
[sinφ]

π
2
π
4
dr =

∫ √
2

0

r2

1 + r

(
1−

√
2

2

)
dr.

Deleńım polynómov dostaneme:

r2

1 + r
= r − 1 +

1

1 + r
.

Ďalej integrujeme:(
1−

√
2

2

)∫ √
2

0

r2

1 + r
dr =

(
1−

√
2

2

)∫ √
2

0

r − 1 +
1

1 + r
dr =

=

(
1−

√
2

2

)[
r2

2
− r + ln |1 + r|

]√2

0

=

(
1−

√
2

2

)(
1−

√
2 + ln(1 +

√
2)
)
.


