PREDNASKA 5.
Ako citat tento text?

Predpokladam, ze ho budete ¢itat ako zli detektivku, ked uz od zaciatku viete,
ze autor je vrah a vy ste nevinné obete.

Matematické texty sa ¢itaju pomerne tazko, treba ¢itat pomaly, nad textom
rozmyslat, mozno pomoéze pero a papier.

Skuste si pomdct aj rieSenymi prikladmi.

Prva kapitola je trochu technickd, a to doslova, popisuje techniku pocitania
parcidlnych derivacii.

Dalsie kapitoly tykajice sa druhych parcidlnych derivicii a druhého diferencidlu
budeme vyuzivat pri testovani lokalnych extrémov.

Derivéacia zlozenej funkcie. Retazové pravidlo.

V tejto casti popiSeme pravidlo derivovania zlozenej funkcie. Nebudeme sa
zaoberaf vSeobecnou situdciou, zameriame pozornost len na dva pripady.

1. pripad.

Predpokladajme, 7ze vonkajsia zlozka je funkcia ¢(t), jednej premennej ¢, a
vnitornd zlozka je funkcia dvoch premennych f(z,y).

Zlozend funkcia ¢(f(x,y)) je teda funkcia, ktord dvojici (x,y) predpisom f pri-
radi hodnotu ¢t = f(x,y). Této hodnota ¢ je vstupom do funkcie . Vyslednd
hodnota zlozenej funkcie je p(t) = o(f(z,y)).

Nasim cielom je uviest pravidlo pre derivovanie zlozenej funkcie o( f(x,y)). Oznac¢me
ju ako F.

F(z,y) = o(f(z,y))

V tomto pripade analogicky, ako pre funkciu jednej premennej plati :

oOF 0
) =@ y) 3 (@)
a tiez
oOF 0
) 8—§<x,y>.
Priklad 1.

Majme dant vonkajsiu zlozku
p(t)=Vt ¢:Rf =R
a vnitornu zlozku
flx,y) =2 +9y*> f:R?>—= R
Pocitajme parcidlne derivacie zlozenej funkcie

F(z,y) = o(f(z,y) = V(22 + y?).

Dostaneme
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Defini¢ny obor oboch parcidlnych derivécif je R\ {[0,0]}.

Priklad 2. Majme dani konkrétnu vnitorna zlozku

flzy) = 2"+ 9%

Vonkajsia zlozka je teraz dana len vSeobecne ako funkcia ¢(%).
Pocitajme parcialne derivacie zlozenej funkcie

F(z,y) = o(f(z,y)) = o(* + y*).

Dostaneme
oF
%(I,y) =¢' (@ +y%) -2
a
oF
oy @Y =@ ") 2.
Teraz mozeme overif ze funkcia p(x? + y?) je rieSenfm rovnice
oF oF 0
oy =
Y or dy

a to pre ubovolnu vonkajsiu zlozku ¢.

2. pripad

Predpokladajme teraz, ze vonkajsia zlozka je funkcia h(u,v), dvoch premennych
wav. Vnutornd zlozka je dvojica funkeif (t.j. vektorova funkcia) dvoch premennych

f(z,y) a g(z,y).

Zlozend funkcia F(x,y) = h(u,v) = h(f(z,y),
dvojici (z,y) predpismi u = f(z,y) a v = g(x,y) priradi dvojicu wu,v, ktord je

g(z,y)) je teraz funkcia, ktord
)

vstupom do funkcie h. Hodnota h(u,v) je hodnota zlozenej funkcie F'.

Parcidlna derivdcia F' podla x je

oF oh

aTg(w,y) = afu(f(w,yhg(x,y)) :
Podobne
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Fy(xay) = %(f(xvy)vg(x’y)) ’
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Vyssie uvedend formula sa zvykne nazyvat retazové pravidlo.
Prehladnejsi je zdpis retazového pravidla bez uvedenia argumentov funkcii:

oF _on of on ay
dr Ou dxr Ov Ox’

or _on of on ag

dy Ou 9y Ov Oy
alebo tiez

or _on ou_ o oo

dr  Ou Ox Ov Oz’

OF Oh Ou  Oh Ov

By " ou dy o oy
Priklad 3. Majme dané vnutorné zlozky
fley) =z +y,
g(xa y) =T =Y,
a vonkajsiu zlozku

h(u,v) = uv.

Pocitajme parcidlne derivacie zlozenej funkcie

F(z,y) = h(f(z,y),9(z,y)).

Teraz
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Podla retazového pravidla je
or_
ar Y
Pretoze u = f(z,y) =z +yav=g(z,y) =x—yje
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Podobne vieme vypocitat
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Poznamenajme, ze v tlohach ako vyssie je spravidla jednoduchsie vyjadrit najprv
zlozent funkciu

Flz,y)=w = (z+y)(z—y) =2 -y’

a potom pocitat derivécie.

Druhé parcialne derivacie.

Podobne ako v pripade funkcie jednej premennej vieme aj pre funkcie viacerych
premennych definovat parcidlne derivécie vyssich radov. Pre nase potreby postacia
druhé parcidlne derivécie.

Majme funkciu F(z,y), A C F : R?> — R, ktora je diferencovatelnd na svojom
defini¢cnom obore A.

Vypocitajme jej derivaciu podla premennej x.

Ozna¢me ju ako novu funkciu

o) = L (2.y).

0]
Ak mé funkcia g parcidlne derivacie, tak funkciu —g(x,y) nazyvame druhg

ox

parcidlna derivécia f podla premennej x a znacime

dg 0 (8f) _°f

dr  Ox \ Ox ox%’
alebo tiez
az‘f ”

Analogicky definujeme druhé parcidlne derivécie
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Funkcia f(z,y) ma teda styri druhé parcidlne derivécie.
V beznych situdcidch si ale takzvané zmiesané parcidlne derivacie 74y a [y
rovnaké.




Veta. Ak si zmiesané parcidlne derivdcie f” ., a 7. spojité, tak
9 o
f Ty — f yx-
Presnejsie, ak st zmiesané parcidlne derivacie spojité na okoli bodu Z, tak

f”zy(j) = f”y»L(j:)

Ak st zmieSané parcidlne derivacie spojité na mnozine A, tak rovnost

f”zy(‘T,y) = f”y:c(x7y)

plati pre kazdy bod (z,y) € A.
Priklad 4. Majme funkciu

flay) =2’y +a® —xy +y + 1.
Vypocitajme jej druhé parcidlne derivacie.

Najprv si pripravme

f; :3I2y2+2$*y7
fé:2z3y—z+1.

Teraz

f”:cac =61‘y2+2,
f”my = zey —-1= f”yzv
Py = 22%,

Zmiesané parcidlne derivacie si si rovné, pretoze funkcia 6x2y — 1 je spojita na
celom R2.

Druhy diferencial a Taylorov polyném 2. stupna.

Pripomenme si funkciu jednej premennej, kedy sme testovali staciondrny bod
pomocou druhej derivicie a vyraz f”(zo)(z — x0)? sme nazvali druhy diferenciél
funkcie f v bode .

Podobne pre funkciu dvoch premennych definujeme nizsie uvedeny vyraz, zavisly
na hodnotach druhych parcialnych derivacii ako druhy diferencial.

Definicia. Nech f: A C R?> = R ma spojité druhé parcidlne derivécie na svojom
definicnom obore A a nech bod a = [zg,yo] € A.
Vyraz

& f(a,hyk) = fuu(a) - h® +2f7 5y (a) - hk + 7y (a) - K

nazyvame druhy diferencial funkcie f v bode a. Premenné h, k st prirastky v smere
jednotlivych osi, h =x — zg, k =y — yo.



Priklad 5.
Vypoéitajme druhy diferenciél funkcie (z prikladu 4)
flay) =2’y +a? —ay +y+1

v danom bode a = [1, 2].
Druhé parcidlne derivécie sme vypocitali v predchadzajicej ¢asti textu.

f”mx = 6$ZJ2 + 27
f”xy = 63323/ -1= f”yxv

[y = 223
Ich hodnoty v bode a su
17 wz(a) = 26,
f”zy(a> =11= f”yma
S yy(a) =2

Teraz
d*f(a,h,k) =26 - h® +22 - hk + 2 - k%
Lepsiu predstavu o tom, na ¢o slazi druhy diferencidl, dostaneme z pojmu Tay-
lorov polyném 2. stupna.

Definicia. Nech f: A C R?> = R ma spojité druhé parcidlne derivécie na svojom
definiénom obore A a nech bod a = [z¢, yo] € A.
Polyném

Tof(a,h, k) = f(a) + d"f(a, b, k) + %de(a, ho k)

nazyvame Taylorov polyném 2. stupna funkcie f v bode a v premennych h, k.

Priklad 6.
Vypocitajme Taylorov polyném 2. stupna funkcie

fla,y) =a®y? +a® —ay +y+1
v bode a = [1,2].
V priklade 4 sme vypocitali
o =32"y% + 22 —y,
f;:2x3y—x+1.

Ich hodnoty v bode a st

fa(1,2) =12,

!
fy(1,2) = 4.

Prvy diferencial funkcie f je



d' f(a,h, k) = 12h + 4k.
Spolu s druhym diferencidlom z prikladu 5 a hodnotou f(a) = 6 je

T?f(a, h, k) = 6 4+ 12h + 4k + 13h* + 11hk + k2.

Pristavime sa pri geometrickej interpretécii polynému 72 f. Rovnica

z— 2 =d' f(a,z — 0,y — o)
je rovnicou dotykovej roviny v bode a = [zg,yo]. V inej podobe mé této rovnica
tvar

z = f(a) +d" f(a,x — x0,y — yo)-
Dotykova rovina je najlepSou lokalnou aproximéciou funkcie f v okoli bodu a
spomedzi vSetkych rovin.

Rovnica

1
Z:f(a)+d1f(a7x_x07y_y0)+§d2f(a7z_x07y_y0)

je rovnicou kvadratickej funkcie (paraboloidu), ktord je najlepsou aproximdciou
danej funkcie v okoli bodu a zo vsetkych moznych kvadratickych aproximéacii.

Mozeme si predstavit, ze ku grafu funkcie sme v danou bode prilozili optimélny
”dotykovy” paraboloid. Zakrivenie paraboloidu je urcené prave druhym difer-
encialom.

Pojem najlepsia aproximdcia nebudeme presne definovat, skiisme namiesto toho
porovnat hodnoty funkcie f a jej Taylorovho polynému 72 f v bode blizkom bodu
a.

Priklad 7. Vratme sa ku funkcii
flry) =23 +2° —ay+y+1
z prikladu 6 a jej Taylorovmu polynému
T?f(a,h, k) = 6 + 12h + 4k + 13h* + 11hk + k?
v bode a = [1,2].
Vezmime bod b = [1.1,1.9] a pocitajme

f(1.1,1.9) = 6, 82491
apre h=11-1, k=1.9— 2 pocitajme

T?f(a,0.1,-0.1) = 6,83.
Rozdiel hodnét je rddovo 1073,

Mozete skusit porovnat hodnoty v inom blizkom bode a tiez overif ze rozdiel
medzi funkénou hodnotou f a hodnotou T2 f vo vzdialenom bode je velky. (Preto
hovorime o lokélnej aproximécii.)



