VYBRANE PARTIE Z TEORIE FUNKCIE KOMPLEXNEJ
PREMENNEJ A LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

KOMPLEXNE FUNKCIE

Definicia. Nech ¢ > 0.
Mnozinu O.(zp) = {z € C; |z — 20| < €} nazyvame e-ové okolie ¢isla 2.
Mnozinu O2(zp) = {z € C; 0 < |z — 20| < €} nazyvame prstencové e-ové okolie
cisla zg.
Mnozinu O, (c0) = {z € C; |z| > 1} nazyvame e-ové okolie bodu co.

Definicia. Nech A C C, zy € C*.
Bod zp nazyvame hromadny bod mnoziny A, ak existuje O2(z) také, ze O2(zp)N

A#0.

Definicia. Nech f : A — C je komplexna funkcia, zg € C je hromadny bod
mnoziny A.
Hovorime, ze w € C* je limita funkcie f v zg, ak pre kazdé € > 0 existuje 6 > 0
také, ze ak z € Of(z9) N A, tak f(2) € O-(w).
Oznacenie
lim f(z) = w.
zZ—2
Definicia. Nech f : A — C je komplexna funkcia, zg € A je hromadny bod
mnoziny A.
Hovorime, ze funkcia f je v zp spojita ak

lim f(2) = f(z0).

Z—20

Definicia. Nech f : A — C je komplexna funkcia, zp € A je hromadny bod
mnoziny A.
Hovorime, ze ¢islo w € C' je derivacia funkcie f v zg ak existuje
z)— f(z
)~ f)
z—z0 2 — 2
Oznacenie f'(z9) = w.
Definicia. Hovorime, ze komplexnd funkcia f : A — C je analyticka na otvorenej

mnozine A C C ak pre kazdé z € A existuje f'(z2).

Priklad.

Raciondlna funkcia
P(z)

v ktorej P(2), Q(z) st polynémy, je analytickd na A = {z € C; Q(z) # 0}.

GEOMETRICKY A MOCNINOVY RAD

Definicia. Rad -
> ad"
n=0
nazyvame (komplexny) geometricky rad.
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Veta. Geometricky rad konverguje prave vtedy, ked |q| < 1.

Vtedy
o0
> =
n=0

Definicia. Rad -
Z en(z — 20)"
n=0

nazyvame mocninovy rad so stredom v zg.

Veta. Nech -
Z en(z — 20)"
n=0

je mocninovy rad so stredom v zg.

Potom existuje r 0 < r < oo také, Ze

-mocninovy rad je konvergentny pre kaZdé z pre ktoré |z — zg| <,

-mocninovy rad je divergentny pre kazdé z pre ktoré |z — zo| > r.

Cislo r nazjvame polomer konvergencie, kruh K(zo,7) = {z € C; |z — 20| < 7}
nazyvame obor konvergencie mocninového radu.

Veta. Nech

o0
Z cn(z — 20)"
n=0

je mocninovy rad konvergentny na kruhu K(zg,r).

Potom aj rad
Z cnn(z— 20)" !

je konvergentny na kruhu K(zg,r).
Ak

tak

EXPONENCIALNA FUNKCIA

Definicia. Funkciu f:C — C

nazyvame exponencialna funkcia.
Oznacenie €*, exp z.



Veta. Nech f(z) = e* je exponencidlna funkcia.
Potom
- f(2) je analytickd na C a plati f'(z) = f(2)
-f(x)=e* € R" prexz € R
_ e(z—i—w) — % . eW
- e =cosy +isiny
- e = e%(cosy + isiny)
- e = e" prave vtedy, ked z = w + 2kmi (periodicita)

TAYLOROV RAD

Veta. Nech f: A — C je analytickd funkcia na otvorenej mnoZine A. Nech pre
r >0 je K(zp,7) C A.
Potom existuje jeding mocninovy rad so stredom v bode zy

o0

Z cn(z — 20)"

n=0

konvergentny na kruhu K(zo,r), taky, Ze

f(z) = Z en (2 — 20)™.

n=0

Pritom

Definicia. Rad

n

oo n Py
Zf ('0> (Z—Z())n
n=0 )

nazyvame Taylorov rad funkcie f na kruhu K(zg,r).

IZOLOVANE SINGULARNE BODY A LAURENTOV RAD

Definicia. Nech f: A — C je komplexna funkcia analyticka na otvorenej mnozine
A, zp € A je hromadny bod A, nech existuje O2(zp) C A a nech f’(zp) neexistuje.
Potom bod zg nazyvame izolovany singuldrny bod funkcie f.

Definicia. Nech zj je izolovany singuldrny bod funkcie f: A — C.
Potom ak
- lim, ., f(z) = w € C, tak 2y nazyvame odstranitelny singuldarny bod,
- lim, .., f(z) = oo, tak 2y nazyvame pdl,
- lim,_,,, f(z) neexistuje, tak zo nazyvame podstatne singuldrny bod.
Veta. Nech zy je pol funkcie f: A — C.

Potom ezxistuje jediné ¢islo k > 1 a funkcia f1(z) analytickd na AU{zp} a takd,
ze f1(z0) # 0 pre ktoré
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Definicia. Cislo k > 1 nazjvame rad pélu zp.

Veta. Nech zy je pdl radu k funkcie f : A — C a nech

f1(2)
f(Z) - (Z—Zo)k.
Nech
fi(2) =) en(z—20)"
n=0
Potom
f2) =Y an(z—20)"
n=—=k

Pricom G, = Cpii @ Specidlne a_k = co # 0.

Definicia. Nech z; je pol radu k funkcie f : A — C'. Rad

FE)=) an(z—20)"
n=—=k
pricom

nazyvame Laurentov rad funkcie f v péle zp na mnozine {z € C; 0 < |z — zp| < 1}.
Koeficient a_; nazyvame reziduum funkcie f v péle zy. Oznacujeme a_, =

res f(2)

Veta. Nech zy je pol radu k funkcie f: A — C.

Potom

1

res f(z) = —— lim [(z — zo)kf(z)}

(k—1)
20 (k—1)! 2= '

LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

DEFINICIA LAPLACEOVEJ TRANSFORMACIE

Definicia. Funkciu f(t) : R — R nazyvame original ak — f(¢) = 0 pre t < 0,

— f(t) je po castiach spojita funkcia,

— ma najviac exponencidlny rast, t.j. existuju ¢isla M > 0, a > 0 také, ze
[f(#)] < Mee.

Cislo a, pre ktoré je |f(t)| < Me®t, nazfvame koeficient rastu funkcie f. Dolné
ohrani¢enie mnoziny vsetkych koeficientov rastu funkcie f, t.j. inf{a; |f(t)| <
Me®'} ) nazyvame index rastu.



Definicia. Nech funkcia f(¢) : R — R je original s indexom rastu .
Komplexntu funkciu

Fo) = [ s

definovani na mnozine {z € C; Re(z) > ap} nazyvame obraz funkcie f v Laplaceovejlj
transformacii.

Znacime L(f(t)) = F(p) alebo f(t) = F(p).
Priklad. Funkcia

Opret <0
n<t>:{

lpret>0

je origindl s indexom rastu 0, a jeho obraz je

1
F(p) = -
(p) ,
pre {p € C; Rep > 0}.

VLASTNOSTI LAPLACEOVEJ TRANSFORMACIE
Veta. Obraz
o0
Fo) = [ swerds
0

je analytickd funkcia na mnozine {z € C; Re(z) > ap}, a plati
F(p) = / —tf(t)e P dt
0

Dosledok. Ak

f(t) 5 F(p),
tak
tf(t) £ —F'(p),

() S (1) F™) (p),

Veta o linearite. Nech funkcie f(t), g(t) : R — R si origindly s indexom rastu
ag a obrazmi F(p), G(p).
Potom funkcia aof (t) + Bg(t) je origindl s indexom rastu cvg a obrazom

aF(p) + BG(p).

Veta o posunuti v obraze. Nech funkcia f(t) : R — R je origindl s indexom
rastu o a obrazom F(p).
Potom funkcia g(t) = f(t)e* je origindl s indexom rastu ag + a a obrazom

G(p) = F(p—a).
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Veta o posunuti originalu. Nech funkcia f(t) : R — R je origindl s indexom

rastu ag a obrazom F(p) a nech ty > 0 je konstanta.
Potom funkcia g(t) = f(t —to)n(t —to) je origindl s indexom rastu oy a obrazom

G(p) = F(p)e P'.

Veta o obraze derivacie. Nech funkcie f(t), f'(t),...,f™ D) : R — R si
spojité origindly a nech f™ (t) je origindl s indexom rastu ay.
Potom obraz f™(t) je

PUF(p) = p" Hf(04) = = [TV (04).
Poznamka. Ak funkcia f(t) spifla nulové zaciatoéné podmienky, tak

FM) L pF(p).

Veta o obraze integralu. Nech funkcia f(t) je origindl s indexom rastu «y.

Potom ¢(t) = fg f(s)ds je origindl a plati



KONVOLUCIA A LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

Definicia. Nech f(t),g(t) : R — R st po castiach spojité funkcie.
Funkciu

(f gt / F(s)g(t — 5) ds

nazyvame konvolutorny sucin funkcii f a g.

Ak f(t),g(t) : R — R s origindly, tak

(fxg)(t / f(s)g(t—s) ds—/f (t—s)d

nazyvame konvolutérny sicin funkcii f a g.

Veta o obraze konvolicie. Nech f(t),g(t) : R — R st origindly.

Potom
(f * 9t /f (t-s)d

(f % 9)(t) = F(p)G(p).

je origindl a plati

SPATNA LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

Veta o spitnej transformacii. Nech F(p) je rydzo-raciondlna funkcia, p1, . . .

su jej pdly, a nech funkcia F je obrazom origindlu f(t).

Potom i
t) = res F'(p)eP?.
) ; <, ()
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