
Vybrané partie z teórie funkcie komplexnej
premennej a Laplaceova transformácia

Komplexné funkcie

Defińıcia. Nech ε > 0.
Množinu Oε(z0) = {z ∈ C; |z − z0| < ε} nazývame ε-ové okolie č́ısla z0.
Množinu Oo

ε(z0) = {z ∈ C; 0 < |z − z0| < ε} nazývame prstencové ε-ové okolie
č́ısla z0.

Množinu Oε(∞) = {z ∈ C; |z| > 1
ε} nazývame ε-ové okolie bodu ∞.

Defińıcia. Nech A ⊂ C, z0 ∈ C∗.
Bod z0 nazývame hromadný bod množiny A, ak existuje Oo

ε(z0) také, že Oo
ε(z0)∩

A 6= ∅.
Defińıcia. Nech f : A → C je komplexná funkcia, z0 ∈ C je hromadný bod
množiny A.

Hovoŕıme, že w ∈ C∗ je limita funkcie f v z0, ak pre každé ε > 0 existuje δ > 0
také, že ak z ∈ Oo

δ(z0) ∩A, tak f(z) ∈ Oε(w).
Označenie

lim
z→z0

f(z) = w.

Defińıcia. Nech f : A → C je komplexná funkcia, z0 ∈ A je hromadný bod
množiny A.

Hovoŕıme, že funkcia f je v z0 spojitá ak

lim
z→z0

f(z) = f(z0).

Defińıcia. Nech f : A → C je komplexná funkcia, z0 ∈ A je hromadný bod
množiny A.

Hovoŕıme, že č́ıslo w ∈ C je derivácia funkcie f v z0 ak existuje

lim
z→z0

f(z)− f(z0)
z − z0

= w.

Označenie f ′(z0) = w.

Defińıcia. Hovoŕıme, že komplexná funkcia f : A → C je analytická na otvorenej
množine A ⊂ C ak pre každé z ∈ A existuje f ′(z).

Pŕıklad.
Racionálna funkcia

f(z) =
P (z)
Q(z)

v ktorej P (z), Q(z) sú polynómy, je analytická na A = {z ∈ C; Q(z) 6= 0}.

Geometrický a mocninový rad

Defińıcia. Rad ∞∑
n=0

a qn

nazývame (komplexný) geometrický rad.
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Veta. Geometrický rad konverguje práve vtedy, ked’ |q| < 1.
Vtedy

∞∑
n=0

a qn = a
1

1− q
.

Defińıcia. Rad ∞∑
n=0

cn(z − z0)n

nazývame mocninový rad so stredom v z0.

Veta. Nech ∞∑
n=0

cn(z − z0)n

je mocninový rad so stredom v z0.
Potom existuje r 0 ≤ r ≤ ∞ také, že
-mocninový rad je konvergentný pre každé z pre ktoré |z − z0| < r,
-mocninový rad je divergentný pre každé z pre ktoré |z − z0| > r.
Čı́slo r nazývame polomer konvergencie, kruh K(z0, r) = {z ∈ C; |z − z0| < r}

nazývame obor konvergencie mocninového radu.

Veta. Nech ∞∑
n=0

cn(z − z0)n

je mocninový rad konvergentný na kruhu K(z0, r).
Potom aj rad

∞∑
n=1

cn n (z − z0)n−1

je konvergentný na kruhu K(z0, r).
Ak ∞∑

n=0

cn (z − z0)n = f(z),

tak ∞∑
n=1

cn n (z − z0)n−1 = f ′(z).

Exponenciálna funkcia

Defińıcia. Funkciu f : C → C

f(z) =
∞∑

n=0

zn

n!

nazývame exponenciálna funkcia.
Označenie ez, exp z.
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Veta. Nech f(z) = ez je exponenciálna funkcia.
Potom
- f(z) je analytická na C a plat́ı f ′(z) = f(z)
- f(x) = ex ∈ R+ pre x ∈ R
- e(z+w) = ez · ew

- eiy = cos y + i sin y
- ez = ex(cos y + i sin y)
- ez = ew práve vtedy, ked’ z = w + 2kπi (periodicita)

Taylorov rad

Veta. Nech f : A → C je analytická funkcia na otvorenej množine A. Nech pre
r > 0 je K(z0, r) ⊂ A.

Potom existuje jediný mocninový rad so stredom v bode z0

∞∑
n=0

cn(z − z0)n

konvergentný na kruhu K(z0, r), taký, že

f(z) =
∞∑

n=0

cn (z − z0)n.

Pritom

cn =
fn(z0)

n!
.

Defińıcia. Rad ∞∑
n=0

fn(z0)
n!

(z − z0)n

nazývame Taylorov rad funkcie f na kruhu K(z0, r).

Izolované singulárne body a Laurentov rad

Defińıcia. Nech f : A → C je komplexná funkcia analytická na otvorenej množine
A, z0 ∈ A je hromadný bod A, nech existuje Oo

ε(z0) ⊂ A a nech f ′(z0) neexistuje.
Potom bod z0 nazývame izolovaný singulárny bod funkcie f .

Defińıcia. Nech z0 je izolovaný singulárny bod funkcie f : A → C.
Potom ak
- limz→z0 f(z) = w ∈ C, tak z0 nazývame odstránitel’ný singulárny bod,
- limz→z0 f(z) = ∞, tak z0 nazývame pól,
- limz→z0 f(z) neexistuje, tak z0 nazývame podstatne singulárny bod.

Veta. Nech z0 je pól funkcie f : A → C.
Potom existuje jediné č́ıslo k ≥ 1 a funkcia f1(z) analytická na A∪ {z0} a taká,

že f1(z0) 6= 0 pre ktoré

f(z) =
f1(z)

(z − z0)k
.
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Defińıcia. Č́ıslo k ≥ 1 nazývame rád pólu z0.

Veta. Nech z0 je pól rádu k funkcie f : A → C a nech

f(z) =
f1(z)

(z − z0)k
.

Nech

f1(z) =
∞∑

n=0

cn (z − z0)n.

Potom

f(z) =
∞∑

n=−k

an (z − z0)n,

pričom an = cn+k a špeciálne a−k = c0 6= 0.

Defińıcia. Nech z0 je pól rádu k funkcie f : A → C. Rad

f(z) =
∞∑

n=−k

an (z − z0)n,

pričom

an = cn+k =
f1

n+k(z0)
(n + k)!

nazývame Laurentov rad funkcie f v póle z0 na množine {z ∈ C; 0 < |z− z0| < r}.
Koeficient a−1 nazývame reziduum funkcie f v póle z0. Označujeme a−1 =

res
z0

f(z)

Veta. Nech z0 je pól rádu k funkcie f : A → C.
Potom

res
z0

f(z) =
1

(k − 1)!
lim

z→z0

[
(z − z0)kf(z)

](k−1)
.

Laplaceova transformácia

Defińıcia Laplaceovej transformácie

Defińıcia. Funkciu f(t) : R → R nazývame originál ak – f(t) = 0 pre t < 0,
– f(t) je po častiach spojitá funkcia,
– má najviac exponenciálny rast, t.j. existujú č́ısla M > 0, α ≥ 0 také, že

|f(t)| ≤ Meαt.

Č́ıslo α, pre ktoré je |f(t)| ≤ Meαt, nazývame koeficient rastu funkcie f . Dolné
ohraničenie množiny všetkých koeficientov rastu funkcie f , t.j. inf{α; |f(t)| ≤
Meαt}, nazývame index rastu.
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Defińıcia. Nech funkcia f(t) : R → R je originál s indexom rastu α0.
Komplexnú funkciu

F (p) =
∫ ∞

0

f(t)e−pt dt

definovanú na množine {z ∈ C; Re(z) > α0} nazývame obraz funkcie f v Laplaceovej
transformácii.

Znač́ıme L(f(t)) = F (p) alebo f(t) L−→ F (p).

Pŕıklad. Funkcia

η(t) =
{

0 pre t < 0
1 pre t ≥ 0

je originál s indexom rastu 0, a jeho obraz je

F (p) =
1
p

pre {p ∈ C;Re p > 0}.

Vlastnosti Laplaceovej transformácie

Veta. Obraz
F (p) =

∫ ∞

0

f(t)e−pt dt

je analytická funkcia na množine {z ∈ C; Re(z) > α0}, a plat́ı

F ′(p) =
∫ ∞

0

−tf(t)e−pt dt

Dôsledok. Ak
f(t) L−→ F (p),

tak
tf(t) L−→ −F ′(p),

a
tnf(t) L−→ (−1)nF (n)(p),

Veta o linearite. Nech funkcie f(t), g(t) : R → R sú originály s indexom rastu
α0 a obrazmi F (p), G(p).

Potom funkcia αf(t) + βg(t) je originál s indexom rastu α0 a obrazom

αF (p) + βG(p).

Veta o posunut́ı v obraze. Nech funkcia f(t) : R → R je originál s indexom
rastu α0 a obrazom F (p).

Potom funkcia g(t) = f(t)eat je originál s indexom rastu α0 + a a obrazom

G(p) = F (p− a).
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Dôsledok.

eat L−→ 1
p
,

eattn
L−→ n!

pn+1
,

cosωt
L−→ p

p2 + ω2
,

sin ωt
L−→ ω

p2 + ω2
,

eat cosωt
L−→ p− a

(p− a)2 + ω2
,

eat sin ωt
L−→ ω

(p− a)2 + ω2
,

t cos ωt
L−→ p2 − ω2

(p2 + ω2)2
,

t sin ωt
L−→ 2pω

(p2 + ω2)2
.

Veta o posunut́ı originálu. Nech funkcia f(t) : R → R je originál s indexom
rastu α0 a obrazom F (p) a nech t0 > 0 je konštanta.

Potom funkcia g(t) = f(t− t0)η(t− t0) je originál s indexom rastu α0 a obrazom

G(p) = F (p)e−pt0 .

Veta o obraze derivácie. Nech funkcie f(t), f ′(t), . . . , f (n−1)(t) : R → R sú
spojité originály a nech f (n)(t) je originál s indexom rastu α0.

Potom obraz f (n)(t) je

pnF (p)− pn−1f(0+)− · · · − f (n−1)(0+).

Poznámka. Ak funkcia f(t) sṕlňa nulové začiatočné podmienky, tak

f (n)(t) L−→ pnF (p).

Veta o obraze integrálu. Nech funkcia f(t) je originál s indexom rastu α0.
Potom g(t) =

∫ t

0
f(s) ds je originál a plat́ı

G(p) =
F (p)

p
.
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Konvolúcia a Laplaceova transformácia

Defińıcia. Nech f(t), g(t) : R → R sú po častiach spojité funkcie.
Funkciu

(f ∗ g)(t) =
∫ ∞

−∞
f(s)g(t− s) ds

nazývame konvolutórny súčin funkcíı f a g.
Ak f(t), g(t) : R → R sú originály, tak

(f ∗ g)(t) =
∫ ∞

−∞
f(s)g(t− s) ds =

∫ t

0

f(s)g(t− s) ds

nazývame konvolutórny súčin funkcíı f a g.

Veta o obraze konvolúcie. Nech f(t), g(t) : R → R sú originály.
Potom

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0

f(s)g(t− s) ds

je originál a plat́ı
(f ∗ g)(t) L−→ F (p)G(p).

Spätná Laplaceova transformácia

Veta o spätnej transformácii. Nech F (p) je rýdzo-racionálna funkcia, p1, . . . , pk

sú jej póly, a nech funkcia F je obrazom originálu f(t).
Potom

f(t) =
k∑

i=1

res
pi

F (p)ept.


