DIFERENCIALNE ROVNICE.
Definicia. Nech funkcia f : [a,b] X [¢,d] — R je spojita. Rovnicu
x/ = f(t7 x)?
nazyvame obycajnda diferencialna rovnica prvého radu.
Definicia. Spojite diferencovateIni funkciu x : I C [a,b] — R taku, ze
a'(t) = f(t x(t)),
nazyvame rieSenim obycajnej diferencidlnej rovnice prvého radu.
Obycajnu diferencidlnu rovnicu prvého radu
aj/ = f(t7 x)?
so zaciatocnou podmienkou
T (to) = X,
nazyvame zaciatocna uloha.

Riesenie obycajnej diferencialnej rovnice, ktoré splna zac¢iatotni podmienku nazyvamel
rieSenie zaciatoc¢nej tlohy.

ROVNICE SO SEPAROVATELNYMI PREMENNYMI.

Definicia. Nech funkcie f : [a,b] — R, ¢ : [¢,d] — R s spojité.
Rovnicu
a' = f(t) - g(),
nazyvame rovnica so separovatelnymi premennymi.

Veta o metéde separacie. Nech g(z) # 0 na intervale (¢,d). Nech zq € (¢,d),
Potom pre kazdi zaciatoénid podmienku x(tg) = xq, ezistuje jediné riesenie x(t) :
I C la,b] — (¢,d) zaciatocnej ilohy

a' = f(t) - g(x),
Z‘(to) = X9

a to

z(t) = G™H (F(t))
kde F(t) = fti) f(s)ds a G(z) = f;o ﬁ dy.

Veta o konsStantnych rieSeniach. Nech g(z;) = 0.
Potom funkcia x(t) = x;, je konstantné rieSenie zaciatoénej ulohy

v = f(t) g(),
I(to) = Z;.

Definicia.
Rovnicu

/
z’ = g(),
nazyvame autonémna diferencialna rovnica.
Tvrdenie o ¢asovom posune. Ak funkcia x(t) je rieSenie autondmnej rovnice
/
a’ = g(x),
tak aj funkcia x(t + s) je riesenim tejto rovnice a to pre lubovolni konstantu s.
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LINEARNE DIFERENCIALNE ROVNICE 1.RADU

Definicia. Nech p(t), f(t) : I — R s spojité funkcie. Rovnicu

v’ =p(t)r + f(t)

nazyvame linearna diferencialna rovnica 1.radu.
Ak f(t) =0, tak rovnicu
¥ =p(t)x
nazyvame homogénna linedrna diferencidlna rovnica 1.radu.

Homogénna rovnica.
Veta o rieseni. Homogénna linedrna diferencidlna rovnica 1.rddu md pre kaZdi
zaciatocni podmienku x(tg) jediné riesenie definované na celom intervale I a to

2(t) = :erftto p(s)ds

t
Oznacujeme P(t) = [, tp(s)ds. Funkciu elio P45 — oP() pazgvame prenosové
funkcia. Prenosova funkcia je kladna. Kazdé riesenie je jej ndsobkom.

Veta o limitnych vlastnostiach. Nech p(t) : (a,00) — R je spojitd funkcia.
Nech e je prenosovd funkcia

1. Ak existuje éislo pg > 0 také, Ze p(t) > po > 0 pre kazdé t, tak
P(t) _

lim e
t—oo

Q.

2. Ak existuje ¢islo po < 0 také, Ze p(t) < po < 0 pre kazdé t, tak

tlim M — .

Poznamka. T istu limitnu vlastnost ako prenosové funkcia maju vsetky riesenia
(az na znamienko limity v pripade 1., ktora je pre zaporné hodnoty zaciatotného
stavu zp rovnd —oo.)

Veta o periodicite. Nech p(t) : (a,00) — R je spojitd funkcia. Nech e”® je
prenosovd funkcia

Ak

— funkcia p(t) je periodickd s periodou T,

7 pydt =0,

tak prenosovd funkcia je periodickd s periodou T'.

Nehomogénna rovnica.

Veta o Struktire mnoziny rieSeni.
Nech y,(t) je riesenie nehomogénnej linedrnej diferencidlnej rovnice 1.rddu.
Potom kazdé riesenie y(t) nehomogénnej linedrnej diferencidlnej rovnice 1.rddu
sa dd vyjadrit v tvare

y(t) = y,(t) + Ceffo p(s)ds

Riesenie y, nazyvame partikuldrne. Hlada sa metédou variacie konstant.



Veta o partikularnom riesSeni.
Nehomogénna linedrna diferencidlna rovnica 1.rddu md partikuldrne riesenie
yp(t) v tvare

() = / f() e P dp . PO,

kde

Partikularne riesenie mozeme néjst aj pouzitim urcitého integralu.

Definicia vynutenej odozvy.
Partikularne riesenie

t
i) = [ )"0 a0,
to

kde .
P(t):/t p(s) ds

nazyvame vynitena odozva.

Vynitend odozva spiﬁa podmienku y(tg) = 0.



LINEARNE DIFERENCIALNE ROVNICE 2.RADU S KONSTANTNYMI KOEFICIENTAMI
Definicia.
Nech f(t) : I — R je spojita funkcia. Rovnicu
" +ax’ + bx = f(t)

nazyvame linearna diferencidlna rovnica 2.radu. Konstanty a,b € R nazyvame
koeficienty.
Ak f(t) =0, tak rovnicu
2" +ax’ +bx =0

nazyvame homogénna linearna diferencidlna rovnica 2.radu.

HOMOGENNA ROVNICA

Veta o linearite.
Ak funkcie x1(t), z2(t) : I — R su riesenia homogénnej linedrnej diferencidlnej
rovnice 2. rdadu, tak aj kaZdd ich linedrna kombindcia je rieSenim tejto rovnice.

Oznacme
(D) 2" +ax’ +bx =0
a
(CH) M 4al+b=0.

Veta o rieSeni.
Ak ¢islo X\ je koreriom charakteristickej rovnice (CH) tak funkcia xz(t) = e je
rieSenie homogénnej linearnej diferencidlnej rovnice (D).

Veta o realnych korenoch.

Ak charakteristickd rovnica (CH) md dva rozne redlne korene A1, Ao tak funkcie
o1(t) = eMt, po(t) = et sii riesenia homogénnej linedrnej diferencidlnej rovnice
(D).

Vseobecné riesenie ma tvar

z(t) = c1 - €Mt 4 ey - M2l

Veta o komplexne zdruzenych korenoch.

Ak charakteristickd rovnica (CH) md dva komplexne zdruZené korene A\i o =
h + iw, tak funkcie p1(t) = e coswt, @o(t) = e sinwt si riesenia homogénnej
linedrnej diferencidlnej rovnice (D).

Vseobecné riesenie mad tvar

h h

x(t) = c1 - e coswt + o - " sin wt.
Veta o dvojnasobnom koreni.
Ak charakteristickd rovnica (CH) md dvojndsobny koren X, tak funkcie p1(t) =
e, o(t) = teMt si riesenia homogénnej linedrnej diferencidlnej rovnice (D).
Vseobecné riesenie md tvar

z(t) =c1 - e+ ¢y - te,



NEHOMOGENNA ROVNICA

Budeme sa zaoberat rovnicou

" + ax’ +bx = f(1).

Veta o struktire mnoziny rieSeni.

Nech y,(t) je riesenie nehomogénnej linedrnej diferencidlnej rovnice 2.rdadu a
©1(t), @2(t) tvoria bdzu mnoZiny riesend prislusnej homogénnej linedrnej difer-
encidlnej rovnice.

Potom kazdé riesenie y(t) nehomogénnej linedrnej diferencidlnej rovnice 2.rddu
sa dd vyjadrit v tvare

Y(t) = yp(t) + crp1(t) + capa(t)

Riesenie y, nazyvame partikularne. Vo vSeobecnom pripade sa hladd metédou
variacie konstant.

Ak ale funkcia f(¢) je v tvare su¢inu polynému a exponencidlnej funkcie, tak
pouzijeme pri vypocte partikularneho rieSenia nasledujicu vetu.

Veta o Specidlnej pravej strane. Nech P,(t) je polynom stuptia n, « je kom-
plexné ¢islo. Nech funkcia f(t) = P, (t)e®®,
Potom partikuldrne riesenie nehomogénnej linedrnej diferencidlnej rovnice 2.rdadul

2" 4+ ax’ +bx = P, (t)e™

mda tvar
Yp(t) = Qu(t)e* t*

kde Q.(t) = by + bit + -+ + but™ je polynom rovnakého stupria n s neurcitymi

koeficientami by, . . ., b, a k je pocet vyskytov ¢isla o medzi korenimi charakteristickej
rovnice
(CH) M4 al+b=0.

Poznamka. Pouzitie tejto vety je zalozené na dosadeni rieSenia y, a jeho de-
rivacii do nehomogénnej diferencidlnej rovnice, z ¢oho porovnanim koeficientov pri
rovnakych mocninich t* dostaneme rovnice pre vypocéet neznamych koeficientov
boy -, by

Veta o principe superpozicie.
Ak y1(t) je rieSenie rovnice

" +az’ + bx = fi(t)

a y2(t) je rieSenie rovnice
2" +ax’ + bx = fo(t)

tak y1 + ya2(t) je riesenie rovnice

2" +ax’ +bx = fi(t) + fa(t).



