FOURIEROVE RADY.

PERIODICKE FUNKCIE.

Definicia. Funkcia f : R — R sa nazyva periodickd, ak existuje T > 0 také, ze
f(t+T)= f(t) pre kazdé t € R.

Cislo T nazyvame periéda.

Najmensiu periédu nazyvame zakladna perioda.

Veta o linearite. Ak funkcie f,g: R — R su periodické s periodou T, tak af+3g :
R — R je periodickd s periodou T'.

Veta o derivacii. Ak funkcia f : R — R je diferencovatelnd a periodickd s
periddou T, tak ' : R — R je periodickd s periédou T .

Definicia. Funkcia f : R — R sa nazyva po Castiach spojita, ak ma na lubovolnom
ohrani¢enom intervale [a,b] najviac kone¢ne vela bodov nespojitosti a v kazdom
bode nespojitosti t;, existuju vlastné limity lim; ., f(t) = L™, lim_¢,4+ f(t) =
LT,

Definicia. Funkcia f : R — R sa nazyva po Castiach spojite diferencovatelna,
ak je po castiach spojitd, na Tubovolnom ohrani¢enom intervale [a,b] ma najviac
kone¢ne vela bodov v ktorych nie je diferencovateInd a v kazdom z nich existuju
vlastné limity lim; ¢, f'(t) = L], limy_¢,4 f'(t) = L.

Veta. Periodickd po ¢astiach spojitd funkcia je ohranicend.

Veta. Ak funkcia f: R — R je periodicka s periodou T a po ¢astiach spojitd, tak
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TRIGONOMETRICKY RAD.

Definicia. Konecny stcet

- 2k 2k
ag + Z ap cos ——t + by sin ——t
— T T

nazyvame trigonometricky polynom.
Rad (nekone¢ny sucet)

> 2k 2k
ag + Z ap cos ——t + by sin ——t
P T T

nazyvame trigonometricky rad.

Veta. Nech f(t)R — R je sucet konvergentného trigonometrického radu.
Potom funkcia f je periodickd s periodou T .

Cielom dalsieho postupu je opa¢ny proces. K danej periodickej funkcii f néjst
trigonometricky rad, ktory k nej konverguje.
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Definicia. Postupnost funkcii
] < 27rt . 27Tt 27Tkt . 27T]€t
cos —t, sin —t,--- ,cos ——t, sin —t,---
) ) T ) ) T 7 T )
periodickych so spolo¢nou periédou 7' nazyvame trigonometricky systém.
Veta. Trigonometricky systém

1 cos 27Tt . 27rt cos 27rkt . 27rk:t
os —t, sin —t,- - —t, sin —¢,---
Y Y T ) ) T Y T Y

je ortogonalny, t.j. plati
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Definicia. Nech funkcia f : R — R je periodickd s periédou T a po castiach

spojita.
Rad -
21k 21k
——t + by sin ——t
a0+Zakcos T + 0f sIn 7 b
k=1
v ktorom

1 a+T
w =7 / f(t)dt.
9 a+T 9
ay = T/a f(t) cos gtdt,

2 [otT 2k
by = T/a £(t) sin Tﬁtdt,

nazyvame Fourierov rad funkcie f.
Cisla ag, ag, by nazyvame Fourierove koeficienty funkcie f.



Veta. Nech funkcia f : R — R je periodickd s periodou T a po castiach spojite
diferencovatelnd.
Potom jej Fourierov rad je konvergentny na R.

Pozndmka. Ale jeho sucet nie je presne f(t).

Definicia. Nech funkcia f : [a,a +T] — R je po castiach spojita.
Periodicku funkcia f : R — R definovant

L limg ot f(8) + limgqir— f(5) pret =a
fit)= %limsﬂpr f(s) + limg—¢— f(s) pret € (a,a+T)
f(t—kT) pret € [a+ kT,a+ T+ kT)

nazyvame normalizované periodické predlzenie funkcie f.

Veta. Nech funkcia f : R — R je periodickd s periodou T a po castiach spojite
diferencovatelnd. Nech f je normalizované periodické predlFenie funkcie f:[a,a +
T] — R.

Potom Fourierov rad funkcie f konverguje k funkcii f na R.
Daosledok. Nech funkcia f: R — R je naviac spojitd.

Potom Fourierov rad funkcie f konverguje k funkcii f na R.

KOSINUSOVY A SINUSOVY RAD.

Definicia. Nech funkcia f : [0, 2] — R je po €astiach spojita.
Nech f,: [-% 5 2] — R je definovana

ft)  pretel0, 3]

J(t) = { f(=t) pre t € [—%,0].

Potom normalizované periodické predlzenie f, : R — R funkcie f, nazyvame pérne

normalizované periodické predlzenie funkcie f.

Nech f, : [—%, %] — R je definovana

(@) pre t € [0, %
)= —f(-t)  prete[-%,0]
f(0) = 0.

Potom normalizované periodické predlzenie f, : R — R funkcie f, nazyvame
neparne normalizované periodické predlzenie funkcie f

Definicia. Fourierov rad funkcie f, nazyvame kosinusovy rad funkcie f, Fourierov
rad funkcie f,, nazyvame sinusovy rad funkcie f.

Veta. Nech funkcia f : [0, %] — R je po castiach spojite diferencovatelnd.
Rad -
2k
ag + kz_:l aj COS Tﬁt,

v ktorom



ao = %/0 (1) dt,

T
4 [= 2k
ap = T/o f(t) cos Tﬂt dt,

je kosinusovy rad funkcie f konvergujici k fp.
Rad

v ktorom

T
4 (% 2
by = T/o £(t) sin —I;Ttdt,

nazyvame sinusovy rad funkcie f konvergujuci k fn
Veta o Parsevalovi. Nech funkcia f : R — R je periodickd s periodou T a po

castiach spojitd, a

o0
2k 2k
ag + Z ay cos ——t + by sin ——t
P T T

jej Fourierov rad.
Potom rad

oo
Z az + b2
k=1

je konvergentny a plati
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AMPLITUDOVY TVAR FOURIEROVHO RADU.

Nech funkcia f : R — R je periodicka s periédou T a po castiach spojita. Jej
Fourierov rad mozno vyjadrit v amplitidovom tvare nasledovne:

> 21k 21k > 2km
ag +I;akcosTt+bksinTt = A +;Akcos (Tt_ gok) )
Pritom ay = Ay cos ¢k, b, = A sin @y.

Sc¢itanec
2km
Ay, cos Tt — Qg

je k—ta harmonicka zlozka, Ay jej amplitida, ¢ jej fazovy posun.
Postupnost {Aj}72, nazyvame amplitidové, {py}72, fazové spektrum funkcie

f.

Parsevalova rovnost mé tvar

1 — e
AF+2 ) A== 2 dt.
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EXPONENCIALNY TVAR FOURIEROVHO RADU.

Plati vzfah et = cost + isint.
Podla Moivreovej vety je (cost +isint)™ = (cosnt + isinnt) = e
Pretoze

int

(cosnt — isinnt) = e~

je
eznwt _|_ e—znwt
cos nwt =
2
inwt __ e—inwt
sin nwt = -
21
vyplyv
Z toho Iyva
. a, — tb, an + b,
a, cos nwt + b,, sin nwt = Tem‘”t Te mwt

Nech funkcia f : R — R je periodickda s periédou T a po cCastiach spojita.

Fourierov rad prepiSseme do exponencidlneho tvaru nasledovne:

i ok ok
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nazyvame Fourierov rad funkcie f v exponencidlnom tvare.
Parsevalova rovnost v exponencidlnom tvare

Jej



