NEURCITY INTEGRAL.
V tejto kapitole znakmi I, J oznacujeme intervaly na redlnej osi.

Definicia 1. Nech I je interval, f : I — R je redlna funkcia.
Funkciu F' : I — R takd, ze pre kazdé = € I plati F'(x) = f(x), nazyvame
primitivna funkcia k funkcii f.

Veta. Nech Fi a F5 : I — R su dve primitivne funkcie k funkcii f : I — R.
Potom Fy — F5 = c.

Oznacenie F(z) = [ f(z)dz.

Elementarne vzorce.
1 [0dz=c

n+1
2 fx"dx: x

n+1+c neZ\{-1} aajprene R\{-1}

1
3 f;dlenx—i-c

4 [coszdr=sinz+c

5 [sinzdr = —cosxz+c
6femdx:ex—|—c
7famdac:a—+c a#1, a>0
) Ina

8f00i2xdx:tgm+c Trkngl
9fsm2xdx:—cotgx+c ¢l
10 [ 1 dxr = arctgr + ¢

2 +1 - &

x = arcsinz + ¢ Ic(-1,1)

r=I|lz+Vz?+al+c

1
11 —d
f\/ll—l‘2
12 —d
f\/a+x2

Veta. KazZda funkcia spojitd na intervale I md na tomto intervale primitivnu
funkciu.

Veta. Nech F,G : I — R su primitivne funkcie k f,g: 1 — R a nech a € R.
Potom F + G je primitivna funkcia k f + g, oF je primitivna funkcia k of .

Metoda per partes.
Veta. Nech f,g: 1 — R st spojité a diferencovatelné funkcie.

Potom
/f’gdw = fg—/fg’dx

Veta o substitucii I. Nech ¢ : I — J je spojito diferencovatelnd funkcia, f : J —
R je spojitd funkcia. Nech F :J — R je primitivna funkcia k f.
Potom F(¢(x)) je primitivna funkcia k f(p(x))o'(x).

Teda ak

Substituéna metoda.

[ fwdu= P,
1



tak

/}wm»a@szFw@»

Désledok. Nech g : I — R je spojito diferencovatelnd funkcia, g(x) # 0.

Potom /( )
g\r =Inl|g(x)|.
/ g(a:) dr =1 |9( )|

Veta o substitiicii II. Nech ¢ : I — J je spojito diferencovatelnd bijekcia, f :
J — R je spojitd funkcia. Nech G : I — R je primitivna funkcia k f(o(t))d' (t).
Potom G(¢~Y(z)) je primitivna funkcia k f(x).

Teda ak
/ﬂdmd@ﬁ=G@,

tak

/fqu:Gw*m»

Na zaver tejto ¢asti uvedieme niekolko typickych substittcii, ktoré su désledkom
Vety o substitucii I.

Désledok. Nech f:J — R md primitivnu funkciu F.
Potom

/f(a—l—bx)dx:%/f(u)du:%F(u):%F(a—i—bx),

Nech naviac J C [—1,1].
Potom

/ﬂmmn%mm:/ﬂmmzpmpdmm@

/ﬂmwﬂmmm:—/ﬂmM:—ﬂm:—ﬂme



URCITY INTEGRAL.
V tejto casti je I = [a,b] C R uzavrety a ohraniceny interval.

Definicia. Nech I = [a,b] C R je interval.
Koneént postupnost D = {zg = a,z1,...,2, = b}, 2, € [, x; < zj pre i < j
nazyvame delenim intervalu 1.

Definicia. Nech f : I — R je ohranicend funkcia. Nech D = {zg,z1,...,2,}, je
delenie intervalu I.
Potom ¢islo

n
S(D,f) =Y mi(x; — 1),
i=1
kde m; je infimum funkcie f na intervale [x;_1, z;], nazyvame dolny integralny sicet
funkcie f pre delenie D.

Definicia. Nech f : I — R je ohrani¢end funkcia. Nech D = {xg,z1,...,2,}, je
delenie intervalu I.
Potom ¢islo

S(D,f) = ZMz(% - l’z‘—l)
i=1
kde M; je suprémum funkcie f na intervale [z;_1,x;], nazyvame horny integrélny
sucet funkcie f pre delenie D.

Definicia. Ohranic¢end funkcia f : I — R sa nazyva integrovatelnd (Rieman-
novsky) ak existuje jediné ¢islo S také, ze pre kazdé delenie D intervalu I plati

S(D, f) <S<8(D,f).

Cislo S nazjvame urcity integral funkcie f na intervale I.

Pouziva sa oznacenie
b
S = / f(z)dz.
a

Veta. Nech f: 1 — R je ohranicend funkcia a nech md konecne vela bodov nespo-
jitosti. Potom f je integrovatelnd funkcia.

Veta. Nech f a g : I — R su dve Riemannovsky integrovatelné funkcie, a nech
a, B € R siu konstanty.
Potom

/abaf(x)+ﬁg(9&')dx:a/abf(x)dx—l—ﬁ/abg(x)dx'

Nech c € I a nech f: 1 — R je Riemannouvsky integrovatelnd funkcia.

Potom , .
/af(x)dx:/acf(x)dw/c F(z) dz.
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Definicia. Ak a <ba f: [a,b] — R je integrovatelna funkcia, tak definujeme

/baf(a:)da:: —/abf(x)dx.

/aaf(:r:)dx:().

Veta. Nech f : [a,b] — R je Riemannouvsky integrovatelna funkcia.
Potom | f| je Riemannovsky integrovatelnd funkcia a plati:

/abf(:c)d:c

Veta. Nech f a g : I — R su dve Riemannouvsky integrovatelné funkcie, a nech

fz) < g(z).
b b
/f(:z:)d:zzg/ g(z) dx.

Potom
Veta. Nech f a g : I — R su dve Riemannouvsky integrovatelné funkcie, a nech
f(z) # g(x) len pre konecne vela x; € I.

Potom ) )
/af(x)da;:/a g(z) dx.

Veta. Nech f: 1 — R je spojitd Riemannovsky integrovatelnd funkcia.
Potom existuje ¢ € I také, Ze

Zrejme

</ @) de.

/ f(x)de = F(&)(b—a).

Cislo f(c) nazgvame strednd hodnota funkcie f na intervale I.
Definicia. Nech f: I — R je Riemannovsky integrovatelna funkcia.
Cislo ,
fa f(z)dx
b—a
nazyvame strednd hodnota funkcie f na intervale I.

Nasleduje zakladna veta integralneho poctu o vztahu medzi primitivnou funkciou
a urcitym integralom.

Veta. Nech f: 1 — R je spojita Riemannovsky integrovatelnd funkcia.
Potom funkcia F : I — R

Plz) = /I F(z) da

je primitivna funkcia k funkci f



Désledok. (Newton-Leibnitz) Nech f: 1 — R je spojitd funkcia.
Potom

b
/ F(z)dz = F(b) — F(a).

Metdéda per partes pre urcity integral.

Veta. Nech f,g:1 — R st spojité a diferencovatelné funkcie.

Potom
b b
/f’gde[fg]Z—/ fg dz

Substitucna metéda pre urcity integral.

Veta o substiticii I. Nech ¢ : I = [a,b] — J je spojito diferencovatelnd funkcia,
f:+J — R je spojitd funkcia. Nech F : J — R je primitivna funkcia k f. Nech
¢(a) = a, ¢(b) = B.

Potom

I
T
@
=
&
Q.
g
I
=
=
|
=
L

b
/ (@) (z) da

Veta o substiticii II. Nech ¢ : I — J = [a,b] je spojito diferencovatelnd bijekcia
na J, f:J — R je spojita funkcia. Nech G : I — R je primitivna funkcia k
f(o(t)e'(1).

Potom

b ¢~ (b)
fx)de = / F(@(t)¢'(t) dt = G(67 (b)) — G(¢™ ().
¢~ (a)

a

Désledok. Nech f : [—a,a] — R je Riemannovsky integrovatelnd funkcia.
Ak f je nepdrna funkcia, tak

’ flx)dz = 0.

—Q

Ak f je pdarna funkcia, tak

_a f(x)de = 2/0a f(x)dz.

NIEKTORE APLIKACIE URCITEHO INTEGRALU.

1 Obsah oblasti.
Majme oblast ohrani¢ent grafmi funkcii fag, f: I — R,g: I — R, f(z) < g(x).

A={z,yl e R zel, f(z) <y <g(z)}
Obsah oblasti A je
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2 Objem rotacneho telesa.

Majme oblast A ohranicend grafom funkcie f, f : I — R, osou x a dvoma
priamkami z = a, z = b.

A={lz,yle R* zel, 0<y< f(x)}

Objem telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti A okolo osi z je

Vv :W/be(l’)d.CE.

3 Dizka oblika.
Majme graf funkcie f: I — R.

G={lz,y e R* zel, y=f(x)}

Potom dlzka oblika G je

b
d(G) = / V14 (f'(2))?dx.
4 Obsah rotacnej plochy.
Majme oblast A ohrani¢enu grafom funkcie f, f : I — R, osou x a dvoma
priamkami z = a, z = b.

A={lz,yle R* zel, 0<y< f(x)}

Obsah rota¢nej plochy telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti A okolo osi x je

b
P= 27r/ f(@)v14 (f'(z))?de.

5 Staticky moment.
Staticky moment oblasti A = {[z,y] € R?* x € I, f(z) <y < g(z)} s jed-
notkovou hustotou vzhladom na os y je

b
M = [ algla) - f(a) da.

6 Moment zotrvacnosti.
Moment zotrvacénosti oblasti A s jednotkovou hustotou vzhladom na os y je

b
szaﬂmm—fw»m.



INTEGROVANIE RACIONALNYCH FUNKCIT.

Nech P(z),Q(x) : R — R st polynomické funkcie, a nech z;, i = 1,...,n si
korene Q(z). Racionélna funkcia R(x) : I — R je funkcia

definovand na I C R\ {z1,...,z,}.

Delenim polynému P(z) polynémom Q(x) prevedieme R(x) na tvar
P(z)
Q(x)

Py()
Q(x)’

R(z) = = Pi(z)+

kde stupen polynému P, (x) je mensi ako stupen polynému Q(x).

PQ(.Z’)
Q(x)

Pri integrovani racionalnych funkcii teda staci vediet integrovat polynéomy a jed-
notlivé typy parcidlnych zlomkov.

Rydzo racionalnu funkciu rozlozime na parcidlne zlomky nad polom R.

1 Polynémy.

n+1
fac” dx = m

n+1

2 Zlomky typu e
T+p

 dr= In(z + p).
3 Zlomky typu

T +p

(z+p)
a -1 a

et T R L D
axr +b

) (22 +pr+q)
axr + a
— dr=—- [ ——————dx
Pf(x2+pa:+q) Qf(x2+pa:+q) 2
ritom
20 +p
J
(

2+ pr+q)

4 Zlomky typu

2z +p d +2b—apf 1
(22 + px + q)

dz =1In|(z* + pz + q)|,

a
1 1 .

I jhr=J

P2
Y BTN arctan (@+3) .
x° + pxr +q

g ra-m Ver e
axr +b
(22 + px + q)(n D’

/ axr+b do —
(22 + px + q)(ntD) 7T

a/ 2 +p d + 2b—ap/ 1 d
= — €T XZ.
2) (22 +pz+q)ntD) 2 (2% + pz + ¢)" TV

5 Zlomky typu

Pritom



/ 20 +p d -1 1
xr = — 5
(22 + pr 4 ¢) (Y n (22 + pr 4 q)"

/ ! dx —/ 1 dr
(22 + px + ¢q)(n+1) ((z + g)2 +(q— %))(n—i—l)

B 1 1 g
T g2yt @i T

Staci teda vediet integrovat

__ d
(u? + D)

1
L= [-—5—
|

a pocitajme ho metédou per partes

Oznacme

I / L 4 L / u d
n=[] ————du=u——-—+4+2n | ———du=
@+ 1) @2+ 1) (@2 + 1)+

v [ g [ _gu-
@y T wryr ™) e T

1
= U,m + QTLIn — 2?’LIn+1
Pre n =1 je I = arctgu.
Rekurentne zo vztahu
2n — 1 1 1
I = I — U
a on " * 2nu(u2 + 1)

vypocitame I,, pre Tubovolné n.

1
Pren=2je I = %Il—l—%u— = % (arctgu—i—u

1
(u?2 +1) (u2~|—1))'



