
Pŕıklad 1. Je daná funkcia
f(x, y) = ln(xy + 2y).

a, Nájdite definičný obor funkcie f a nakreslite ho.
b, Naṕı̌ste rovnicu dotykovej roviny ku grafu f v bode [−1, e].
c, Naṕı̌ste prvý diferenciál funkcie f v bode [−1, e].
d, Vypoč́ıtajte deriváciu funkcie f v bode [−1, e]
v smere danom vektorom u⃗ = (−2, e).

Riešenie 1.
a, Df = {[x, y]; (x > −2 ∧ y > 0) ∨ (x < −2 ∧ y < 0)}
b, f(−1, e) = ln e = 1.

f ′
x(x, y) =

1

x+ 2
, f ′

x(−1, e) = 1.

f ′
y(x, y) =

1

y
, f ′

x(−1, e) =
1

e
.

Rovnica dotykovej roviny v bode [−1, e] je

z − 1 = 1(x+ 1) +
1

e
(y − e).

c, Prvý diferenciál v bode [−1, e] je

df(x, y,−1, e) = 1(x+ 1) +
1

e
(y − e).

d, Vektor u⃗ má d́lžku |u⃗| =
√
4 + e2.

Jednotkový vektor v rovnakom smere je vektor
(

−2√
4+e2

, e√
4+e2

)
.

Preto
∂f

∂e⃗
(−1, e) =

(
1,

1

e

)
·
(

−2√
4 + e2

,
e√

4 + e2

)
=

−1√
4 + e2

Pŕıklad 2. Je daná funkcia

f(x, y) =


xy2

x2 + y2
pre (x, y) ̸= (0, 0),

0 pre (x, y) = (0, 0).

a, Vypoč́ıtajte parciálnu deriváciu f ′
x(x, y) v bodoch rôznych od bodu [0, 0].

b, Vypoč́ıtajte parciálne derivácie f ′
x(0, 0) a f ′

y(0, 0).
c, Pomocou defińıcie rozhodnite, či je funkcia f diferencovatel’ná v bode [0, 0].

Riešenie 2.

a, f ′
x(x, y) =

y2(x2 + y2)− 2x2y2

(x2 + y2)2
=

y4 − x2y2

(x2 + y2)2
pre [x, y] ̸= [0, 0].

b, f ′
x(0, 0) = lim

x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= lim

x→0

0− 0

x− 0
= 0 a

f ′
y(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

x− 0
= lim

x→0

0− 0

y − 0
= 0.

c, Poč́ıtajme limitu

lim
[x,y]→[0,0]

f(x, y)− f(0, 0)− f ′
x(0, 0)(x− 0)− f ′

y(0, 0)(y − 0)√
x2 + y2

=

= lim[x,y]→[0,0]

xy2

x2+y2√
x2 + y2

.

1



2

Pri zúžeńı φ(t) = (t, t) dostaneme limitu

lim
t→0

t3

2t2√
2t

=
1

2
√
2
̸= 0.

Pretože limita pri zvolenom zúžeńı nie je nula, ani pôvodná limita nemôže byt’
nulová, a teda funkcia nie je diferencovatel’ná v bode [0, 0].

Pŕıklad 3. Nájdite lokálne extrémy funkcie

f(x, y) = x3 + 8y3 − 24xy + 5.

Riešenie 3.
Vypoč́ıtajme parciálne derivácie
∂f

∂x
(x, y) = 3x2 − 24y,

∂f

∂y
(x, y) = 24y2 − 24x.

Zo sústavy
3x2 − 24y = 0, 24y2 − 24x = 0
dostaneme dosadeńım x = y2 z druhej do prvej rovnice
y4 − 8y = 0.
Rovnica má dve riešenia y1 = 0 a y2 = 2.
Stacionárne body sú teda
A = [0, 0] a B = [4, 2].

D =

(
f ′′
xx f ′′

xy

f ′′
yx f ′′

yy

)
=

(
6x −24
−24 48y

)

D(A) =

(
0 −24

−24 0

)
D2(A) = detD(A) = −242 < 0.

Bod A je sedlový bod funkcie f .

D(B) =

(
24 −24
−24 96

)
D1(B) = 24 > 0, D2(B) = detD(B) = 24 · 96− 242 > 0.

Bod B je bodom ostrého lokálneho minima funkcie f .

Pŕıklad 4. Použit́ım substitúcie vypoč́ıtajte ∫∫
M

x dxdy

ak množina M je daná nerovnost’ami x2 + y2 ≤ 4y, x ≥ 0.
Nakreslite množinu M .
Poṕı̌ste M ako elementárnu oblast’ v polárnych súradniciach.
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Riešenie 4. Popis M ako elementárnej oblasti typu φr je

0 ≤ φ ≤ π

2
,

0 ≤ r ≤ 4 sinφ.

Preto

∫∫
M

x dxdy =

∫ π
2

0

(∫ 4 sinφ

0

r2 cosφdr

)
dφ =

∫ π
2

0

[
1

3
r3 cosφ

]4 sinφ

0

dφ =

=

∫ π
2

0

1

3
64 sin3 φ cosφdφ =

16

3

[
sin4 φ

]π
2

0
=

16

3
.

Pŕıklad 5. Vypoč́ıtajte ∫∫
M

yex dxdy

ak ohraničená množina M je daná nerovnost’ami x ≤ −y + 2, x ≥ y2.
Nakreslite množinu M .
Poṕı̌ste M ako elementárnu oblast’.
Pri výpočte integrálu naṕı̌ste celý postup.

Riešenie 5. Popis M ako elementárnej oblasti typu yx je

−2 ≤ y ≤ 1,

y2 ≤ x ≤ −y + 2.

Teraz

∫∫
M

yex dxdy =

∫ 1

−2

(∫ −y+2

y2

yex dx

)
dy =

∫ 1

−2

[yex]
−y+2
y2 dy =

=

∫ 1

−2

(
ye−y+2 − yey

2
)
dy =

∫ 1

−2

ye−y+2 dy −
∫ 1

−2

yey
2

dy.

Prvý integrál poč́ıtame metódou per partes, druhý pomocou substitúcie z = y2.

∫ 1

−2

ye−y+2 dy =
[
−ye−y+2

]1
−2

+

∫ 1

−2

e−y+2 dy = −e− 2e4 −
[
e−y+2

]1
−2

= −2e− e4.

∫ 1

−2

yey
2

dy =
1

2

∫ 1

4

ez dz =
1

2
(e− e4).

Spolu ∫∫
M

yex dxdy = −2e− e4 − 1

2
(e− e4) = −1

2
e4 − 5

2
e.


