
Cvičenie 8.

Dvojný integrál.

Defińıcia. Nech φ(x), ψ(x) : [a, b] → R sú spojité funkcie.
Nech ∀x ∈ (a, b) φ(x) < ψ(x). Množinu

Mxy = {[x, y] ∈ R2; a ≤ x ≤ b, φ(x) ≤ y ≤ ψ(x)}

nazývame elementárna oblast’ typu xy.

Defińıcia. Nech φ(y), ψ(y) : [c, d] → R sú spojité funkcie.
Nech ∀ y ∈ (c, d) φ(y) < ψ(y). Množinu

Myx = {[x, y] ∈ R2; c ≤ x ≤ d, φ(y) ≤ x ≤ ψ(y)}

nazývame elementárna oblast’ typu yx.

Poṕı̌ste množinu M ako elementárnu oblast’ typu xy alebo typu yx.
1. M = [0, 1]× [1, 3].
2. M je trojuholńık ABC A = [0, 1], B = [1, 1], C = [1, 3]
3. M je trojuholńık ABC A = [1, 1], B = [3, 2], C = [3, 3]
4. M je ohraničená krivkami xy = 2, x+ y = 3.

Veta (Fub́ıni na intervale). Nech M = [a, b]× [c, d] a f : M → R je integrova-
tel’ná funkcia. Nech pre každé x ∈ [a, b] existuje integrál

K(x) =

∫ d

c

f(x, y) dy

Potom ∫∫
M

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

K(x) dx =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx.

Vypoč́ıtajte dvojný integrál na obd́lžniku

5.

∫∫
M

x2y dxdy ak M = [0, 1]× [1, 3].

6.

∫∫
M

yex+y dxdy ak M = [0, 1]× [0, 2].

7.

∫∫
M

xy sin y dxdy ak M = [1, 2]× [0, π2 ].

Výsledky

1. 0 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ y ≤ 3

2. 0 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ y ≤ 2x+ 1

3. 1 ≤ x ≤ 3, 1
2 (x+ 1) ≤ y ≤ x

4. 1 ≤ x ≤ 2, 2
x ≤ y ≤ 3− x

5. 4
3 6. e3 − e2 + e− 1 7. 3
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