Mili nasi Studenti, predpokladdm, Ze uz ste si nastudovali prednasku ¢.7.

Urcite to urobte, stoji to za to, aj sa poucite aj zasmejete!

Ponukam niektoré rieSenia aj moznost najst chyby,

ktoré tam urcite budd a navyse mate moznost ziskat bonusové body.

Najdite body viazanych extrémov funkcie viacerych premennych
Priklad 1.
fl,y)=xy—x*>+y2+2x—5y+3, ak 2x+3y=1

Z podmienky 2x + 3y =1 dostaneme y = Tx, rovnicu priamky.

Potom funkcia ¢(t) je dana parametricky ¢(t) = (t, %)

1—21:)_ —-11t2+47t+13

Dosadime do funkcie zaxazay; f (t, . .
Oznac¢me ju

_ 2
h(t) = w a hladajme extrémy tejto funkcie jednej premennej.

h’(t)=_722t + %7 ateda h'(t) =0 pre t, = g.

PretoZe h”(t)=_T22 <0 bod t,= gje bodom lokdlneho maxima a teda bod

A=(g,_1—112) je bodom viazaného lokalneho maxima funkcie f(x, y).

Priklad 2 je jednoduchy, ale priklad 3 da zabrat, ale vyplati sa, dobré riesenie za
bod.



Priklad 4.
flx,y,z) =xyz, ak x+y+z=1.

Zpodmienky x + y+z =1 dostaneme z =1—x —y apotom funkcia
h(x,y) = f(x,y,1 —x —y) =xy —x*y — xy? a hlfaddme lokalne extrémy
funkcie dvoch premennych.

ah( ) = ) 2 _ g
Ox XV) =Y - aXy -y =

oh 5
@(x,y) =x—x“—2yx=0

Upravime obe rovnice y(1 —2x —y) =0,

potom bud’ y=0 alebo (1—-2x—-y)=0,
x(1—-x—-2y)=0,
potom bud’ x=0 alebo (1—x-—2y)=0.

RieSenie su: body (0,0), (1,0), (0,1) a (%,%)

Matica druhych derivacii je

M—( -2y 1—2x—2y)
—\1-2x—-2y —2x
a.) Prebod (0,0) je

0 1 : .
M = (1 O) a d, =detM =—-1<0, jetam sedlovy bod
b.) Pre bod (1,0) je

M= (_01 :%) a d,=detM =-1<0 jetam sedlovy bod

c.) Prebod (0,1) je

M= (:i _01) a d,=detM =-1<0 jetam sedlovy bod

d.) Pre bod Gé) je



-2 -1

|3 3
M={- 5
3 3

dy=detM =5>0 a dy=—<0.
1 1) . :
Bod (5,5) je bod O.L.MAX funkcie h.

Preto bod G,%,%) je bod viazaného O.L.MAX funkcie f(x,y, z).

Priklad 5.
f(x,y) = xy ak x?+y?=2.
Nédvod : Pouzite funkciu @(t) = (ﬁcost,\/isint)
Vyuzijeme pomodcku z navodu —
parametrické rovnice @ (t) = (\/Ecost, V2 sint).
Dosadenim do funkcie f dostaneme f(\/fcost, \/?Sint) = \2cost. \2sint=
= 2cost.sint = sin(2t)

Oznaéme h(t) = sin(2t) a hladajme lokalne extrémy funkcie jednej
premennej.

h'(t) = 2cos2t = 2(cos?t — sin’t) a teda h'(t) = 0 prave vtedy, ked'

m 3m 5m 7w

|cost|=|sint| atak dostaneme stacionarne bodyt = s

Pretoze h''(t)=— 4sin2t < 0 prebody t; = % , t, = %ﬂ , preto su bodmi
lokdlneho maxima funkcie h(t) atedabody A; =(1,1), (-1,-1) su bodmi
viazaného ostrého lokalneho maxima funkcie f(x, y).

Pretoze h''(t)=— 4sin2t > 0 ak t3 = %n , t, = %T, preto su bodmi
lokdlneho minima h(t) atedabody A; =(-1,1), (1,-1) su body viazaného

ostrého lokalneho minima funkcie f(x,y).



Najdite absolutne extrémy funkcie f na uzavretej a ohrani¢enej mnozine M.

Priklad 4.
flx,y) = x*—xy+y? ak M ={(x,y); x|+ |y| <1}

PopiSeme mnoZinu M, je to Stvorec ABCD, kde A=[0,1],B=1[1,0],C=1[0,-1] a
D =[-1,0] (nakreslite si ho).

l.kvadrantx +y <1 potom hrani¢na priamka jey =1—x
2.kvadrant —x + y < 1 potom hrani¢na priamka jey =1+ x
3.kvadrant -x —y <1 potom hranicna priamka jey = -1 —x
4.kvadrant x —y <1 potom hrani¢nd priamka jey = -1+ x

Najprv hladame lokalne extrémy vo vnutri Stvorca:

RieSme sustavu dvoch rovnic Z—i (x,y)=2x—y=0 potomy = 2x
T (x,y)=—x+2y=0 =2

5x,y)-—x+ y = potom x = 2y

Riesenie je bod 0=(0,0) leziv M a f(0,0) =0
Hladame viazané extrémy:

Zacneme 1.kvadrantom, useckou AB, pre ktoru je y =1 — x.Dosadenim
do fdostaneme  f(x,1—x) =3x?>—-3x+1

Oznaéme h(x) = 3x%2 — 3x + 1 a pocitajme h'(x) = 6x — 3

1, . v . . : .
Preto x = 5 e stacionarny bod a dopoditanim y-ovej suradnice dostavame

bod E= G,%), ktory by mohol byt bodom viazaného extrému funkcie .

Pokracujeme 2.kvadrantom, useckou DA, pre ktoru y = 1 + x. Dosadenim do
f dostaneme

fx,1+x)=x*+x+1
Oznaéme h(x) = x? + x + 1 a pocitajme h'(x) = 2x + 1

1. . v o . .
Pretox = — S le stacionarny bod a dopocitanim y-ovej suradnice dostavame

bod F= (_71,%), ktory by mohol byt dalsim bodom viazaného extrému funkcie.



Pokracujeme v 3.kvadrante, useckou CD, pre ktord y = —1 — x. Dosadenim
do f dostaneme

flx,—1—x)=3x>+3x+1
Oznaéme h(x) = 3x? + 3x + 1 a poéitajme h'(x) = 6x + 3

1. . v . : .
Preto x = — S le stacionarny bod a dopocitanim y-ovej suradnice dostavame

bod G= (_71,_71), ktory by mohol byt bodom viazaného extrému funkcie.

A konecne v 4.kvadrante, useckou BC, pre ktord y = x — 1. Dosadenim do f
dostaneme

fl,x—1)=x>—-x+1

Oznaéme h(x) = x> —x+1 apocitajme h'(x) = 2x — 1
1. o v . : .
Preto x = — > le stacionarny bod a dopocitanim y-ovej suradnice dostavame
1
2’ 2

bod H= (l — —), ktory by mohol byt bodom viazaného extrému funkcie.

Na zaver vypocitame hodnoty funkcie f .

f(O) = 0, f(A) = f(B)=f(C)=f(D)=1, f(E)=f(G)=i a f(F)=f(H)=

Sl w

Absolutne minimum funkcie je 0 a nadobuda ho funkcia v bode O.

Absolutne maximum funkcie je 1a nadobuda ho funkcia v bodoch A,B,C,D.

Priklad 5.
floy) =e ™™V B2 +2y2), M={(xy);x*+y?> <4}
Mnozina M je kruh so stredom v pociatku a polomerom 2. (nakreslite)

Najprv hladame lokalne extrémy vo vnutri kruhu, rieSenim sustavy dvoch
rovnic

%(X, y) = 2xe ¥ V(3 —3x2 — 2y2) = 0

d
%(x,y) = 2ye ™" (2 — 3x2 — 2y%) = 0



Riesenim je 5bodov A; = (0,0), 4, = (1,0), A3 = (—1,0),A4, = (0,1)
aAs = (0,—1) vsetky lezia vo vnutri M. (skontrolujte si)

Hladdme viazané extrémy:
Vyuzijeme fakt, Ze funkény predpis obsahuje len druhé mocniny premennych
a teda z podmienky x? + y? = 4 vyjadrime y? = 4 — x?
Dosadenim do f dostaneme
a.) f(x,4—x%) =e *(8+ x?)
Oznaéme h(x) = e *(8 + x?) apocitajme h'(x) = e *2x =0
Preto x = 0 je stacionarny bod doplnime druhu suradnicu, ale kedZze

y? =4 —x%?budey = +2 adostdvame body A, = (0,2), 4, = (0,—2)
ktoré by mohli byt bodmi viazaného extrému funkcie.

b.) Ak z podmienky x? + y? = 4 vyjadrime x? = 4 — y?

a dosadime do f dostaneme f(4 — y2,y) = e (12 — y?)

Oznaéme g(y) = e *(12 —y?) apotitajme g'(y) = e *(-2y) =0
Preto y = 0 je stacionarny bod a znovu doplnime druhu suradnicu, ale

ked?e x> =4 —y? budex = +2 adostdvame body Ag = (2,0), 4¢ =
(—2,0) ktoré by mohli byt bodmi viazaného extrému funkcie.

Na zaver vypocitame hodnoty funkcie f .

flAy) = 0, f(4y) =2 =f(43), fl4y) = 2=f(As), f(dg) = = =f(4)),
f(4g) = = = f(Ao)

Absolutne minimum funkcie je 0 a nadobuda ho funkcia v bode A;.

Absolutne maximum funkcie je Z a nadobuda ho funkcia v bodoch A4, a As.



