Mili nasi Studenti, predpokladam, Ze uz ste si nastudovali predndasku ¢.6.

Urcite to urobte, stoji to za to, ak tomu chcete skutoéne rozumiet! Nestaci
kratky sdhrn na zaciatku sady prikladov.

Ponukam rieSenia niektorych prikladov.

Najdite stacionarne body a body lokalnych extrémov funkcie dvoch
premennych ak:

Priklad 1.
flo,y) =x* +y?
Najdime stacionarne body tejto funkcie.

Pouzijeme vetu o nutnej podmienke. RieSme sustavu dvoch rovnic
af
—(x,y)=2x=0
5 0

af( )=2y=0
dy X,Y) =2y =

Mdame jediny staciondrny bod A=(0,0)
Druhé parcidlne derivacie f su:
xx=2 afey=0=f), atiei f, =2

Matica M(A) = (g (2))

d1= x”x:2>0r

d, = detM(A) = 4 > 0.

Podla Sylvestrovho kritéria je bod A bodom ostrého lokalneho minima. Jeho
hodnota je f(0,0) = 0.

Priklady 2 a 3 ni¢ komplikované-nebudem riesit.

Priklad 4. RieSenie za plusko



Priklad 5. f (x,y) = (y — x — 2)?
Najdime staciondrne body tejto funkcie.

0
T ey =-20-x-2=0

%(x,y) —2(y—x—2)=0

Stacionarne body su body priamky y = x + 2

1= 2 a]gc'j’,=-2=f3','x a tiez f;,’y=2

dz = detM = 0
Sylvestrovo kritérium sa neda pouzit, ale skisme definiciu.
V bodoch priamky y =x + 2 je f(x,y) =0 avsadeindeje f(x,y) > 0,

preto ma funkcia neostré lokalne minimum v kazdom bode priamky y = x + 2.

Priklad 8.

25 8
f(X,)’)=5xy+7+; pre x >0,y >0

Najprv najdime stacionarne body tejto funkcie.

af( ) =5 25_0
gx YT TR T

af( ) =5 8_0
gy YT T T



Z prvej rovnice vyjadrime y = = @ dosadime do druhej rovnice

4
5x — 8’;—2 =0 a dostaneme x(53—-8x3)=0

x = 0 nemoze byt rieSenim, taky bod nepatri do definicného oboru, ¢ize mame

jediny stacionarny bod A=(§ ,g)

fi=Z a fh=5=fy atiet fl, =2
a6 G =T
Potom
16
M(A) = 5 ’
125
4
Pouzijeme Sylvestra
dy =2 >0
5

d, =detM(A)=75>0 .
V bode A ma funkcia ostré lokalne minimum.
Hodnota lokdlneho minima je f(A)=30.

Priklad 10.

flry) = e (2y% +x?)

Najprv najdime stacionarne body tejto funkcie.

Z—i(x,y) = 2xe ™ Y (=22 —x2 4+ 1) =0

Z_];(x, y)=2ye ™V (=2y* —x2+2) =0



a.) Ak x=0, y=0 bod A=(0,0) je staciondrny bod
b.) Ak (=2y% —x? + 1)=0
(=2y%2 —x%2 +2)=0/.(-1)

—1 =0 Systém nema riesSenie
c)Ak x=0 a —-2y?—x?>+2=0 potom y=+1
a mame 2 stacionarne body B=(0,1) a C=(0,-1)
d) Ak Ak y=0 a -2y?—x?+1=0 potom x = +1

amame dalSie 2 stacionarne body D=(1,0) a E(-1,0)

fite= 77 (8xy? +4x" — 4y* — 10x* + 2)
= eV T (Bxy® + 4x’y — 12xy) = fy,  aties
by = €7 Y (8y* + 4x?y? — 20y% — 2x* + 4)

Pouzijeme Sylvestrovo kritérium

a.) Vbode A
2 0
M(A)=(O 4)
dl = 2 > O

d, =detM(A)=8 >0
v bode A ma funkcia ostré lokdalne minimum.

b.)Vbode B=(0,1)

—2
— 0
MB=(° _g]
0 —_
e
d1=_?2<0
d2=z_g>0

v bode B ma funkcia ostré lokdlne maximum

c.) Vbode C=(0,-1)



- 0
Mo = ¢ g}
0 —_
e
1 e
16
dz == 6_2 > 0
v bode C ma funkcia ostré lokalne maximum
)
d.)VbodeD=(1,0) je amatica M(D)=| ¢ |
0 3
-8
potomd, = — <0

V bode D funkcia nema extrém, je tam sedlovy bod.

-4

e.) V bode E =(-1,0) je amatica M(E) =| °
0

olnNn O

-8
potomd, = = < 0

V bode E funkcia nema extrém, je tam sedlovy bod.

Najdite stacionarne body a body lokalnych extrémov funkcie troch
premennych.

Priklad 11. f(x,v,2z) = x? + y? + z2

Najdime staciondrne body tejto funkcie.

Pouzijeme vetu o nutnej podmienke. RieSme sustavu rovnic

of — 2y = or — oy = of 9, _
ax(x,y,z) =2x=0, ay(x,y,z) =2y=0 a Py (x,y,z2) =2z=0
Mame jediny staciondrny bod A=(0,0,0)



Druhé parcidlne derivacie f su:

12

_ n_n_ £rI n_n~_ Il noo_ "_~_ £ "o
xx=2 xy‘o_ yx xz_o_fzx yy_zrfzy_o_fyz afzz_2

2 0 0
Matica M(A)=<O 2 0)

0 0 2

2 0
0 2

Podla Sylvestrovho kritéria je bod A bodom ostrého lokalneho minima.

d=2>0 ,d;=det( )=4>0 ad;=detM(4)=8>0

Priklad 15. f(x,y,2z) = xy + yz —%(x2 +y3)—y—z-3
of vy —

ax(x'ylz)_y x_Or

of — 11—

ay(X,y,z) =x+z—y—1=0 a

of 11—

>, 0y, =y—-1=0.

RieSenim je jediny stacionarny bod B=(1,1,1).

Druhé parcidlne derivacie f su:

"o_ n"_ 4 _ £ n_n_ I noo_ m"_ _rn no__
fxx"l ’ xy_l‘ yx 7 xz‘o‘fzx yy__lrfzy‘ 1‘fyz afzz_0

-1 1 O
Matica M(B) = ( 1 -1 1)

0 1 0
d,=2>0, d2=det(_11 _11)=0

Co teraz? Ni¢ sa nedeje, v prednaske je drobnd, ale uZitoénd poznamka!
A teda ju vyuzijeme!

Ide o moznost premenovania premennych, t.z. zoberieme iny subdeterminant,
premennych yz,



d, = det (_11 (1)) < 0 t.z. v bode B funkcia nema extrém.
Priklad 19. f(x,y,z) = xyz(4—x—y — 2) pre x>0, y>0 a z>
0

Z_i(X,y,Z) =4yz — 2xyz —y*z—yz* =0,
Z—i(x,y,Z) = 4xz — x%z — nyz —xz%2=0

a—f(x,y,z) =4xy —x%’y — xy? —2xyz =0
0z

RieSenim je jediny stacionarny bod C=(1,1,1)

(—Zyz 4z — 2xz — 2yz — z* —1>

Matica M=( -1 -2 —1

-1 -1 —2

-2 -1 -1
M(C) = (—1 —2 —1)
-1 -1 -2

2 -1

di=-2<0, dy=det(_;

)=3>0 dy=detM(C)=-4<0

A teda v bode C ma funkcia ostré lokdlne maximum.
Priklad 19 som rieSila iba pre x>0, y>0a z>0

Ostatné priklady urcite zvladnete, ked' si pozorne precitate prednasku, zeldm
dobré zdravie a chut na samostudium.

Su tam urcite chyby, ved sa pozname, ocenime, ak ich najdete a poslete!!!!

E.P.



