
Cvičenie 4.

Derivácia v smere a gradient.

Defińıcia. Nech f : A ⊆ R2 → R, nech [x0, y0] ∈ A a nech e⃗ = (cosα, sinα).
Č́ıslo

∂f

∂e⃗
(x0, y0) = lim

t→0

f(x0 + t cosα, y0 + t sinα)− f(x0, y0)

t

nazývame derivácia funkcie f v smere e⃗ v bode [x0, y0].

Špeciálne pre smer daný uhlom α = 0 dostaneme parciálnu deriváciu podl’a
premennej x a pre α = π

2 dostaneme parciálnu deriváciu podl’a premennej y.

Defińıcia. Nech f : A ⊆ R2 → R, má spojité parciálne derivácie v okoĺı bodu
[x0, y0] ∈ A.

Vektor

grad f(x0, y0) =

(
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

)
nazývame gradient funkcie f v bode [x0, y0].

Veta. Nech f : A ⊆ R2 → R, má spojité parciálne derivácie v okoĺı bodu [x0, y0] ∈
A a nech e⃗ = (cosα, sinα).

Potom
∂f

∂e⃗
(x0, y0) = grad f(x0, y0) · e⃗.

V nasledujúcich pŕıkladoch vypoč́ıtajte 1.diferenciál a gradient funkcie f v bode a.
Vypoč́ıtajte aj deriváciu funkcie f v smere vektora u⃗ v bode a.

1. f(x, y) = x2 + y2 + xy, a = (1, 2), u⃗ = ( 1√
2
, 1√

2
).

2. f(x, y, z) = x2yz, a = (1, 2,−1), u⃗ = ( 12 ,
1√
2
, 1
2 ).

3. f(x, y, z) = y
z
x
, a = (1, 4, 2), u⃗ = ( 13 ,

2
3 ,

2
3 ).

4. f(x, y) = x2y ln (x+ y), a = (−1, 2), u⃗ = (
√
5
3 , 2

3 ).

5. f(x, y) =
√

x2 + y2 + 1, a = (1, 2), u⃗ = ( 35 ,
4
5 ).

Použit́ım defińıcie vypoč́ıtajte deriváciu funkcie f v smere vektora u⃗ v bode a.

6. f(x, y) = 3
√
x3 + y3 a = (0, 0) u⃗ = (1, 1).

7. Naṕı̌ste deriváciu funkcie f(x, y, z) =
z√

x2 − y2
, v smere určenom priamkou

x = 2 + t, y = 1− 2t, z = 3− 1t v bode a = (2, 1, 3).

8. Naṕı̌ste deriváciu funkcie f(x, y) =
1√

x2 + y2
, v smere určenom priamkou

x − 2 = y − 1 v bode a = (2, 1). Naṕı̌ste rovnicu dotyčnice v bode a v určenom
smere.

9*. Naṕı̌ste rovnicu dotyčnice ku grafu funkcie f(x, y) =
1√

x2 + y2
, ktorá je

rovnobežná s priamkou x = y = z.



Z vyššie uvedenej Vety vyplýva, že funkcia so spojitými parciálnymi deriváciami
má v danom bode maximálny rast v smere gradientu, minimálny rast v opačnom
smere (smere −grad f) a nulový rast v smere kolmom na gradient.

Vypoč́ıtajte, v ktorom smere má funkcia f(x, y) maximálny, minimálny a v
ktorom nulový rast.

10. f(x, y) = e(x
2−y2) v bode a = [2, 1].

11. f(x, y) = ln (x2 − y2) v bode a = [2, 1].

Vypoč́ıtajte, v ktorom bode má funkcia f(x, y) nulový rast v každom smere.

12. f(x, y) = e(x
2+xy−y2−x)

Výsledky

1. df(a, x, y) = 4(x− 1) + 5(y − 2), grad f(a) = (4, 5),
∂f

∂e⃗
=

9√
2

2. df(a, x, y, z) = −4(x − 1) − 1(y − 2) + 2(z + 1), grad f(a) = (−4,−1, 2),
∂f

∂e⃗
=

−
√
2 + 1√
2

3. df(a, x, y, z) = ln 16(x− 1) + 1
2 (y − 4)− 1(z − 2), grad f(a) = (ln 16,

1

2
,−1),

∂f

∂e⃗
=

ln 16− 1

3

4. df(a, x, y) = 2(x+ 1) + 2(y − 2), grad f(a) = (2, 2),
∂f

∂e⃗
=

4 + 2
√
5

3

5. df(a, x, y) =
1√
6
(x− 1) +

2√
6
(y − 2), grad f(a) =

(
1√
6
,
2√
6

)
,
∂f

∂e⃗
=

11

5
√
6


