Mili nasi Studenti, predpokladam, Ze si zamoodlili a ziskali body za vypocet

pomerne jednoduchého integralu na obdiZniku, prepoéitali priklady na vypocet

integralov bez substitucie a ,,zarobili“ body z testu a pustili sa s chutou do
rieSenia integralov s pouZitim substitucie.

Pouzitim transformacie do polarnych suradnic vypocitajte dvojny integral:

Priklad 2.

ffMln(x i )dxdy, ak M={(x,y); 1 < x2+y? < e}

x2+y
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Vidite, Ze M je medzikruzZie, popiSme ho ako elementarnu oblast pouzitim
polarnych sudradnic

X = 1CcosQ,
y = rsing.

Je zrejmé, ze dosadenim tychto stradnic do 1 < x2+y? < e dostaneme

1<r?<e
a teda
1<r<+e
a z obrazku je zrejmé, ze 0<¢@p<2m

(modro vyfarbené body mnoziny M zasiahneme z pociatku [0,0] pod
[ubovolnym uhlom)



Preto ffM M dxdy — j‘l\/z (fZTE In r? . ‘r‘d(p) dr:f\/z lnrrz . [(p]gndr:

X2+y2 0 r2 1

21 fl‘/g ln:z dr = 2m fl‘/zm:‘r dr = 2n[In?r]Y® = 2n [ln2 (ei) 2 1]=§_

Priklad 5
Il x*ydxdy, ak M={(x,y); x*+y? < 2x, y = 0}
RieSenie.
Oblast M identifikujeme tak, Ze x2+y? < 2x upravime doplnenim na Gplny
Stvorec (x — 1)? + y? < 1. Touto nerovnostou je uréeny kruh so stredom

v bode S=(1,0) s polomerom r=1. Spolu s podmienkou y = 0 dostavame
polkruh.

Ohranicenie pre r ziskame dosadenim poldrnych suradnic do nerovnosti kruhu,
Cize r2cos?@ + r?sin@ < 2rcosg
r%(cos?@ + sin@) < 2rcose
r < 2c08¢@

Teda 0 < r<2cose

, . . ;v s
azobrazku jezreimé,ze 0< ¢ < >

Preto [f, x*ydxdy = [? (fOZCOS(p r2 .cosz<p.rsin<p.rdr) do =

% 2c0s@
f (j r*.cos?.sing dr) do =
0
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PouZijeme substituciu cosp =t, —singde =dt
32 (1 74 4
5 J, -5
Urcite vas napadlo, Ze sme mohli postupovat aj inak, a to tak, Ze pouzijeme

transformaciu x =1+ rcos¢p a y =rsing, ¢imsa ,posivame” sa do
stredu kruhu a ked ju dosadime do podmienky (x — 1)? + y? < 1 dostaneme

. . A
0< r<1 azrejme aj 0S<p£5.
RieSenie sa zmeni, otazka je ¢i sme si ho zjednodusili, alebo skomplikovali?

Vyskusajte!

Priklad 7
[y X2 ydxdy,
ak  M={(x,y);x*+(y—1)2 =1, x*+(y—2)? <4}.
Cize integralna funkcia je taka istd, ale oblast Gplne ind, nakreslite si ju!
RieSenie.
Na urcenie hranic som poutzila , klasicki“ substituciu
X =T1cosQ, Yy =T1sing,

ktord som dosadila do x%2+(y — 1)? > 1 a po Gprave mi vy3la 1.podmienka
r = 2sing, ado x%+(y — 2)? < 4 apo Uprave mi vysla 2.podmienka
r < 4sing.

Takze 2sing < r <4singp azobrazkujezrejmé,ze 0< ¢ <.

Preto [f x*ydxdy = fon (f4sm(p r2. cosz<p.rsin<p.rdr) do =

2sing

T 4sing
j <f r*.cos?@.sing dr) do =
0 2sing



T 54sing -
] T 992 ) ]

f cos?@.sing 0 do == (sin®@.sing.cos?@)de =
0 0

2sing

992

Tfon(sin6<p — sin8¢@)dp = (rozdelila som si to na 2 integraly)

| _j” 600 _j”{l—cosZgord 5
1—05m§0<P—0 5 P=16"

| _j” B od _j”[l—cos&prd _ 35
Potom [, x*ydxdy =%f0ﬂ(sin6g0 — sin8@)do = 7,757

Aj vy mate pocit, Ze som nezvolila prave najlepsie rieSenie? A vbbec, nie som si
ista, Ci tam nie je chyba, dost som sa s tym natrapila.

Ak mate lepsie rieSenie, a bude naozaj lepsie, poslite mi ho za bod!
Iste ste si viimli, Ze na obrazku el. oblasti je nespravny polomer e a ma byt +e.

To bola len kontrola pozornosti! Drzim palce na teste a cakam vase inteligentné
rieSenial E.P.



