PREDNASKA 9.

Matematici st ako Francizi. Cokolvek im poviete, prelozia si do vlastného
jazyka, a v tom okamihu to znamend nieco 1iplne iné.
Johann Wolfgang von Goethe 1749 - 1832

Dvojny integral na meratelnej mnozine.

Definicia integralu na mnozine.

V predchadzajicej kapitole sme sa naudili, ako merat velkost mnoziny v rovine
R?. Uviedli sme dolezity priklad meratelnych mnozin, a sice elementérne oblasti.

Ale dvojny integral sme zaviedli zatial len na obdlzniku.

Ulohou tejto kapitoly je ukazat, ako vieme pojem dvojny integral preniest na
TubovoInt meratelni mnozinu.

Urobime to tak, ze definiény obor funkcie f zvécsime na obdlznik.

Definicia. Majme funkciu f : A — R definovani na meratelnej mnozine A.
Nech I je taky dvojrozmerny interval, ze A C I.

Funkciu
Fale )_{f(f&y) ak (z,y) € A
AN Y) = 0 ak (z,y) ¢ A

nazyvame rozsirenie funkcie f na obdlznik I5.

Cize funkciu f sme na jej definicnom obore A nezmenili a f4 sme vytvorili tak,
ze sme doplnili funkéné hodnoty v obdlzniku I, ale mimo mnoziny A, nulou.

Definicia. Funkciu f : A — R definovant na meratelnej mnozine A, nazyvame
integrovatelna na mnozine A, ak jej rozsirenie f4 na obdlznik I je integrovatelnd
funkcia na I.
Cislo
J[ tate.w sy
Iz

nazyvame dvojny integral funkcie f na mnozine A a znac¢ime

//A [z, y) dedy = / A fa(z,y) dzdy.

D4 sa lTahko nahliadnut, ze hodnota dvojného integralu funkcie f nezavisi od
toho, do ktorého obdlznika mnozinu A vlozime (inak by definicia vyssie nemala
zmysel), pretoze tie body obdlznika I. 2, ktora lezia mimo mnoziny A, prispievaji k
hodnote integralu nulou.

Na zaver tejto casti uvedieme vetu, ktora hovori, ze podobne ako pri obdenikoch,
aj teraz je kazdd ,rozumnd” funkcia integrovatelna.

Veta. KazZdd ohranicend funkcia dvoch premennych f: A — R definovand na me-

ratelnej mnozine A, ktorej mnozina bodov nespojitosti md mieru 0, je integrovatelnd
na A.

Inymi slovami, ak vieme zmerat velkost defini¢ného oboru A a ,strecha” f(z,y)
nie je prili§ ,,potrhana”, tak vieme zmerat aj objem pod strechou.



Fubiniho veta na elementarnej oblasti.

Ako v pripade obdfinika, tak aj teraz by sa integral na mnozine A pocital z
definicie len velmi tazko.

Pomozeme si vetou, ktord umozni vypocet dvojného integralu na elementarnej
oblasti pomocou dvoch uréitych integralov funkcii jednej premennej.

Veta (Fubini na elementarnej oblasti typu xy). Nech
M = Mzy ={lz,y] € R* a<az<b, plo) <y <)}

je elementdrna oblast typu xy a nech f : M — R je integrovatelnd funkcia. Nech
pre kazdé x € [a,b] existuje integrdl

()
K(x)= [ [f(z,y)dy.

o(z)

Potom

//f(x,y)dxdy/abK(x)dx/ab 7x)f(:£,y)dy da.
M

P()

Pri pohlade na Fubiniho vetu zostaneme pri predstave krdjania funkcie f na
platky v smere osi y, len si v§imnime, Ze teraz naSe rezy nezacinaji a nekoncia na
tom istom mieste (K (z) sme pri obdlzniku dostali ako integrdl od ¢ po d nezdvisle
od hodnoty x), ale dizka kazdého rezu sa menf a zévisi od miesta z.

Analogicka veta o vypocte integralu plati aj pre elementarnu oblast typu yzx.

Veta (Fubini na elementirnej oblasti typu yx). Nech
M =My, ={[z,y] € R*; c<y<d, o(y) <z <9(y)}

je elementdrna oblast typu yx a mech f : M — R je integrovatelnd funkcia. Nech
pre kazdé y € [c,d] existuje integrdl

P(y)
K(y) = / f(zy) dz.

o (y)

Potom

[ st sty - / " Ky = / ' [tz | dy.
M



Pouzitie Fubiniho vety predvedieme v nasledujucich prikladoch.

Priklad 1. Vypocitajme dvojny integral

// zy dxdy
M

, ak mnozina M je ohrani¢end krivkami y = 2z — 22

arz+y=0.

RieSenie. V prvom kroku popiseme mnozinu M ako elementarnu oblast niektorého
typu. (Nakreslite.)
Dosadme z prvej rovnice oblasti M do druhej. Dostaneme

3z — 22 = 0.

Korene tejto kvadratickej rovnice st 1 =0 a x5 = 3. Teda 0 < x < 3.
Pre z € [0,3] je 3z — 22 > 0 a po odéitani o dostaneme

200 — 22 > —z.

Nerovnosti
0<z<3
—r<y< 22— 2
popisuji M ako elementdrnu oblast typu xy. (Ndjdite si prislusné ¢iary v obrédzku.)
Pretoze hranice pre premennu y nie si konstantné, musime pri vypocte integralu
zacat integralom

927 2x—x
K(z) = / xydy = [m} =
_ (2x—x2)2_ (—x)? :4x3—4x4+x5_£:3x3_2x4+ 5
2 2 2 2 2 2

Teraz

3 9.3 5
//mydxdy:/ 3i—2x4+£dx:
0 2 2
M

_[3x4 22 x6}3_35 2.3 36 243
0

8 5 T12

8 5 127 a0

Premyslite si, ze zaporny vysledok nie je chyba. Pozrite na obrazok oblasti a
vSimnite si, na ktorej Casti oblasti M je funkcia f kladnd, a na ktorej zaporna.



Priklad 2. Vypocitajme dvojny integral

//a:—ydmdy,
M

ak mnozina M je ohranicend priamkamiy=0,y=2 ax+y=2.

Riesenie. V prvom kroku popiseme mnozinu M ako elementarnu oblast niektorého
typu. (Nakreslite.)

Ak sme dobre kreslili, mnozina M je trojuholnik s vrcholmi A = [0,0], B = [2,0]
aC=[L1].

Ak by sme chceli popisat M ako elementdrnu oblast typu xy, dalo by sa to, ale
horné ohranicenie oblasti by bola lomend ¢iara ACB.

Preto je vyhodnejsie popisat M ako elementdrnu oblast typu yx.

(My, ktori mame slabsiu priestorovi predstavivost, si prekreslime obrdzok tak,
aby os y bola vodorovnd a os x zvisld.)

Najmens$ia moznda y-ova suradnica bodu v trojuholniku je nula, najvacsia je 1.
Preto

0<y<1.

Trochu presnejsie by bolo povedat, Ze sme trojuholnik ABC' premietli na os y.
Jeho priemet je tsecka [0, 1] na tejto osi.

Ak si predstavime (alebo aj nakreslime) vodorovné srafovanie trojuholnika ABC,
tak kazdd srafa, t.j. dsecka pre pevne zvolené y, zaCina na strane AC a konéi na
strane BC trojuholnika. Strana AC lezi na priamke y = z (alebo radsej z = y) a
strana BC na priamke = 4+ y = 2. Teda nerovnosti

popisuji M ako elementarnu oblast typu yx.
Teraz musime zacat integralom podla premennej x

2—y

72 2—y
K@%=/x—yw=[2—w4 =
) y
2 _ 2 2
:%—(Q—y)y—%+y2=2—4y+2y2.
A teda
1
//x—ydxdy:/ 2 —dy+ 2% dy =
0
M

1

2 2
=2y — 2% + y3] =-.
[ 37 1y 3



Priklad 3. Vypocitajme dvojny integral

// ev dxdy,
M

ak mnozina M je ohrani¢end krivkami y =1,z =0 ay? = =z.

RieSenie. V prvom kroku popiseme mnozinu M ako elementarnu oblast niektorého
typu. (Nakreslite, tretia c¢iara je parabola.)

Ak sme dobre kreslili, mnozina M je ohrani¢end useckami AC' a BC' a castou
paraboly AB. Pritom A =[0,0], B=[1,1] a C =[0,1].

Elementarnu oblast M popiSseme ako oblast typu yz.

Zrejme y-ové suradnice bodov v oblasti M sa menia v rozsahu od nula po 1.
Preto

0<y<1.

(Znovu sme premietli oblast M na os y. Priemetom je tsecka [0, 1].)
Pretoze 0 < y?, mame nasledujiici popis M ako elementdrnej oblasti typu yx

0<y<1,
0<az<y’

Zacneme integralom podla premennej x

o £V’
K(y)z/e?dx: {yei}o = ye¥ —y.
0

1
//e%dxdy:/ ye¥ —ydy =
¥ 0

1 211
1
— [yeY]t — Vady— L —e_et1- <=
lye’], /Oe Y {2}0 e—e+ 5

(Seitanec ye¥ sme integrovali metédou per partes.)

Teraz

1
5"

Mohla by ndm napadnit dotierava otazka, preco sme zvolili popis oblasti M
typu yx a nie zy. Ved M vieme popisat pomocou nerovnosti

0<z<1,
Ve<y<lL

Spomenme si na varovni poznamku na konci minulej prednasky. Ak by sme teraz

1 x
cheeli vypocitat K(z) = [ ev dy, tak sa dostaneme do problémov, lebo primitivnu
VT
funkciu nevieme zapisat pomocou elementarnych funkcii.
(Poznamenajme, zZe tento priklad md este jeden skryty drobny hdcik, ak nan
pridete, napiSte mi.)



Vlastnosti integrovatefnych funkcii.

Dvojny integral ma vlastnosti podobné, aké sme pozorovali v predchadzajicom
semestri pri urcitom integrali.
Prva vlastnost hovori, ze dvojny integral sa da pocitat po s¢itancoch.

Veta (o linearite). Nech f : A — R, g : A — R su integrovatelné funkcie na
(meratelnej) mnozine A. Nech ¢y, co st konstanty.
Potom aj funkcia (c1 f + ca g) je integrovatelnd na A a plati

/ / et f(@,y) + ¢ 9(w, ) dady = c1 / / f(,y) dady + c3 / / g(w,y) dady.
A A A

Niekedy sa stane, ze meratelnd mnozina A sice nie je elementdrnou oblastou, ale
d4 sa zapisat ako zjednotenie dvoch alebo viacerych elementarnych oblasti.
Vtedy vieme na vypocet dvojného integralu pouzit vetu o aditivite.

Veta (o aditivite). Nech f : A — R je integrovatelnd funkcia na meratelnej
mnozine A. Nech A = B U C pricom B a C su tiez meratelné mnoziny a ich
prienik md mieru 0.

Potom funkcia f je integrovatelnd aj na mnozindch B, C a plati

//f(%y) drdy = //f(x,y) dwdy+//f(x,y) dxdy.
A B C

Nasledujica veta hovori, ze ak vyska miestnosti je konstantnd a rovna 1, tak
objem miestnosti je ¢iselne zhodny s plochou podlahy.

Veta (o miere). Nech A C R? je meratelnd mnoZina.

Potom
m(A) = //1dxdy.
A

Vsimnime si, ze ak mnozina A je elementarna oblast typu xy,

A={[z,y] € R* a<ax<b, p(z)<y <)}

tak podla vety o miere je

m(A)://ldxdy:/ab (/T(j)ldy> dac:/bz/}(x)—ap(x)dx,
/s ola a

¢o je vzorec dobre znamy z predchadzajiiceho semestra.



Priklad 4. Vypocitajme velkost oblasti A, ktord je ohrani¢end nerovnostami

N

T 2

=+

Cisla a, b st kladné konstanty.

<1 a

IS

_|_

SalES

> 1.

SIS

RieSenie. Ak uvazujeme namiesto nerovnosti len rovnice, tak prva rovnica je
rovnicou elipsy s poloosami a a b a druhd je rovnicou priamky. (Nakreslite.)

Obe krivky sa pretinajd v bodoch [a,0] a [0,b]. Mnozina A je ¢ast vnttra elipsy
leziaca nad priamkou.

Popiseme ju ako oblast typu zy.
Zrejme z-ova suradnica bodov oblasti A splia

0<z<a.

Ak vyjadrime y z oboch rovnosti, dostaneme

T
a x
- i-3)
a
Popis oblasti je teda
0<z<a,
2
b(l—f)gygb 1—3L
a

Podla vety o miere je

m(A):é/ldxdy:/Oa /b:{?ldy da:zb/oawl—ﬁ—@—gc)dx

Scitanec /1 — 2—2 integrujeme pomocou substiticie x = asint, dr = a cost dt.

i

3 9ma . .,
m(A):b/ acosztdt—b[a:—x} = Tab— zab="""qp.
0 2a 0 2 4

(V poslednom integréli sme pouzili vzorec cos® t = £ (1 + cos 2t).)




