PREDNASKA 8.

Matematik je slepy ¢lovek v temnej miestnosti hiadajici ¢iernu macku, ktord
tam nie je. (Charles Darwin 1809 - 1882)

Dvojny integral.

Pripravné pojmy.

Predstavme si, Ze miestnost velkosti 3,70m x 4,40m chceme pokryt kobercom.
Nie vsak klasickym, ale lepenim kobercovych stvorcov. Tie sa preddvaji vo velkosti
1m?2.

Mame na vyber dve moznosti. Bud pouzijeme 12 Stvorcov a pokryjeme plochu
3x4 a pri stendch ostand nepokryté miesta, alebo pouzijeme 20 stvorcov na pokrytie
plochy 4x5 a pri stendch budeme mat prebytky.

Naga miestnost potrebuje koberec velkosti bud 12 m? alebo 20 m?2.

Ak by boli dostupné aj stvorce velkosti 0.5x0.5, tak by sme potrebovali najmenej
7x8 a najviac 8x9 takych stvorcov.

Jeden ma plochu 0.25 m?, teda nasa spotreba je bud 14 m? alebo 18 m? koberca.

Vsimnime si, Ze pomocou spotreby koberca, odhadujeme zdola a zhora velkost
miestnosti.

Na ¢o je to dobré? Ved velkost miestnosti je predsa 3.7x4.4 t.j. 16.28 m?.

Jednak poznamenajme, ze to je presne vysledok, ktory dostaneme pri pouziti
Stvorcov velkosti 0.1x0.1, ale ¢o je zaujimavejsie, mozeme sa teraz pytat, akd je
velkost (plosné miera) titvaru, ktory nemd tvar obdiinika, napriklad velkost povrchu
jazera.

Pod’rpe pridat trochu matematiky.
Obdlznik I
Iy ={[z,y]; z €a,b] A ye€led]}

nazvame dvojrozmerny interval. M6zeme ho zapisat aj ako
Iy = [a,b] X [c,d].

(Nakreslite si ho, a <z <b, c <y <d.)
Dizky jeho stran st b—a a d—c. Jeho velkost (miera) je m(L) = (b—a)-(d—c).

Uvazujme o deleni D; intervalu [a, b] na m casti.
D1 :{CL:.CL’(), I, ...,l‘m:b}.

Podobne rozdelme aj interval [c, d] na y-ovej osi na n casti.

D2:{C:y07y17"'7yn:d}'



Uvazujme teraz vietky obdizniky typu Ii; = [xi—1, ] X [yj—1,y,] pre vietky
dvojice i,jpre 1 <i<mal<j<n.

Dvojrozmerny interval I je zjednotenie vSetkych takychto obdlzni¢kov I;;. Da
sa povedat, ze sme I, pokryli obdlzni¢kami I;; (nerovnakej velkosti).

Mnozinu D (vietkych obdiznickov)

D={Lj;; 1<i<mAl<j<n}

nazveme delenie obdl,Zni}{a L.
Velkost kazdého obdlznicka I;; je zrejme

m(1ij) = (xi — @i—1) - (Y5 — Yj—1)-

Pritom

A ako to bude s hladinou jazera?

Majme mnozinu J (jazero), J C R?. Zvolme obdiznik I, ktory pokryva celé
jazero, J C Is.

Zvolme nejaké delenie D dvojrozmerného intervalu I, na obdfiniéky I;;.

Vsimajme si tie obdeniéky I;;, ktoré celé lezia v mnozine J, t.j. I;; C J.

Stcet ich velkost{ nazveme vniitornd miera mnoziny J pri danom deleni D.
Tento sucet oznacime mp,(J).

Teraz si v§imajme tie obdiiniéky I;
J, tj. Li; N J #0.

Sucet ich velkosti nazveme vonkajsia miera mnoZiny .J pri danom deleni D.
Tento stucet oznacime mp(J).

Zrejme

j» ktoré aspon nejakou castou lezia v mnozine

mp(J) <mp(J).

Rozdiel medzi mp(J) amp(J) je tym mensi, ¢im jemnejsie delenie D pévodného
obdiznika sme si zvolili.

Jemnost delenia D budeme merat pomocou dizok stran obdiznickov I;;.
Zmeriame kazdu stranu kazdého obdlznicka a najdlhsiu stranu (najhorsi pripad)
vezmeme ako mierku. (Zvykne sa volat norma delenia.)

DI = maz{(zi — xi-1), (y; — yj-1)}

Cim je || D|| mensie, tym je delenie jemnejsie.

Suprémum vsetkych vnutornych mier mp,(J) pri vsetkych deleniach D, (v li-
mitnom zmysle najvacsiu vnitorni mieru) oznac¢ime ako m(.J) a nazveme vnitorna
miera mnoziny J. (Toto ¢islo uz nezavisi od D.)

Analogicky infimum vsetkych vonkajsich mier mip(J) pri vSetkych deleniach
D, (v limitnom zmysle najmensiu vonkajsiu mieru) oznac¢ime ako m(.J) a nazveme
vonkajsia miera mnoziny J.

Finéle:



Definicia. Ak m(J) = m(J), tak mnozinu J nazyvame meratefna. Spolocnu
hodnotu ¢isel m(J), m(J) znac¢ime m(J) a nazyvame miera mnoziny J.

Na zaver tejto Casti poznamenajme, ze jednotlivy bod v rovine ma mieru 0 a
takisto uisecka a hladka krivka m4 (plosni) mieru 0.
Tiez len uvedme, ze kazd4 meratelnd mnozina v R? m4 hranicu s mierou 0.

Elementarne oblasti.

V tejto casti uvedieme mnoziny v rovine, ktoré si trochu zlozitejsie ako obdeHik,
ale dostatocne jednoduché na to, aby sme ich vedeli popisat pomocou nerovnosti.

Definicia. Nech ¢, v st spojité funkcie jednej premennej x definované na intervale
[a,b] a nech p(z) < ¥(x) vo vnitri intervalu [a, b].
Elementarnou oblastou typu xy nazyvame mnozinu

My ={lz,y] € R* a<z<b, o(x)<y<y(x)}

Kvoli porozumeniu definicii skomentujme zapis aj slovne. Do mnoziny M,,
patria také body [z, y], ktoré maji x-ovi siradnicu medzi a a b, teda z intervalu
[a,b]. Stucasne ich y-ové sturadnica je medzi hodnotami ¢(x) a ¥(z).

Alebo tiplne jednoducho (a trochu volnejsie): Je to mnozina zhora ohrani¢end ¢iarou
(grafom funkcie) 1 (x) a zdola ¢iarou (grafom funkcie) p(z).

Priklad 1. Kazdy obdlznik Iy = [a,b] x [¢,d] je elementérna oblast typu xy.

Naozaj oy
a<x<b,

c<y<d
Funkcie p(z) = ¢ a ¢(x) = d si v tomto priklade konstantné.

Priklad 2. Trojuholnik ABC s vrcholmi A = [0,0], B = [2,0], C = [0,1] je
elementarna oblast typu xy. (Nakreslite si ho.)

Najprv si vSimnime, ze vSetky body trojuholnika maji x-ovu siradnicu
0<x <2

Podla toho, aké z z intervalu [0, 2] zvolime, dostaneme hranice pre druhu siradnicu
Y.
Trojuholnik je zdola ohraniceny tiseckou AB, na nej je y-ova sturadnica rovna 0.
Zhora je ohrani¢eny (Sikmou) tseckou BC. Této lezi na priamke x + 2y = 2.
Po vyjadreni y =1 — %ZL’ Teda

1
0§y§1—§x.



Spolu s podmienkou pre x:

0<x <2,
0<y<l1 L
— -z
SY> 5
¢o je dvojica nerovnosti z definicie, pricom p(z) =0 a ¢(z) =1 — 3.

Podobnu definiciu elementarnej oblasti dostaneme, ak vymenime tlohy pre-
mennych y a x.

Definicia. Nech ¢, v st spojité funkcie jednej premennej y definované na intervale
[c,d] a nech ¢(y) < ¥(y) vo vnutri intervalu [c, d].
Elementarnou oblastou typu yx nazyvame mnozinu

My, ={[z,y] € R*; c<y<d, o(y) <z <¢(y)}.

Priklad 3. Kazdy obdlznik I, = [a,b] x [¢, d] je aj elementdrna oblast typu yx.
Zrejme
c<y<d,

a<x<hb.

Funkcie ¢(y) = a a ¢(y) = b st v konstantné.

Priklad 4. Trojuholnik ABC' s vrcholmi A = [0,0], B = [2,0], C = [0,1] je aj
elementarna oblast typu yx.
(Uz ho mate nakresleny v Priklade 2.)

Na rozdiel od prikladu 2, teraz za¢neme stiradnicou y. VSetky body trojuholnika
maju y-ovi suradnicu
0<y<L

Podla toho, aké y z intervalu [0, 1] zvolime, dostaneme hranice pre .

Trojuholnik je zlava ohrani¢eny tseckou AC, na ktorej je x-ovd stiradnica rovna
nule.

Sprava je ohranic¢eny (Sikmou) tseckou BC. Této lezi na priamke x + 2y = 2.
Tentokrat vyjadrime z = 2 — 2y. Teda

0<z<2—2y.
Nerovnosti spolu davaju popis elementarnej oblasti typu yx:

0<y<I,
0<z<2—2y.



Priklad 5. Mnozina M, ohrani¢end parabolami y = 222 a y = 22 + 1 je ele-
mentarna oblast typu xy, ale nie je elementarna oblast typu yx.
( Nakreslite.)

Ak déame do rovnosti vyjadrenia y, dostaneme rovnicu

2% = 22 4+ 1.
RieSenia st x1 = —1, 92 = 1. To si x-ové suradnice priesecnikov parabol.
Prez € [—1,1] je 22 < 22+1. (To je zrejmé z nerovnosti x> < 1 prex € [—1,1].)
Teraz
-1 <2<,

202 <y < +1,

¢o je popis elementarnej oblasti typu xy.

(Rozmyslite si, pre¢o M nie je elementarna oblast typu yx. Sta¢i argumentovat
pomocou obrazku.

Nakreslena oblast M sa da vysSrafovat zvislymi tuiseckami. Kazda zacina na
parabole 222 a kon¢i na parabole x% + 1. Tento obrazok zodpovedd elementérnej
oblasti typu xy.

Ak sa pokisime oblast M vysrafovat vodorovnymi tseckami, zistime, ze napri-
klad pre y = 1.5 potrebujeme az dve tsecky, nestaci jedna. Preto sa M neda popisat
nerovnostami ¢ <y < d, ¢(y) < x < (y) a nie je elementarnou oblastou typu yx.)

Dvojny integral na obdizniku.

NasSou motiva¢nou predstavou v tejto kapitole bude cirkusovy stan. M4 nepravi-
delnti podlahu, rozne vysoké bocné steny a roznu vysku stropu. Otazka, ktoru
budeme riesit je: Aky je objem stanu?

Dvojny integrél, ktory budeme definovat, je analégiou urcitého integralu funkcie
jednej premennej. Tam sme pocitali obsah plochy ohrani¢enej zhora krivkou (gra-
fom funkcie jednej premennej), teraz budeme pocitat objem telesa ohrani¢eného
zhora plochou (grafom funkcie dvoch premennych).

V tejto casti bude este podlaha nasho stanu jednoduché, bude to obdiznik Is.

Ak by bola aj ,strecha” jednoduchd, konkrétne konstantne vysoka, objem ta-

kéhoto kvadra je sicin velkosti zdkladne a vysky.

Pri nekonstantnych funkcidch f(z,y) si pomdzeme nasledovne:

Tak ako v predoslej casti rozdelime definicny obor t.j. interval Is na malé
ObdiZniéky. Urobime delenie D. Na kazdom malom obdizni¢ku delenia D nahradi-
me Sikmu strechu rovnou, funkciu f(x,y) nahradime konstantou. Konstantu zvoli-
me tak, Ze vyberieme jeden bod ¢;; z obdlznicka I;; a zmeriame vysku v tomto
bode, to je hodnota f(c;;) (bod c;; ma dve siradnice).

Tym vytvorime kvadrik s objemom



m(liz) - f(cij) = fleig) - (i —2im1) - (Y5 — yj-1)-

Objem celého telesa budeme aproximovat sic¢tom objemov vSetkych kvadrikov.
Tuto aproximéciu nazveme integralny stucet funkcie f pri deleni D a volbe ¢,

S(f,D)= > fley)- (@ —zima) - (y; — y5-1).
1<i<m
1<j<n
Prirodzene oc¢akivame, ze ¢im jemnejsie delenie I5 zvolime, (v zmysle mensieho
||D]]), tym presnejsie vypocitame objem telesa pod funkciou f(x,y). A to chceme
dokonca bez ohladu na volbu bodov ¢;;.

Definicia. Nech f : I, — R. Ak pre kazdu postupnost Dy deleni intervalu I
takd, ze limy_,o || Dg|| = 0, a pre kazdu volbu ¢;; existuje jedind kone¢na limita

lim S(f,Dx) = L,

k—o00

tak ¢islo L nazyvame dvojny integral funkcie f na obdizniku Is.
Oznacujeme

L :/12 f(x,y) dzdy.

Funkciu f nazjvame integrovatelna na Is.

Nasledujice dve tvrdenia hovoria, Ze ,rozumné” funkcie st integrovatelné.

Veta. Kazdd spojitd funkcia dvoch premennych f : Is — R je integrovatelnd na
obdlzniku I5.

Veta. KazZdd ohranicend funkcia dvoch premennych f : Io — R, ktorej mnoZina
bodov nespojitosti md mieru 0, je integrovatelnd na Is.

V predoslej vete si predstavte funkciu, ktord je nespojita len na nejakej krivke.

Fubiniho veta na obdizniku.

Uz vieme, ¢o je dvojny integral funkcie f(z,y) na obdizniku I5, ale nevieme,
ako ho vypoéitat. Pomocou limity z definicie by to bolo velmi nepraktické.
Naéstroj na vypocet ndm dava Fubiniho veta.

Predstava o Fubiniho vete je nasledovna. Majme defini¢ny obdlznik I = [a, b] x
[c,d] a funkciu f(z,y). Urobme rez v smere osi y v mieste zg, teda parcidlnu
funkciu f(xo,y). Spocitajme velkost plochy pod grafom tejto parcidlnej funkcie
jednej premennej y.

To je integrél jednej premennej vy, fcd f(xo,y) dy.

Zopakujme takyto rez a vypocet plochy pre vsetky z( z intervalu [a,b]. Stcet
od a po b velkosti vietkych ploch déva velkost telesa pod grafom.



Vyzerd to, akoby sme nepravidelni saldamu nakréjali na tenké platky a pocitali
velkost salamy ako sucet platkov. (Predstava, ze platky st nekonecne tenké a je
ich nekonecne vela, je snom kazdého bufetdra.)

Veta (Fubini na intervale). Nech M = [a,b] x [¢,d] je obdlznik a f : M — R je
integrovatelnd funkcia. Nech pre kaZdé x € |a,b] existuje integrdl

K(z) = / £ ) dy

Potom

//f(x,y)dxdyZ/abK(a:)dx:/ab (/cdf(a:,y)dy> dz.
M

Ak to, ¢o pocitame je objem zemiaka, tak definicia dvojného integralu kraja
zemiak na hranolky. Fubiniho prinos spociva v tom, ze kraja ten isty zemiak na
chipsy.

Priklad 6. Vypocitajme

//:I;y + y* dxdy

M

ak M = [0,1] x [L,3].
Zvolme nejaké (v tomto kroku pevné) z z intervalu [0, 1] a pocitajme

3
K(ib‘)z/l zy +y° dy,

v ktorom je premenna len y.
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Vysledok zavisi od zvoleného x.

Teraz ddme dohromady (zintegrujeme) vsetky vysledky pre vsetky volby z z
intervalu [0, 1]:



V pripade obdlznika a spojitej funkcie je jedno, v akom smere volime rezy grafom
funkcie f. Tak ako sme volili pevné x a robili rez v smere osi y, mézeme tlohy x a
y vymenit.

Dostaneme alternativne znenie Fubiniho vety.

Veta (Fubini na intervale v opaénom poradi). Nech M = [a,b] X [c,d] je
obdnik a f: M — R je integrovatelnd funkcia. Nech pre kazdé y € [c,d] existuje
integrdl

K(y) =/ f(z,y)dx.

//f(x,wdxdy:/cdff(y)dy:/j (/abf(:c,y)dac> dy.

Priklad 7. Vypocitajme

Potom

1
_ dxd
// 2z +y+ 12"
M

ak M =[0,4] x [0, 1].
Priklad sa da pocitat oboma postupmi. Kvoli demonstracii poslednej vety
zvolme y z intervalu [0, 1] a pocitajme

4
1
K=/ —— 4
(y) /o(2w+y+1)2 z,

v ktorom je premennd len x.

/4 1 ; { ~1 r -1 1
—_— A = g

o 2r+y+1)? 22z +y+1)|, 209+y) 2@y+1)
Vysledok je funkcia premennej y.

Teraz pocitame urcity integral vyslednej funkcie v hraniciach pre premennt y:

1 1 1 1 !
/0 20+y) " 2y+1) Y [2 OFu)+ g+

= 1110-1-112—1—119 111—
=-—3n 5 0 5 In 5nl=

1.9
=—In-—.
2 5

Mozete vyskusat postup v opacnom poradi. Vysledok musi byt rovnaky.

A na zaver:
Varovanie ministerstva Skolstva: V niektorych prikladoch obtiaznost vypoctu
zavisi od zvoleného poradia integrovania.



