
Prednáška 8.

Matematik je slepý človek v temnej miestnosti hl’adajúci čiernu mačku, ktorá
tam nie je. (Charles Darwin 1809 - 1882)

Dvojný integrál.

Pŕıpravné pojmy.

Predstavme si, že miestnost’ vel’kosti 3,70m x 4,40m chceme pokryt’ kobercom.
Nie však klasickým, ale lepeńım kobercových štvorcov. Tie sa predávajú vo vel’kosti
1m2.

Máme na výber dve možnosti. Bud’ použijeme 12 štvorcov a pokryjeme plochu
3x4 a pri stenách ostanú nepokryté miesta, alebo použijeme 20 štvorcov na pokrytie
plochy 4x5 a pri stenách budeme mat’ prebytky.

Naša miestnost’ potrebuje koberec vel’kosti bud’ 12 m2 alebo 20 m2.
Ak by boli dostupné aj štvorce vel’kosti 0.5x0.5, tak by sme potrebovali najmenej

7x8 a najviac 8x9 takých štvorcov.
Jeden má plochu 0.25m2, teda naša spotreba je bud’ 14m2 alebo 18m2 koberca.
Všimnime si, že pomocou spotreby koberca, odhadujeme zdola a zhora vel’kost’

miestnosti.
Na čo je to dobré? Ved’ vel’kost’ miestnosti je predsa 3.7x4.4 t.j. 16.28 m2.
Jednak poznamenajme, že to je presne výsledok, ktorý dostaneme pri použit́ı

štvorcov vel’kosti 0.1x0.1, ale čo je zauj́ımaveǰsie, môžeme sa teraz pýtat’, aká je

vel’kost’ (plošná miera) útvaru, ktorý nemá tvar obd́lžnika, napŕıklad vel’kost’ povrchu
jazera.

Pod’me pridat’ trochu matematiky.

Obd́lžnik I2
I2 = {[x, y]; x ∈ [a, b] ∧ y ∈ [c, d]}

nazvame dvojrozmerný interval. Môžeme ho zaṕısat’ aj ako

I2 = [a, b]× [c, d].

(Nakreslite si ho, a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d.)

Dĺžky jeho strán sú b−a a d−c. Jeho vel’kost’ (miera) je m(I2) = (b−a) ·(d−c).

Uvažujme o deleńı D1 intervalu [a, b] na m čast́ı.

D1 = {a = x0, x1, . . . , xm = b}.

Podobne rozdel’me aj interval [c, d] na y-ovej osi na n čast́ı.

D2 = {c = y0, y1, . . . , yn = d}.



Uvažujme teraz všetky obd́lžniky typu Iij = [xi−1, xi] × [yj−1, yj ] pre všetky
dvojice i, j pre 1 ≤ i ≤ m a 1 ≤ j ≤ n.

Dvojrozmerný interval I2 je zjednotenie všetkých takýchto obd́lžničkov Iij . Dá

sa povedat’, že sme I2 pokryli obd́lžničkami Iij (nerovnakej vel’kosti).

Množinu D (všetkých obd́lžničkov)

D = {Iij ; 1 ≤ i ≤ m ∧ 1 ≤ j ≤ n}

nazveme delenie obd́lžnika I2.
Vel’kost’ každého obd́lžnička Iij je zrejme

m(Iij) = (xi − xi−1) · (yj − yj−1).

Pritom
m(I2) =

∑
1≤i≤m
1≤j≤n

m(Iij).

A ako to bude s hladinou jazera?

Majme množinu J (jazero), J ⊂ R2. Zvol’me obd́lžnik I2, ktorý pokrýva celé
jazero, J ⊂ I2.

Zvol’me nejaké delenie D dvojrozmerného intervalu I2 na obd́lžničky Iij .

Vš́ımajme si tie obd́lžničky Iij , ktoré celé ležia v množine J , t.j. Iij ⊂ J .
Súčet ich vel’kost́ı nazveme vnútorná miera množiny J pri danom deleńı D.

Tento súčet označ́ıme mD(J).

Teraz si vš́ımajme tie obd́lžničky Iij , ktoré aspoň nejakou čast’ou ležia v množine
J , t.j. Iij ∩ J ̸= ∅.

Súčet ich vel’kost́ı nazveme vonkaǰsia miera množiny J pri danom deleńı D.
Tento súčet označ́ıme mD(J).

Zrejme
mD(J) ≤ mD(J).

Rozdiel medzimD(J) amD(J) je tým menš́ı, č́ım jemneǰsie delenieD pôvodného

obd́lžnika sme si zvolili.
Jemnost’ delenia D budeme merat’ pomocou d́lžok strán obd́lžničkov Iij .

Zmeriame každú stranu každého obd́lžnička a najdlhšiu stranu (najhorš́ı pŕıpad)
vezmeme ako mierku. (Zvykne sa volat’ norma delenia.)

||D|| = max{(xi − xi−1), (yj − yj−1)}

Č́ım je ||D|| menšie, tým je delenie jemneǰsie.
Suprémum všetkých vnútorných mier mD(J) pri všetkých deleniach D, (v li-

mitnom zmysle najväčšiu vnútornú mieru) označ́ıme ako m(J) a nazveme vnútorná
miera množiny J . (Toto č́ıslo už nezáviśı od D.)

Analogicky infimum všetkých vonkaǰśıch mier mD(J) pri všetkých deleniach
D, (v limitnom zmysle najmenšiu vonkaǰsiu mieru) označ́ıme ako m(J) a nazveme
vonkaǰsia miera množiny J .

Finále:



Defińıcia. Ak m(J) = m(J), tak množinu J nazývame meratel’ná. Spoločnú
hodnotu č́ısel m(J), m(J) znač́ıme m(J) a nazývame miera množiny J .

Na záver tejto časti poznamenajme, že jednotlivý bod v rovine má mieru 0 a
takisto úsečka a hladká krivka má (plošnú) mieru 0.

Tiež len uved’me, že každá meratel’ná množina v R2 má hranicu s mierou 0.

Elementárne oblasti.

V tejto časti uvedieme množiny v rovine, ktoré sú trochu zložiteǰsie ako obd́lžnik,
ale dostatočne jednoduché na to, aby sme ich vedeli poṕısat’ pomocou nerovnost́ı.

Defińıcia. Nech φ, ψ sú spojité funkcie jednej premennej x definované na intervale
[a, b] a nech φ(x) < ψ(x) vo vnútri intervalu [a, b].

Elementárnou oblast’ou typu xy nazývame množinu

Mxy = {[x, y] ∈ R2; a ≤ x ≤ b, φ(x) ≤ y ≤ ψ(x)}.

Kvôli porozumeniu defińıcii skomentujme zápis aj slovne. Do množiny Mxy

patria také body [x, y], ktoré majú x-ovú súradnicu medzi a a b, teda z intervalu
[a, b]. Súčasne ich y-ová súradnica je medzi hodnotami φ(x) a ψ(x).
Alebo úplne jednoducho (a trochu vol’neǰsie): Je to množina zhora ohraničená čiarou
(grafom funkcie) ψ(x) a zdola čiarou (grafom funkcie) φ(x).

Pŕıklad 1. Každý obd́lžnik I2 = [a, b]× [c, d] je elementárna oblast’ typu xy.

Naozaj
a ≤ x ≤ b,

c ≤ y ≤ d.

Funkcie φ(x) = c a ψ(x) = d sú v tomto pŕıklade konštantné.

Pŕıklad 2. Trojuholńık ABC s vrcholmi A = [0, 0], B = [2, 0], C = [0, 1] je
elementárna oblast’ typu xy. (Nakreslite si ho.)

Najprv si všimnime, že všetky body trojuholńıka majú x-ovú súradnicu

0 ≤ x ≤ 2.

Podl’a toho, aké x z intervalu [0, 2] zvoĺıme, dostaneme hranice pre druhú súradnicu
y.

Trojuholńık je zdola ohraničený úsečkou AB, na nej je y-ová súradnica rovná 0.
Zhora je ohraničený (šikmou) úsečkou BC. Táto lež́ı na priamke x + 2y = 2.

Po vyjadreńı y = 1− 1
2x. Teda

0 ≤ y ≤ 1− 1

2
x.



Spolu s podmienkou pre x:

0 ≤ x ≤ 2,

0 ≤ y ≤ 1− 1

2
x,

čo je dvojica nerovnost́ı z defińıcie, pričom φ(x) = 0 a ψ(x) = 1− 1
2x.

Podobnú defińıciu elementárnej oblasti dostaneme, ak vymeńıme úlohy pre-
menných y a x.

Defińıcia. Nech φ, ψ sú spojité funkcie jednej premennej y definované na intervale
[c, d] a nech φ(y) < ψ(y) vo vnútri intervalu [c, d].

Elementárnou oblast’ou typu yx nazývame množinu

Myx = {[x, y] ∈ R2; c ≤ y ≤ d, φ(y) ≤ x ≤ ψ(y)}.

Pŕıklad 3. Každý obd́lžnik I2 = [a, b]× [c, d] je aj elementárna oblast’ typu yx.
Zrejme

c ≤ y ≤ d,

a ≤ x ≤ b.

Funkcie φ(y) = a a ψ(y) = b sú v konštantné.

Pŕıklad 4. Trojuholńık ABC s vrcholmi A = [0, 0], B = [2, 0], C = [0, 1] je aj
elementárna oblast’ typu yx.

(Už ho máte nakreslený v Pŕıklade 2.)

Na rozdiel od pŕıkladu 2, teraz začneme súradnicou y. Všetky body trojuholńıka
majú y-ovú súradnicu

0 ≤ y ≤ 1.

Podl’a toho, aké y z intervalu [0, 1] zvoĺıme, dostaneme hranice pre x.
Trojuholńık je zl’ava ohraničený úsečkou AC, na ktorej je x-ová súradnica rovná

nule.
Sprava je ohraničený (šikmou) úsečkou BC. Táto lež́ı na priamke x + 2y = 2.

Tentokrát vyjadŕıme x = 2− 2y. Teda

0 ≤ x ≤ 2− 2y.

Nerovnosti spolu dávajú popis elementárnej oblasti typu yx:

0 ≤ y ≤ 1,

0 ≤ x ≤ 2− 2y.



Pŕıklad 5. Množina M , ohraničená parabolami y = 2x2 a y = x2 + 1 je ele-
mentárna oblast’ typu xy, ale nie je elementárna oblast’ typu yx.

( Nakreslite.)

Ak dáme do rovnosti vyjadrenia y, dostaneme rovnicu

2x2 = x2 + 1.

Riešenia sú x1 = −1, x2 = 1. To sú x-ové súradnice priesečńıkov parabol.
Pre x ∈ [−1, 1] je 2x2 ≤ x2+1. (To je zrejmé z nerovnosti x2 ≤ 1 pre x ∈ [−1, 1].)
Teraz

−1 ≤ x ≤ 1,

2x2 ≤ y ≤ x2 + 1,

čo je popis elementárnej oblasti typu xy.
(Rozmyslite si, prečo M nie je elementárna oblast’ typu yx. Stač́ı argumentovat’

pomocou obrázku.
Nakreslená oblast’ M sa dá vyšrafovat’ zvislými úsečkami. Každá zač́ına na

parabole 2x2 a konč́ı na parabole x2 + 1. Tento obrázok zodpovedá elementárnej
oblasti typu xy.

Ak sa pokúsime oblast’ M vyšrafovat’ vodorovnými úsečkami, zist́ıme, že napŕı-
klad pre y = 1.5 potrebujeme až dve úsečky, nestač́ı jedna. Preto saM nedá poṕısat’
nerovnost’ami c ≤ y ≤ d, φ(y) ≤ x ≤ ψ(y) a nie je elementárnou oblast’ou typu yx.)

Dvojný integrál na obd́lžniku.

Našou motivačnou predstavou v tejto kapitole bude cirkusový stan. Má nepravi-
delnú podlahu, rôzne vysoké bočné steny a rôznu výšku stropu. Otázka, ktorú
budeme riešit’ je: Aký je objem stanu?

Dvojný integrál, ktorý budeme definovat’, je analógiou určitého integrálu funkcie
jednej premennej. Tam sme poč́ıtali obsah plochy ohraničenej zhora krivkou (gra-
fom funkcie jednej premennej), teraz budeme poč́ıtat’ objem telesa ohraničeného
zhora plochou (grafom funkcie dvoch premenných).

V tejto časti bude ešte podlaha nášho stanu jednoduchá, bude to obd́lžnik I2.
Ak by bola aj

”
strecha” jednoduchá, konkrétne konštantne vysoká, objem ta-

kéhoto kvádra je súčin vel’kosti základne a výšky.
Pri nekonštantných funkciách f(x, y) si pomôžeme nasledovne:
Tak ako v predošlej časti rozdeĺıme definičný obor t.j. interval I2 na malé

obd́lžničky. Urob́ıme delenie D. Na každom malom obd́lžničku delenia D nahrad́ı-
me šikmú strechu rovnou, funkciu f(x, y) nahrad́ıme konštantou. Konštantu zvoĺı-

me tak, že vyberieme jeden bod cij z obd́lžnička Iij a zmeriame výšku v tomto
bode, to je hodnota f(cij) (bod cij má dve súradnice).

Tým vytvoŕıme kvádrik s objemom



m(Iij) · f(cij) = f(cij) · (xi − xi−1) · (yj − yj−1).

Objem celého telesa budeme aproximovat’ súčtom objemov všetkých kvádrikov.
Túto aproximáciu nazveme integrálny súčet funkcie f pri deleńı D a vol’be cij ,

S(f,D) =
∑

1≤i≤m
1≤j≤n

f(cij) · (xi − xi−1) · (yj − yj−1).

Prirodzene očakávame, že č́ım jemneǰsie delenie I2 zvoĺıme, (v zmysle menšieho
||D||), tým presneǰsie vypoč́ıtame objem telesa pod funkciou f(x, y). A to chceme
dokonca bez ohl’adu na vol’bu bodov cij .

Defińıcia. Nech f : I2 → R. Ak pre každú postupnost’ Dk deleńı intervalu I2
takú, že limk→∞ ||Dk|| = 0, a pre každú vol’bu cij existuje jediná konečná limita

lim
k→∞

S(f,Dk) = L,

tak č́ıslo L nazývame dvojný integrál funkcie f na obd́lžniku I2.
Označujeme

L =

∫∫
I2

f(x, y) dxdy.

Funkciu f nazývame integrovatel’ná na I2.

Nasledujúce dve tvrdenia hovoria, že
”
rozumné” funkcie sú integrovatel’né.

Veta. Každá spojitá funkcia dvoch premenných f : I2 → R je integrovatel’ná na

obdĺ̌zniku I2.

Veta. Každá ohraničená funkcia dvoch premenných f : I2 → R, ktorej množina
bodov nespojitosti má mieru 0, je integrovatel’ná na I2.

V predošlej vete si predstavte funkciu, ktorá je nespojitá len na nejakej krivke.

Fubiniho veta na obd́lžniku.

Už vieme, čo je dvojný integrál funkcie f(x, y) na obd́lžniku I2, ale nevieme,
ako ho vypoč́ıtat’. Pomocou limity z defińıcie by to bolo vel’mi nepraktické.

Nástroj na výpočet nám dáva Fubiniho veta.

Predstava o Fubiniho vete je nasledovná. Majme definičný obd́lžnik I2 = [a, b]×
[c, d] a funkciu f(x, y). Urobme rez v smere osi y v mieste x0, teda parciálnu
funkciu f(x0, y). Spoč́ıtajme vel’kost’ plochy pod grafom tejto parciálnej funkcie
jednej premennej y.

To je integrál jednej premennej y,
∫ d

c
f(x0, y) dy.

Zopakujme takýto rez a výpočet plochy pre všetky x0 z intervalu [a, b]. Súčet
od a po b vel’kost́ı všetkých plôch dáva vel’kost’ telesa pod grafom.



Vyzerá to, akoby sme nepravidelnú salámu nakrájali na tenké plátky a poč́ıtali
vel’kost’ salámy ako súčet plátkov. (Predstava, že plátky sú nekonečne tenké a je
ich nekonečne vel’a, je snom každého bufetára.)

Veta (Fubini na intervale). Nech M = [a, b]× [c, d] je obdĺ̌znik a f :M → R je
integrovatel’ná funkcia. Nech pre každé x ∈ [a, b] existuje integrál

K(x) =

∫ d

c

f(x, y) dy

Potom

∫∫
M

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

K(x) dx =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx.

Ak to, čo poč́ıtame je objem zemiaka, tak defińıcia dvojného integrálu krája
zemiak na hranolky. Fubiniho pŕınos spoč́ıva v tom, že krája ten istý zemiak na
chipsy.

Pŕıklad 6. Vypoč́ıtajme ∫∫
M

xy + y2 dxdy

ak M = [0, 1]× [1, 3].

Zvol’me nejaké (v tomto kroku pevné) x z intervalu [0, 1] a poč́ıtajme

K(x) =

∫ 3

1

xy + y2 dy,

v ktorom je premenná len y.

∫ 3

1

xy + y2 dy =

[
x
y2

2
+
y3

3

]3
1

=
9

2
x+ 9− 1

2
x− 1

3
= 4x+

26

3

Výsledok záviśı od zvoleného x.

Teraz dáme dohromady (zintegrujeme) všetky výsledky pre všetky vol’by x z
intervalu [0, 1]:

∫ 1

0

4x+
26

3
dx =

[
2x2 +

26

3
x

]1
0

= 2 +
26

3
=

32

3
.



V pŕıpade obd́lžnika a spojitej funkcie je jedno, v akom smere voĺıme rezy grafom
funkcie f . Tak ako sme volili pevné x a robili rez v smere osi y, môžeme úlohy x a
y vymenit’.

Dostaneme alternat́ıvne znenie Fubiniho vety.

Veta (Fubini na intervale v opačnom porad́ı). Nech M = [a, b] × [c, d] je

obdĺ̌znik a f : M → R je integrovatel’ná funkcia. Nech pre každé y ∈ [c, d] existuje
integrál

K(y) =

∫ b

a

f(x, y) dx.

Potom ∫∫
M

f(x, y) dxdy =

∫ d

c

K(y) dy =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy.

Pŕıklad 7. Vypoč́ıtajme ∫∫
M

1

(2x+ y + 1)2
dxdy

ak M = [0, 4]× [0, 1].
Pŕıklad sa dá poč́ıtat’ oboma postupmi. Kvôli demonštrácii poslednej vety

zvol’me y z intervalu [0, 1] a poč́ıtajme

K(y) =

∫ 4

0

1

(2x+ y + 1)2
dx,

v ktorom je premenná len x.∫ 4

0

1

(2x+ y + 1)2
dx =

[
−1

2(2x+ y + 1)

]4
0

=
−1

2(9 + y)
+

1

2(y + 1)

Výsledok je funkcia premennej y.
Teraz poč́ıtame určitý integrál výslednej funkcie v hraniciach pre premennú y:∫ 1

0

−1

2(9 + y)
+

1

2(y + 1)
dy =

[
−1

2
ln(9 + y) +

1

2
ln(y + 1)

]1
0

=

= −1

2
ln 10 +

1

2
ln 2 +

1

2
ln 9− 1

2
ln 1 =

=
1

2
ln

9

5
.

Môžete vyskúšat’ postup v opačnom porad́ı. Výsledok muśı byt’ rovnaký.

A na záver:
Varovanie ministerstva školstva: V niektorých pŕıkladoch obtiažnost’ výpočtu

záviśı od zvoleného poradia integrovania.


