PREDNASKA 7.

Dobry krestan sa méa drzat dalej od matematikov a vSetkych tych, ktori robia
plané predpovede, zvlast vtedy, ked sa tieto predpovede vyplnuju.

Je totiz nebezpecie, ze matematici v spolku s diablom matua rozum a zapletaju
cloveka do spérov pekelnych. (Aurelius Augustinus 354 - 430)

Ak sa teraz spolu pustime do nasledujicej témy, nemozete povedat, ze som vas
nevaroval...

Viazané a absolutne extrémy.
Viazané extrémy.

Pokracujme v nasej predstave o pohybe v zvlnenej krajine. Sme na vylete a
presli sme trasu, pri ktorej sme nevystupili na ziaden vrchol kopca. Napriek tomu
sme i$li aj do kopca, aj dolu kopcom a v niektorych miestach sa cesta hore menila
na cestu dolu. Takéto miesta nazveme lokalne maxima viazané na nasu trasu,
skratene viazané maxima.

Podobne si vieme predstavit lokdlne minima viazané na danu trasu.

Nagu trasu popiSseme pomocou funkcie jednej premennej ¢, podobne ako sme pri
vypocte limit popisovali ziiZenia.

Definicia. Nech f : A C R?> — R je funkcia dvoch premennych f(x,y). Nech je
podmienkou g(z,y) = 0 dané krivka v rovine R? a nech o(t) : I C R — R? je takd
funkcia jednej premennej t, pre ktort g(p1(t), p2(t)) = 0.

Ak existuje okolie Os(ty) C I a ty je lokdlny extrém zlozenej funkcie f(p(t)),
tak bod [z, y0]=[¢1(t0), p2(to)] nazyvame viazany extrém funkcie f vzhladom
na podmienku g.

Priklad 1. Demonstrujme definiciu na jednoduchom priklade.
Uvazujme funkciu
flz,y) = 2% +4? »terén”

a podmienku
g(z,y)=y—-1=0 strasa”.

Z podmienky je zrejmé, ze y = 1, o je rovnica priamky rovnobeznej s osou .
Parametrické rovnice tejto priamky si

T =1,
y =1
Funkcia ¢ je funkcia ¢(t) = (¢,1). Zrejme plati, ze

glp1(t), o2(t) = g(t,1) =1 -1 =0,
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Dosadenim do funkcie f dostaneme
f(t, 1) =t>+1.

Elementarnym vypoctom zistime, ze tyg = 0 je bod ostrého lokdlneho minima
funkcie t? + 1.
Bodu ty = 0 odpoveda na priamke

T =t,
y=1,
bod [zg,yo] = [to,1] = [0,1]. Tento bod je bodom viazaného ostrého lokédlneho

minima funkcie f vzhladom na vizbu g(z,y) = 0.

Vsimnime si, ze bod [0, 1] nie je bodom lokdlneho minima samotnej funkcie f,
tym je bod [0,0], ktory ale nelezi na nasej ceste, lebo ¢g(0,0) = —1 a nie nula.
(Viazané lokdlne minimum nemusi byt lokalne minimum danej funkcie, nasa trasa
nemusi viest cez vrchol kopca, ani cez dno jamy.)

Dalej si vSimnime, ze z pévodnej tlohy pre funkciu dvoch premennych f (x,y),
sme pouZzitim podmienky g dostali dlohu na hladanie lokdlneho extrému funkcie
jednej premennej t.

Da sa povedat, ze podmienka g(z,y) = 0 tlohu zjednodusila tym, ze znizila
pocet premennych o jednu. (O jeden sa znizil pocet stupriov volnosti.)

Priklad 2. N§jdime viazané extrémy funkcie
fla,y) = 22° + 3y?,

vzhladom na podmienku
20 +y = 1.

RieSenie.
Podmienka je rovnicou priamky. Upravime ju do tvaru y = 1 — 2x. Funkcia ¢
je dand jej parametrickymi rovnicami ¢(t) = (¢,1 — 2t). Dosadenim do funkcie f
dostaneme
f(t,1—2t) = 2t + 3(1 — 2t)? = 14t* — 12t + 3.

Ozna¢me h(t) = 14t> — 12t + 3 a hladajme lokalne extrémy funkcie h jednej
premennej,

3
h'(t) = 28t — 12, a teda h/(t) = 0 pre to = =
Zrejme
pre t < £ je derivécia 1/(t) < 0, t.j. h(t) je klesajica
apre t > 2 je derivécia h/(t) > 0, t.j. h(t) je rastica.
Preto tg = 2 je bod lokdlneho minima funkcie h. Dosadenim ¢y do ()
dostaneme bod [%, %], ktory je bodom viazaného lokdlneho minima funkcie f.
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Priklad 3. N&jdime viazané extrémy funkcie
fla,y) = a* + day — 47,

leziace na krivke
p(t) = (t°,1%).

Riesenie.
Uloha je zjednodusend tym, ze krivka o(t) je priamo zadana. Dosadenim ¢ do
funkcie f dostaneme
f(E2,83) =t + 485 — 445,

Oznaéme h(t) = t* + 4¢5 — 4¢5 a hladajme lokélne extrémy funkcie h.

B (t) = 4t3 4 20t* — 24t

1
ateda h'(t) =0pret; =0, to =1, t3 = 5

Urcenim znamienok h/(t) dostaneme, ze pre
t € (—oo,—¢] at € 0,1] je derivdcia h/(t) > 0, t.j. h(t) je rastica,

a pre
te[—%,0] ate[l,00] je derivicia h/(t) <0, t.j. h(t) je klesajica.

Preto t1 = 0, je OLMIN funkcie h a to = 1, aj t3 = —¢ st OLMAX funkcie h.
Dosadenim do funkcie ¢ dostaneme, ze

0,0] je viazané OLMIN funkcie f a

[1,1] aj [35, —57¢) U viazané OLMAX funkcie f.

Priklad 4. Najdime viazané extrémy funkcie

[z, y) = 2y,

vzhladom na podmienku
Yy = z? — 1.

RieSenie.

V podmienke, ktora je rovnicou paraboly, mame priamo vyjadrenu premenni
y. Mozeme teraz polozif x = t a vyjadrif y = t* — 1. Funkcia (t) = (t,t* — 1) je
parametrizaciou danej paraboly a zlozena funkcia f(p(t)) je

h(t) = f(t,t* —1) =t> —t.
Vypocitame
R (t) = 3t* — 1,
a z rovnice

1
3t2 — 1 = 0 dostaneme staciondrne body t1 2 = £——.

V3
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Pretoze h''(t) = 6 J

h'(t1) = h”(\%) = f >0at = f je bod OLMIN funkcie h.

Bod [-% 75 —%] je potom bod viazaného OLMIN funkcie f vzhladom na pod-
mienku y = 22 — 1.

Podobne

h' (ty) = h"(—\%) = —\% <0aty= —\% je bod OLMAX funkcie h.
Bod [-

2] je bod viazaného OLMAX funkcie f vzhfadom na podmienku
y =22 —1.

f ’3
Poznamenajme, ze pri rieSeni nie je nutné zaviest novi premennu t, rovnaky
vysledok dostaneme aj po priamom dosadeni y = 22 — 1 do funkcie f.

Priklad 5*. Najdime viazané extrémy funkcie
flw,y) =a® +y* — 122 + 16y,

leziace na kruznici
x? +y? = 25.
Riesenie.
Dvojica z = 5cost a y = Hsint vyhovuje rovnici kruznice pre Tubovolné t a

funkcia p(t) = (5cost,5sint) je parametrizaciou danej kruznice.
Dosadenim do funkcie f dostaneme

h(t) = f(5cost,5sint) = 25 — 60 cost + 80 sin .
Hladajme lokdlne extrémy funkcie h.

h'(t) = 60sint + 80 cost,
a teda
/ 4 . 4
h'(t) =0 ak tgt:—§ t.j. t = arctg —3 + k.

Typ staciondrneho bodu uréime pomocou druhej derivacie h.

h"(t) = 60cost — 80sint = 5cost (12 — 16 tgt)

h" (arctg (—%) + k) = 5 cos(arctg (—%) + k) (12 — 16 - (—%)) .

Pretoze posledna zatvorka je kladna, znamienko druhej derivacie je urcené
znamienkom funkcie kosinus.

Pre k = 0 je cos(arctg (——)) > 0 a v tomto bode je druhd derivacia kladna.
Funkcia h méa v tomto bode OLMIN.

Po dosadeni do ¢ dostaneme bod

4 4
{5cosarctg <_§)’ 5sin arctg <—§>] = [3, —4],



ktory je bodom viazaného OLMIN.

Pre k = 1 je cos(arctg (—%) +m) < 0 avtomto bode je druhd derivécia zdporna.
Funkcia h ma v tomto bode OLMAX.

Po dosadeni do ¢ dostaneme bod

[5 cos(arctg (—%) + ), b sin(arctg (—g) + )] = [-3,4],

ktory je bodom viazaného OLMAX.

Pre dalsie hodnoty k € Z sa body [3,—4] a [—3, 4] periodicky opakuj.

Na danej kruznici ma funkcia f viazané OLMIN v bode [3, —4] a viazané OL-
MAX v bode [—3,4].

Absolitne extrémy.

e

bod na nejakom ohrani¢enom tuzemi. Na Slovensku je najvyssi Gerlachovsky stit
(to kazdy vie) a najnizsi bod je pri Strede nad Bodrogom. Zatial, ¢o najvyssi bod
viazanym extrémom. (S trochou skreslenia kvoéli vykladu.)

Absolutny extrém teda moze byt bud niektory z lokalnych extrémov, alebo
niektory z viazanych extrémov.

Spat k matematike.

Definicia. Nech f: M C R™ — R je funkcia definovana na mnozine M.
Hovorime, ze funkcia f mé v bode a absolitne maximum (resp. absolitne
minimum), ak Vz € M plati f(z) < f(a), (resp. f(Z) > f(a)).
Hodnotu f(a) nazyvame absoliitne maximum (resp. absolitne minimum)
funkcie f na mnozine M.

Zatial, ¢o lokdlny alebo viazany extrém funkcia mohla, ale nemusela maf, pri
absolutnych extrémoch méme za rozumnych predpokladov o funkcii a jej definicnom
obore zarucené, ze absoliitne maximum aj absolitne minimum existuju.

(Absolitny extrém sa moéze nadobidat vo viacerych bodoch. Na priklade kons-
tantnej funkcie vidime, ze vSetky body definicného oboru si bodmi absoliitneho
maxima aj minima sicasne.)

Veta. Spojitd funkcia f : M C R"™ — R definovand na ohranicenej a uzavretej
oblasti M nadobiuda na tejto oblasti absolitne mazximum aj absolitne minimum.

Absolitny extrém moze funkcia nadobudat bud vo vnutri oblasti M, vtedy je
nfm niektory lokalny extrém, alebo na hranici (v pripade R? hrani¢nej krivke),
vtedy je nim niektory viazany extrém.

Pri hiadani absolitnych extrémov postupujeme tak, Ze ndjdeme vsetky lokdlne
extrémy funkcie f leziace v mnozine M a vSetky viazané extrémy funkcie f s pod-
mienkou popisujicou niektoru ¢ast hranice mnoziny M.
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Pritom netreba rozhodntt, ¢i je stacionarny bod aj bodom lokalneho extrému,
na najdenie absolitneho maxima a minima stac¢i porovnat funkéné hodnoty v sta-
ciondrnych bodoch a vybrat najvacsiu resp. najmensiu funkéni hodnotu.

Ak sa dve alebo viaceré hranice pretinaji v bode, tieto body pridavame k
stacionarnym bodom (chdpeme ich ako Specidlne jednobodové casti hranice) a
pocitame funkéné hodnoty aj v nich.

Priklad 6. N&jdime absolitne extrémy funkcie
fz,y) = 2* — 2% + 4oy — 62 — 1

na uzavretej a ohrani¢enej mnozine M = {[z,y|; x >0, y >0, x +y < 4}.
RieSenie.

Mnozina M je trojuholnik ABC' s vrcholmi A = [0,0], B = [4,0] a C = [0,4].
(Nakreslite si.)

a, Hladajme lokdlne extrémy funkcie f vo vnttri trojuholnika M.
Riesme sustavu dvoch rovnic

8—f:2av+4y—6:0,
ox

of

— =dxr —4y = 0.
3y T y=20

Riesenim je z = 1, y = 1. Staciondrny bod D = [1,1] lezi v M.
b, Hladajme viazané extrémy funkcie f.

b1, Zacneme tuseckou AB, na ktorej je y = 0. Dosadenim do f dostaneme

f(z,0) = 2% — 6z —1

(uvedomme si, Ze sme pouzili zlozeni funkciu f o ¢). Oznaéme
h(z) = 2% — 6z — 1

a pocitajme h'(z) = 2z — 6.
Preto x = 3 je stacionarny bod h. Doplnenim y-ovej suradnice dostavame bod
E = [3,0], ktory by mohol byt bodom viazaného extrému funkcie f.

b2, Pokracujeme useckou AC', na ktorej je x = 0. Dosadenim do f dostaneme

f0,y) =—2> -1
Oznacéme

hy) = -2y -1

a pocitajme h'(y) = —4y = 0.
Preto y = 0 je staciondrny bod h. Bod A = [0, 0] by mohol byt bodom viazaného
extrému funkcie f.

50



b3, Nakoniec uvazujeme usecku BC, na ktorej je z+y = 4. Vyjadrenim y = 4—x
a dosadenim do f dostaneme

flr,4—z) =2 —2(4—2)? +42(4 — x) — 62 — 1 = —5z% + 262 — 33.

Opat oznacme
h(z) = —52* + 26x — 33
a pocitajme h'(z) = —10x + 26.
Zrejme x = % je stacionarny bod h. Dopocitanim y-ovej suradnice dostavame

bod F = [1?3, %], ktory by mohol byt bodom viazaného extrému funkcie f.

Na zaver vypocitame hodnoty funkcie f vo bodoch A az F'.

f(A>:_17 f(B):_gv f(O):_337 f(D):_4, f(E):_107 f(F):_

Absolutne minimum funkcie f je —33 a nadobtuda sa v bode C.
Absolitne maximum funkcie f je % a nadobuda sa v bode F'

Priklad 7. N§jdime absolitne extrémy funkcie

flz,y) ==y

na mnozine M = {[z,y]; 2> -1 <y <1 - 22}
Riesenie.

Mnozina M je ohranic¢end dvoma parabolami, ktoré sa pretinaju v bodoch s
x-ovou suradnicou

2> —1=1-22,

teda v bodoch A =[1,0] a B =[—1,0]
(Nakreslite si.)
a, Hladajme lokalne extrémy funkcie f vo vnitri mnoziny M
(, na medzi para boli”).
RieSme sustavu dvoch rovnic

8f_ B
8f_ B
—6y—x—0.

Riesenim je z = 0, y = 0. Staciondrny bod C = [0, 0] lez{ vnutri mnoziny M.
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b, Hladajme viazané extrémy funkcie f.

b1, Zatneme parabolou y = 2 — 1. Dosadenim do f dostaneme

flz,2? —1) =23 — .

Oznacéme

a pocitajme

1 1
h/(x) = 322 — 1. Staciondrne body funkcie h st body x; = 7 a xg = 5
Doplnenim y-ovej suradnice dostdvame body D = [\/ig, 2], E = [—\/Lg, —2], ktoré

by mohli byt bodmi viazaného extrému funkcie f.
b2, Pokracujeme parabolou y = 1 — z2. Dosadenim do f dostaneme
f(z,1—2%) =z — 25

Oznacme
h(z) =2 — 3

a pocitajme

1 1
h/(x) = 1-3x2. Staciondrne body funkcie h st opét body z1 = 7 aTy = 7
Doplnenim y-ovej sturadnice ale dostavame body F' = [\/Lg, %], G = [—\/Lg, %], ktoré
by mohli byt bodmi viazaného extrému funkcie f.
Na zaver vypocitame hodnoty funkcie f v bodoch A az G.

Absolitne minimum funkcie f je —% a nadobtuda sa v bodoch D a G.

Absolutne maximum funkcie f je %5 a nadobtuda sa v bodoch E a F'.
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