PREDNASKA 6.

Matematika moéze byt definovand ako jav, pri ktorom nikdy nevieme, o ¢om je
re¢, ani ¢ to, ¢o sme povedali, je pravda. (Bertrand Russell)

S tymto povzbudivym vyrokom sa pustime do rozpravania o dal3ej téme.

Viésina obsahu predchadzajicej prednasky pripravila néastroje pre hladanie a
vysetrovanie lokalnych extrémov funkcii viacerych premennych.
Tak teda podme na to.

Lokalne extrémy.

Funkciu dvoch premennych si vieme predstavit ako zvlnenu krajinu. V nej nés
budt zaujimat najmé miesta, z ktorych sa uz nedd ist vyssie, teda vrcholy kopcov
a miesta, z ktorych sa uz nedd zostupif nizsie, teda dna jam. Kedze dna jam
byvaju vic¢sinou zaliate vodou (okraj jazera je vrstevnica funkcie), hovorme radsej
o vrcholoch.

Zrejme, ak stojime na vrchole, zvycajne to nie je Mount Everest, niekde dalej
od nés je vyssi vrchol.

Tato predstava je motivaciou pre pojem lokalne maximum, ako miesto, ktoré
sice nie je absolutne najvyssie, ale v okoli ktorého uz nie je ni¢ vyssie.

Cielom kapitoly je lokdlne maximd, respektive minim4 definovat a najst techniku
ako ich hfadat.

Definicia. Nech f: A C R?> — R je funkcia definovand, na mnozine A.
Hovorime, ze funkcia f ma v bode a = [z, yo]:

e lokalne minimum,

ak 30s(a) také, ze V[z,y] € Os(a) plati f(z,y) > f(xo,y0),
e lokdalne maximum,

ak 30;(a) také, ze V[z,y] € Os(a) plati f(x,y) < f(zo,yo)-

V pripade ostrych nerovnosti hovorime o ostrom lokdlnom minime resp. maxime.

Lokalne minima a maximé oznacujeme spoloénym terminom lokalne extrémy.

Prirodzenym spésobom definujeme lokédlne extrémy aj pre funkcie vacsieho poc-
tu premennych.

Poznamenajme, Ze zatial bola funkcia f Iubovolna, nepotrebovali sme o nej nié
predpokladat.

Ak budeme predpokladat, Ze funkcia f je v kazdom bode diferencovatelna, tak
dotykova rovina v bode, v ktorom ma funkcia lokdlny extrém, je vodorovna. Teda
parcidlne derivdcie funkcie f (koeficienty v rovnici dotykovej roviny), si nutne
nulové.

Iny pohlad na lokélne extrémy je nasledujtici: Ak m4d funkcia f v bode [z, yo]
lokdlne maximum alebo minimum a urobime tymto bodom rez v smere osi z, t.j.
parcidlnu funkciu f(z,yo), tak tdto parcidlna funkcia jednej premennej mé v bode
xo tiez lokdlne maximum alebo minimum. Derivacia funkcie jednej premennej v
bode lokélneho extrému je nulovd. Preto f!(xo,y0) = 0. Rovnakou argumentéciou
dostaneme aj f,(zo,y0) = 0.



(Pozorny ¢itatel si moéze vsimniit, Ze zatial ¢o pri dotykovej rovine sme potrebo-
vali diferencovatelnost funkcie f, tak pri pouZiti rezov staéilo, aby funkcia f mala
parcialne derivacie.

Tento rozdiel nebudeme zdoraznovat, v dalsom vyklade budeme predpokladat,
diferencovatelnost funkcie f.)

Veta (o nutnej podmienke). Nech f: A C R?> — R je diferencovatelnd funkcia
na mnozine A.
Ak f md v bode a = [xg, yo| lokdlny extrém, tak

0 0
a—i(a): , a—z(a):O.

Veta o nutnej podmienke je nastroj na najdenie vsetkych kandidatov na niektory
druh lokéalneho extrému.
Nazveme ich stacionarne body.

Definicia. Nech f: A C R?> — R je diferencovatelnd funkcia na mnozine A.
Bod a = [z, yol, v ktorom

of of

— =0 —= =0
o (0, %0) ) By (205 Yo) )
nazyvame stacionarny bod.

Priklad 1.
N4jdime staciondrne body funkcie

f(z,y) = 22% + 62y* — 3y> — 150

Funkcia f je diferencovatelnd na R2. Pouzijeme vetu o nutnej podmienke.
Riesme sustavu dvoch rovnic

0
— =622+ 63> — 150 = 0,
or
0
or _ 122y — 9y = 0.
dy
Upravme rovnice na

z? +y? = 25,
(42 — 3y)y = 0.
Druhd rovnica ddava dve moznosti:

" %osz?('iem’m do prvej rovnice mame 1 =5 a x9 = —5.
Stacionarne body pri tejto moznosti si A = [5,0] a B = [-5,0].

b, 4x — 3y = 0.
Teraz y = 3 a dosadenim do prvej rovnice dostaneme z? + %mz = 25.
A teda x1 = 3, o = —3.



7 rovnice y = %x dopocitame pre kazdé x druhu suradnicu, y; = 4, yo = —4.
Staciondrne body v moznosti b, st teda C' = [3,4] a D = [-3, —4].

Funkcia f ma styri staciondrne body.

Vsimnime si, ze v priklade sme riesili dve nelinedrne rovnice o dvoch nezndmych.
To moéze byt vo vSeobecnosti tazka tloha.

Tiez poznamenajme, Ze zatial nevieme, & niektory z bodov A, B, C, D je bodom
lokdlneho extrému alebo nie, vieme ale, ze funkcia f nikde inde lokédlne extrémy
nemoze mat.

Rozhodovanie o tom, ¢i stacionarny bod je aj bodom lokdlneho extrému alebo
nie, je pre diferencovatelnd funkciu jednej premennej pomerne jednoduché, staci
testovat rasticost a klesajicost na intervale pred a intervale za stacionarnym bodom.

To v pripade funkcie viac premennych nie je mozné.

(naozaj? skiiste porozmyslat ¢i by to nejako neslo.)

Na testovanie vyuzijeme druhy diferencidl.
Pripomenme najprv, ako vyzerd Taylorov polyném druhého stupna funkcie f v
bode a.

Tof(a,h, k) = F(a) +d fla, b, k) + 3 F(a, B, ).

Ak a je staciondrny bod, tak f;(a) = f,(a) =0 a teda

d f(a, h, k) = 0.

V stacionarnom bode teda

Tof(a,h, k) = f(a) + %de(a, h, k).

Ak ma f v staciondrnom bode a (ostré) lokdlne minimum, tak k hodnote f(a)
treba nieco kladné pridat, a teda vyraz %dz f(a, h, k) musi byt kladny pre kazdu
dvojicu h, k okrem (h, k) = (0,0).

Analogicky pre (ostré) lokdlne maximum v staciondrnom bode a musi byt vyraz
%dgf(a, h, k) zéporny pre kazdé h, k okrem (h, k) = (0,0).

1
Ak vyraz idzf(a, h,k) meni znamienko, tak v staciondrnom bode a nie je
lokdlny extrém.

(V hore uvedenej argumentécii potajomky vyuzivame, ze Taylorov polyném T? f
dostatocéne dobre aproximuje funkciu f.)

Definicia. Nech f: A C R?> — R je dvakrét diferencovatelns funkcia na mnozine
A a nech bod a = [zg,yo] € A. Druhy diferenciél d? f(a, h, k) funkcie f, volame
e kladne definitny v bode a, ak V(h,k) # (0,0) je d*>f(a,h, k) > 0,
e zéporne definitny v bode a, ak V(h, k) # (0,0) je d*f(a,h, k) <0,
e indefinitny v bode a, ak I(hy, k1) také, ze d*f(a,hi,k1) > 0 a
J(ha, ko) také, ze d* f(a, ha, ka) < 0.



Definicia. Staciondrny bod a = [zg, yo], v ktorom funkcia f nemd lokalny extrém
volame sedlovy bod.

Sedlovy bod si predstavujeme, v zhode s jeho pomenovanim, ako sedlo medzi
dvoma kopcami. Terén sa na dve stany dviha a na dve strany klesa.

Typicky priklad sedlového bodu je bod [0, 0] pre funkciu f(x,y) = 22 — 3. Graf
tejto funkcie sa vola hyperbolicky paraboloid.

Veta o postacujiicej podmienke.

Nech f: A C R?> — R je dvakrdt diferencovatelnd funkcia na mnoZine A a nech
bod a = [xg, yo] je staciondrny bod.

Ak druby diferencidl funkcie f, d®f(a,h, k) = fi (a)h? + 2f] (a)hk + f} (a)k?

je
e kladne definitny, tak bod a je bod ostrého lokdlneho minima,
e zdporne definitnyg, tak bod a je bod ostrého lokdlneho mazima,
e indefinitny, tak bod a je sedlovy bod.

Priklad 2.

Pokrac¢ujme v priklade 1 a rozhodnime, ktoré stacionarne body funkcie

flz,y) = 223 + 6xy® — 3y — 150z

st bodmi lokédlneho extrému.
V priklade 1 sme nasli styri staciondrne body, a to A = [5,0], B = [-5,0],
C=13,4aD=][-3,-4].

Pomocou druhého diferencidlu rozhodneme, v ktorom z nich méa funkcia f
lokalny extrém.

Druhé parcidlne derivacie f su:
99 _
f rxr — 12];7

f”:cy = 12y = f”y:m
f7yy = 122 — 18y.

Ich hodnoty v bode A su:

f”ma:(A) = 607
[ ay(A) = 0= f7ya(A),
f”yy(A) = 60.

Druhy diferencial v bode A je

d?f(A,h,k) =60-h*+60-k* >0, pre(h, k) # (0,0)
a teda je kladne definitny. Bod A je bodom ostrého lokalneho minima.

Podobne druhy diferencial v bode B je

d’f(B,h,k) = —60 - h* — 60 - k?
zaporne definitny. Bod B je bodom ostrého lokdlneho maxima.

Druhy diferencidl v bode C je



d>f(C,h, k) = 36 - h® + 96 - hk — 36 - k2.

Ak zvolime h =1 a k = 0, tak d>f(C,1,0) = 36 > 0, a
ak zvolime h = 0 a k = 1, tak d*>f(C,0,1) = —36 < 0,
a teda d?f(C, h, k) je indefinitny. Bod C je sedlovy bod.

Podobne druhy diferencial v bode D je

d’f(D,h,k) = —36-h* — 96 - hk + 36 - k2,

Ak zvolime h =1 a k = 0, tak d®f(D,1,0) = —36 > 0, a

ak zvolime h = 0 a k = 1, tak d*f(D,0,1) = 36 < 0,

a teda d?f(D, h, k) je indefinitny. Bod D je tiez sedlovy bod.

Zéaver: Funkcia f mé ostré lokdlne minimum v bode A, f(A) = —500 a ostré
lokélne maximum v bode B, f(B) = 500.

Uvazujme teraz trochu o definitnosti druhého diferencidlu. Oznacme druhé
parcidlne derivécie ako konstanty b = f;/.(a), c = f;,(a), d = fy, (a).
Druhy diferencidl ma podobu
d*f(a,h,k) =b-h®+2c-hk +d- k>
Predpokladajme, ze b # 0. Upravme

dzf(a,h,k)b<h2+2§-hk+Z~k2).

Doplnenim na uplny Stvorec dostaneme

2 _ S L2 () 2b (ng Sk) £ 22C e
df(a,h,k)_b<(h+bk)+b k (b)k)_b (h+bk> -k

Ak st oba koeficienty pri druhych mocnindch kladné, t.j. b > 0 aj bd — ¢ > 0,
tak je druhy diferencidl kladne definitny.

Ak st oba koeficienty pri druhych mocnindch zaporné, t.j. b < 0 a bd — c? > 0
(pretoze menovatel je zdporny), tak je druhy diferencial zaporne definitny.

Ak je bd — c® < 0, tak bez ohladu na znamienko b maji koeficienty pri druhych
mocninach opa¢né znamienka a druhy diferencial je indefinitny.

Na pomoc si vezmime maticu druhych parcialnych derivacii

(¢ 3)

V nej je b ¢islo v prvom riadku a prvom stfpci a bd — ¢? je jej determinant.



Veta. Sylvestrovo kritérium.
Nech f : A C R? = R je dvakrdt diferencovatelnd funkcia na mnozine A a nech

bod a = [xg, yo] je staciondrny bod. Nech

_ | fie(a)  fi,(a)
= (370 o)
Oznacéme
di = fy(a)
do = det M(a).
Ak

e di >0, dy >0, tak bod a je bod ostrého lokdlneho minima,
e dy <0, dy >0, tak bod a je bod ostrého lokdlneho maxima,

e dy <0, tak bod a je sedlovy bod.

Ak nenastane ani jedna z troch moznosti vety, tak pomocou Sylvestrovho kritéria

nevieme rozhodnut.

Priklad 3.
N&jdime body lokédlnych extrémov funkcie

50 20
flz,y) =xy+ — + —.
Ty

PouZijeme nutni podmienku na hfadanie stacionarnych bodov:

ﬂ=y—£
fi=2-2.
Riesme sustavu
_ % =0
T — % =0

Z rovnic je jasné, ze x aj y musia byf kladné. Vyjadrenim y = — z prvej rovnice
x

a dosadenth do druhej dostaneme

T =—=x".
502
Posledna rovnica mé riesenia 1 = 0 a x5 = 5. Pretoze body s nulovou

sturadnicou nepatria do defini¢ného oboru, funkcia f ma jediny staciondrny bod,
ktorého druht suradnicu y dopocitame z prvej rovnice

A=1[52].



Druhé parcidlne derivacie f su:

" 100
f T — ?7
f”:vy = ly = f”yasa
40
fw .
vy y3
Ich hodnoty v bode A st:
N ~ 100
Faa(A) = 12
[Pay(A) =1 = f"y.(4),
. 40
! yy(A) = g =9.
Matica
1201
- (1 1)
a
100
=195 >0

dy=det M(A)=4—1=3>0.

Podla Sylvestrovho kritéria je bod A bodom ostrého lokalneho minima. Jeho
hodnota je f(5,2) = 30.

Na zaver tejto kapitoly sa budeme zaoberaf lokdlnymi extrémami funkcie troch
premennych.

Vsetky definicie a tvrdenia uvedené pre funkcie dvoch premennych zostavaju
rovnaké aj pre tri a viac premennych. Nebudeme ich preformulovavat do veobecnej
podoby.

Uvedieme len maticové kritérium pre testovanie stacionarnych bodov.

Veta. Sylvestrovo kritérium v R3.
Nech f : A C R?® = R je dvakrdt diferencovatelnd funkcia na mnozine A a nech
bod a = [xg, Yo, 20] je staciondrny bod. Nech

we(@)  fiy(a)  fil(a)
M(a) = | fyz(a) fy,(a) f,.(a)
(a)  fly(a)  fl(a)
Oznacéme
dl:fa/c,w(a)a
_ det [ fre(@) fay(a)
d?‘dt(;ua) ;;,<a>)’
ds = det M (a).
Ak

e dy >0,dy >0,ds >0, tak bod a je bod ostrého lokdlneho minima,



e di <0,dy >0, d3 <0, tak bod a je bod ostrého lokdlneho mazima,

e ds <0, tak bod a nie je bod lokdlneho extrému,

e d; # 0, a znamienka sa striedaji inak, ako v prugch dvoch pripadoch, tak
bod a nie je bod lokdlneho extrému.

Poznamenajme, ze §tvrta polozka je v istom zmysle nadbyto¢na, vhodnym pre-
menovanim premnennych x, y, z sa da vzdy previest na treti pripad.

Postup pri hladani lokdlnych extrémov funkcie troch premennych ukdzeme na
priklade.

Priklad 4.
N&jdime body lokédlnych extrémov funkcie

f(x,yaz)=$3+y2+z2+yz—z+y—3x+3.

PouZijeme nutni podmienku na hladanie stacionarnych bodov a polozime prvé
parcidlne derivacie rovné nule:
fr=3z*-3=0,
fl=2y+2+1=0,
fl=224+y—1=0.

Riesme sistavu troch rovnic o troch neznamych. Prva rovnica ma rieSenie
Tr1 = 1, Ty = —1.
Stustava druhej a tretej rovnice m4 jediné riesenie (y,z) = (—1,1).
Teda funkcia f méa dva stacionarne body a to

A=[1,-1,1],

B=[-1,-1,1].

Druhé parcidlne derivacie f si:

f”mm:Gxa f”my:O:f”yza f77mz:0:f77zm
f”yy — 2’ f”yz — 1 — f772y7
f”zz =2
Ich hodnoty v bode A st:

f”xm — 6, f”zy =0 = f”yma f”:cz =0 = f”z:c

f”yy:27 f”yzzlz.f”zyv
f”zz:z
Matica
6 0 O
MA) =0 2 1
01 2
a



6 0
dg—det(o 2>_12>0,

ds = det M(A) = 18 > 0.

Podla Sylvestrovho kritéria je bod A bodom ostrého lokalneho minima. Jeho
hodnota je f(1,—1,1) = 0.
To isté opakujeme v bode B. Hodnoty druhych derivacii v bode B su:

f”:r:v:_Ga f”zy:():f”ya:? f”zz:(): ”/zz

f”yy:2a f”yzzlzf”zya
f”zz:2~
Matica
-6 0 0
MB)=|0 21
0 1 2
a
dp =—6 <0,

—6 0
dg—d@t(o 2)——12<0,

ds =det M(B) = —-18 < 0.
Podla Sylvestrovho kritéria je bod B sedlovy bod.

Zdoraznime, ze dy < 0, do < 0, d3 < 0 znamend, Ze staciondrny bod je sedlovy
bod. Na to staéi, aby dy < 0 bez ohfadu na znamienka d;, ds.



