PREDNASKA 4.

Kazdy, kto sa nedokaze vyrovnat s matematikou, nie je uplne ¢lovek. V naj-
lepsom pripade je to znesitelny tvor, ktory sa naucil nosit topanky, kipat sa a
nerobit v dome neporiadok.

(Robert A. Heinlein sci-fi autor, 1907-1988)

Trochu drsné, ale ako sci-fi sa to snad da tolerovat...

Derivacia v smere a gradient.

V predchédzajicej casti (prednaske) sme hovorili o parcidlnych derivacidch funk-
cie viacerych premennych. V pripade funkcie dvoch premennych x a y, sme si pred-
stavovali graf funkcie ako plochu v trojrozmernom priestore, a parcidlne derivécie
boli smernice dotycnic ku rezom v smere suradnych osi vo zvolenom bode.

Predstavme si zvlneni krajinu, v ktorej stojime v bode so stiradnicami [xg, yo, 20],
pricom tretia siradnica zg je nadmorska vyska, zop = f(zo, y0). Pri pohybe smerom
na vychod je meranie nadmorskej vysky na nasej ceste parcialnou funkciou v pre-
mennej x, pricom premennd y sa nemeni, y = yo. Nadmorska vyska, v zavislosti
od na3ej polohy, je teda popisana ako funkcia jednej premennej f(x,yq). Derivécia
tejto funkcie (ktord popisuje okamzité zmeny nadmorskej vysky v smere pohybu
pri rastiicom x), je parcidlna derivacia podla premennej x. O chvilu ju nazveme
derivaciou v smere osi x.

Podobne sme hovorili aj o parcidlnej derivicii podla premennej y.

Ak vynechame tretiu siradnicu, bod [zg, yo] je bodom v defini¢nom obore funkcie
f. Z neho sa vieme pohntt nielen v smere osi z a osi y (na vychod a na sever), ale
mozeme si vybrat z nekoneé¢ného poctu réznych smerov.

Kazdy smer je jednoznacne urceny vektorom diZky jedna umiestnenym v pociatku
sturadnej stustavy. Tento vektor vieme popisat pomocou uhla «, ktory zviera s klad-
nou castou osi x. Nazvime ho € = (cos a, sin a).

Poznamenajme, Ze pre zovSeobecnenie do priestorov R" s poctom rozmerov n > 3
je vyhodnejsie povedat, ze sin a vyjadrime ako cos 3, kde g je uhol, ktory zviera
vektor € s kladnou castou osi y, pricom 8 = 7 — a.

Nakreslite si obrazok a skontrolujte v nom.

Ak sa v rovine pohybujeme z bodu [zg, yo] v smere vektora €, pohybujeme sa po
priamke (zg + tcosa, yo + tsina) pri t € R. Pohyb prenesieme na graf funkcie a
dostaneme f(xg + tcosa,yo + tsina). To je ale funkcia jednej premenne;j ¢.

Jej derivaciu (v bode ty = 0) nazveme derivéciou v smere €.

Definicia. Nech f: A C R? — R a [x9,90] € A. Nech &= (cos a, sin ).
Ak existuje konecnd limita

lim f(zo+tcosa,yo + tsina) — f(zo,yo)
t—0 t

Y

tak jej hodnotu nazyvame derivécia funkcie f v smere € v bode [zq, yo.

Znac¢ime ?(xo,yo), alebo fL(zo,0).
e



Priklad 1.
a, Vypocitajme derivaciu funkcie

fx,y) = V/a? + ¢

v smere danom vektorom « = (1,1) v bode [0, 0].
b, Vypocitajme deriviciu funkcie f v lubovolnom smere.
Riesenie.

a, Vektor @ nie je jednotkovy. Jeho dizka je ||@]| = vI+1 = V2.
U

, . : > A1)
Jednotkovy vektor s rovnakym smerom je vektor € = A = ( 73 \/5> =
(cos §,cos §).
Preto
o) o) -
of . f(tcos T, tsin %) — f(0,0) . V2 V2 V2
-=(0,0) = lim lim S
o€ t—0 t t—0 t V2
b,
t tsina) — vV t3cos a3 + t3sin a® —
(‘9_]:(0,0) ~ lim f(tcosa,tsina) — £(0,0) lim Yt3cos a3 + t3sina® — 0 _ Yeosad +sinad.
oe t—0 t t—0 t

Pocitat derivaciu v smere priamo z definicie je trochu zdlhavé. Ak je funkcia f
diferencovatelna, vieme vypocet zjednodusit.

Pocitajme limitu z definicie derivacie v smere nasledovne:

g(ﬂfo vo) = lim f(zo +tcosa,yo +tsina) — f(xo,y0)
ge 7 150 ; =
t tsi _ ‘s
= lim f(zo +tcosa,yo +tsina) — f(wo, yo + sma)—i—
+ f(xo,yo +tsina) — f(xo,90) _
t
_ iy (@0 Ftcosa,yo +tsina) — f(zo,y0 +tsina)
EL tcos cos o+
i f(o, Yo -I-tsn‘la) — f(x0,90) e —
tsin o
0 0

Vysledok hovori, ze derivaciu v smere vieme pocitat pomocou parcidlnych de-
rivacii a zloziek smerového vektora. VsSimnime si, ze posledny vztah vieme citat,
ako skaldrny sucin dvoch vektorov:

oL o) = (5L o). P 00)) - (cossina).

Prvy z vektorov nazyvame gradient.



Definicia. Nech je funkcia f: A C R? — R diferencovatelnd v bode [z, yo] € A.
Vektor

(g—i(%, Y0)s g—]yf(xm yo))

nazyvame gradient funkcie f v bode [z, yo]. Znacime ho grad f alebo Vf.

Ak je funkcia f : A C R? — R diferencovatelna v kazdom bode mnoziny A, tak
vieme definovat funkciu (ktorej hodnoty si vektory) grad f : A — R2.

Podla vypocétu vyssie plati tato veta.
Veta. Ak je funkcia f : A C R?> — R diferencovatelnd v bode [xq,yo|, tak

of

%(1‘07:90) = gradf(x(byo) - €.

Priklad 2.
Vypocitajme gradient a derivaciu funkcie

fla,y) =2 =3ay —y? + 1

v smere danom vektorom 4 = (3,1) v bode [2, —1].

Riesenie. Vypocitajme parcidlne derivacie funkcie f.

of o of o 1\ _
of e of 0 .\
dy (z,y) = =3z — 2y, 3y (2,—1) = —4.

Gradient funkcie f je
gradf(2> _1) = (77 _4>

Jednotkovy vektor v smere vektora u je vektor &= (\/ir, Lm)

o

Derivacia f v danom smere je
af ( 3 1 ) 17
—=2,-1)=(71,-4) | =, ——= | = —.
oe ( )= ) v10 10 v 10
Vieme teraz povedat, ze funkcia f je v bode [2, —1] v smere danom vektorom
rastuca.

Analogicky, ako pre funkciu dvoch premennych vieme pocitat gradient a de-
rivaciu v smere funkcie aj viacerych premennych. Skiisme bez uvedenia prislusnej
tedrie, riesit nasledujuci priklad.

Priklad 3.
Vypocitajme gradient a derivaciu funkcie

flz,y,2) = a®yz —ay?2® + 2

v smere danom vektorom @ = (1,1,1) v bode [2,1, —1].



Riesenie. Vypocitajme parcidlne derivacie funkcie f.

of _ 22 o o1 _1y— _
%(x7y7 Z) =2zyz —y°z°, O (23 1, ]-) = —9,
of a2 opus? Of 51 _1y— _
ay (:anaz) =Tz mez ’ 8y (27 ]-7 1) - 87
of 22— 92 O o 1 _1y —
az('w?yvz)_z Y 2'772/ Z+17 82‘(2’1’ 1)_9

Gradient funkcie f je
gradf(27 1, _1) = (_57 _87 9)

Jednotkovy vektor v smere vektora u je vektor & = <%,

o
S

Derivacia f v smere vektora €

of B 111y
%(2711_1)_(_57_879) ( ) 37 3)_

w
Sl =

Geometricky vyznam gradientu.

Geometricky vyznam derivacie v smere je pomerne jednoznacény, je to ¢islo, ktoré
hovori o raste alebo klesani funkcie f v smere vektora €. Presnejsie je to smernica
dotycnice ku krivke, ktord je rezom grafu funkcie v smere danom vektorom €, v
danom bode [zg, Yo, f(x0, y0)]-

O gradiente funkcie vieme zatial len, Ze je nastrojom na vypocet derivacie v
smere. V tejto casti ukdzeme dalSie dolezité interpretacie pojmu gradient.

V predchadzajucej casti sme definovali rovnicu dotykovej roviny ku grafu dife-
rencovatelnej funkcie f v bode [z, yo, f(x0,y0)] ako

0 0
Z— 20 = 8—£($0>y0)(90 — ) + 6—5@0,90)@ — Yo)-

Ak prenesieme vyraz z — zg na pravu stranu, z koeficientov pri jednotlivych
premennych vieme precitat, ze normalovy vektor dotykovej roviny je

0 0
n= (8_9];(%’%)’ a—i(xoayo)a —1) ~

Z prvych dvoch zloziek je zrejmé, ze gradient je priemetom normalového vektora
do siradnej roviny x, y.

Este zaujimavejSiu interpretaciu gradientu dosteneme, ked si polozime otazku, v
ktorom smere ma funkcia f maximélny rast.
Uz vieme, Ze za predpokladu diferencovatelnosti je

0 )
%1 (w0, 0) = axad f(a0,110) - €



Ak smerovy vektor vyjadrime ako € = (cos «, sin «), tak hladdme maximum nasle-
dujicej funkcie uhla a.

g(a) = grad f(zo,yo) - (cos a, sin a).
Vypocitajme derivaciu (funkcie jednej premennej)
g (o) = grad f(zo,%0) - (—sin, cos ).
Stacionarne body ¢'(a) = 0 su tie body «, pre ktoré je
grad f(zo,yo) - (—sina, cosa) = 0.

Zrejme plati, ze
(cosa,sina) - (—sina, cos a) = 0.

Preto vektor (cos a, sin ) musi byt nasobkom vektora grad f(zo, yo)-
Naviac musi byt jednotkovy a preto si len dve moznosti, bud je

grad f(zo, o)
lgrad f(xo,yo)|’

(cosa,sina) =
alebo

_grad f(zo,y0)
lgrad f(xo, yo)|

Pomocou druhej derivacie sa da zistif, ze v prvom pripade nadobida funkcia g
maximum a v druhom minimum.

To znamend, Zze v smere gradientu mé funkcia f maximalny rast.

V opacnom smere —grad f ma funkcia f minimalny rast, respektive maximalne
klesanie.

Z vlastnosti skalarneho sicinu je zrejmé, ze v smeroch kolmych na smer gradientu
mé funkcia f nulovy rast.

(cosa,sina) =

Z definicie derivacie v smere vieme precitat aj akisi znamienkovi vlastnost, totiz
derivacia v smere —€ je
of of

a(—e) o0&

Aj z tejto vlastnosti je vidiet, ze ak je derivacia v smere gradientu najvacsia, tak
derivacia v opacnom smere musi byt najmensia.

Oznacme
grad f(zo, yo)
grad f(zo, yo)|

jednotkovy vektor v smere gradientu.
Priamym vypoc¢tom zistime velkost derivacie v smere gradientu

§=|

of - grad f(zo, o)
8§<x07y0) = grad f(zo,%o) lgrad f(xo,yo)

| = |grad f(xo, yo)|-



Priklad 4.
Vypocitajme gradient funkcie

flz,y) = 2° +2y°

v bode [1,2].
Zistime pre dany bod [1,2], v ktorom smere je derivacia f maximélna, v ktorom
minimalna a v ktorom nulova.

Riesenie.
Vypocitajme parcidlne derivacie funkcie f.
of of
%(x,y) = 2z, %(1,2) = 2.
of of
- =4 —(1,2) =8.
Preto

grad f(z,y) = (2z,4y),  grad f(1,2) = (2,8).

Funkcia f ma maximalny rast v smere vektora § = (ﬁ, ﬁ), minimalny rast

v smere —¢ a nulovy rast v kolmych smeroch <%, —ﬁ) a (—%, ﬁ)
Vsimnime si, ze elipsy 22 + 2y? = ¢ st vrstevnicami funkcie f. Specidlne elipsa

22 +2y? = 9 je vrstevnicou na ktorej lez{ bod [1,2]. Vektory §a —g si ,kolmé” na

tuto vrstevnicu funkcie f (v zmysle kolmosti na doty¢nicu ku elipse v bode [1,2]),

vektory, v ktorych ma f nulovy rast su smerové vektory dotyc¢nice elipsy v bode
[1,2]. (Nakreslite si obrdazok.)



