
Prednáška 4.

Každý, kto sa nedokáže vyrovnat’ s matematikou, nie je úplne človek. V naj-
lepšom pŕıpade je to znesitel’ný tvor, ktorý sa naučil nosit’ topánky, kúpat’ sa a
nerobit’ v dome neporiadok.

(Robert A. Heinlein sci-fi autor, 1907-1988)

Trochu drsné, ale ako sci-fi sa to snád’ dá tolerovat’...

Derivácia v smere a gradient.

V predchádzajúcej časti (prednáške) sme hovorili o parciálnych deriváciách funk-
cie viacerých premenných. V pŕıpade funkcie dvoch premenných x a y, sme si pred-
stavovali graf funkcie ako plochu v trojrozmernom priestore, a parciálne derivácie
boli smernice dotyčńıc ku rezom v smere súradných ośı vo zvolenom bode.

Predstavme si zvlnenú krajinu, v ktorej stoj́ıme v bode so súradnicami [x0, y0, z0],
pričom tretia súradnica z0 je nadmorská výška, z0 = f(x0, y0). Pri pohybe smerom
na východ je meranie nadmorskej výšky na našej ceste parciálnou funkciou v pre-
mennej x, pričom premenná y sa nemeńı, y = y0. Nadmorská výška, v závislosti
od našej polohy, je teda poṕısaná ako funkcia jednej premennej f(x, y0). Derivácia
tejto funkcie (ktorá popisuje okamžité zmeny nadmorskej výšky v smere pohybu
pri rastúcom x), je parciálna derivácia podl’a premennej x. O chv́ıl’u ju nazveme
deriváciou v smere osi x.

Podobne sme hovorili aj o parciálnej derivácii podl’a premennej y.
Ak vynecháme tretiu súradnicu, bod [x0, y0] je bodom v definičnom obore funkcie

f . Z neho sa vieme pohnút’ nielen v smere osi x a osi y (na východ a na sever), ale
môžeme si vybrat’ z nekonečného počtu rôznych smerov.

Každý smer je jednoznačne určený vektorom d́lžky jedna umiestneným v počiatku
súradnej sústavy. Tento vektor vieme poṕısat’ pomocou uhla α, ktorý zviera s klad-
nou čast’ou osi x. Nazvime ho e⃗ = (cosα, sinα).

Poznamenajme, že pre zovšeobecnenie do priestorovRn s počtom rozmerov n ≥ 3
je výhodneǰsie povedat’, že sinα vyjadŕıme ako cosβ, kde β je uhol, ktorý zviera
vektor e⃗ s kladnou čast’ou osi y, pričom β = π

2 − α.
Nakreslite si obrázok a skontrolujte v ňom.
Ak sa v rovine pohybujeme z bodu [x0, y0] v smere vektora e⃗, pohybujeme sa po

priamke (x0 + t cosα, y0 + t sinα) pri t ∈ R. Pohyb prenesieme na graf funkcie a
dostaneme f(x0 + t cosα, y0 + t sinα). To je ale funkcia jednej premennej t.

Jej deriváciu (v bode t0 = 0) nazveme deriváciou v smere e⃗.

Defińıcia. Nech f : A ⊂ R2 → R a [x0, y0] ∈ A. Nech e⃗ = (cosα, sinα).
Ak existuje konečná limita

lim
t→0

f(x0 + t cosα, y0 + t sinα)− f(x0, y0)

t
,

tak jej hodnotu nazývame derivácia funkcie f v smere e⃗ v bode [x0, y0].

Znač́ıme
∂f

∂e⃗
(x0, y0), alebo f ′

e⃗(x0, y0).



Pŕıklad 1.
a, Vypoč́ıtajme deriváciu funkcie

f(x, y) = 3
√

x3 + y3

v smere danom vektorom u⃗ = (1, 1) v bode [0, 0].
b, Vypoč́ıtajme deriváciu funkcie f v l’ubovol’nom smere.

Riešenie.
a, Vektor u⃗ nie je jednotkový. Jeho d́lžka je ||u⃗|| =

√
1 + 1 =

√
2.

Jednotkový vektor s rovnakým smerom je vektor e⃗ = u⃗
||u⃗|| =

(
1√
2
, 1√

2

)
=

(cos π
4 , cos

π
4 ).

Preto

∂f

∂e⃗
(0, 0) = lim

t→0

f(t cos π
4 , t sin

π
4 )− f(0, 0)

t
lim
t→0

3

√
t3
(

1√
2

)3

+ t3
(

1√
2

)3

− 0

t
=

3
√
2√
2
.

b,

∂f

∂e⃗
(0, 0) = lim

t→0

f(t cosα, t sinα)− f(0, 0)

t
lim
t→0

3
√
t3cosα3 + t3sinα3 − 0

t
=

3
√
cosα3 + sinα3.

Poč́ıtat’ deriváciu v smere priamo z defińıcie je trochu zd́lhavé. Ak je funkcia f
diferencovatel’ná, vieme výpočet zjednodušit’.

Poč́ıtajme limitu z defińıcie derivácie v smere nasledovne:

∂f

∂e⃗
(x0, y0) = lim

t→0

f(x0 + t cosα, y0 + t sinα)− f(x0, y0)

t
=

= lim
t→0

f(x0 + t cosα, y0 + t sinα)− f(x0, y0 + t sinα)

t
+

+
f(x0, y0 + t sinα)− f(x0, y0)

t
=

= lim
t→0

f(x0 + t cosα, y0 + t sinα)− f(x0, y0 + t sinα)

t cosα
cosα+

+
f(x0, y0 + t sinα)− f(x0, y0)

t sinα
sinα =

=
∂f

∂x
(x0, y0) cosα+

∂f

∂y
(x0, y0) sinα.

Výsledok hovoŕı, že deriváciu v smere vieme poč́ıtat’ pomocou parciálnych de-
rivácíı a zložiek smerového vektora. Všimnime si, že posledný vzt’ah vieme č́ıtat’,
ako skalárny súčin dvoch vektorov:

∂f

∂e⃗
(x0, y0) =

(
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

)
· (cosα, sinα) .

Prvý z vektorov nazývame gradient.



Defińıcia. Nech je funkcia f : A ⊂ R2 → R diferencovatel’ná v bode [x0, y0] ∈ A.
Vektor (

∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

)
nazývame gradient funkcie f v bode [x0, y0]. Znač́ıme ho grad f alebo ∇f .

Ak je funkcia f : A ⊂ R2 → R diferencovatel’ná v každom bode množiny A, tak
vieme definovat’ funkciu (ktorej hodnoty sú vektory) grad f : A → R2.

Podl’a výpočtu vyššie plat́ı táto veta.

Veta. Ak je funkcia f : A ⊂ R2 → R diferencovatel’ná v bode [x0, y0], tak

∂f

∂e⃗
(x0, y0) = grad f(x0, y0) · e⃗.

Pŕıklad 2.
Vypoč́ıtajme gradient a deriváciu funkcie

f(x, y) = x2 − 3xy − y2 + 1

v smere danom vektorom u⃗ = (3, 1) v bode [2,−1].

Riešenie. Vypoč́ıtajme parciálne derivácie funkcie f .

∂f

∂x
(x, y) = 2x− 3y,

∂f

∂x
(2,−1) = 7.

∂f

∂y
(x, y) = −3x− 2y,

∂f

∂y
(2,−1) = −4.

Gradient funkcie f je
grad f(2,−1) = (7,−4)

Jednotkový vektor v smere vektora u⃗ je vektor e⃗ =
(

3√
10
, 1√

10

)
.

Derivácia f v danom smere je

∂f

∂e⃗
(2,−1) = (7,−4) ·

(
3√
10

,
1√
10

)
=

17√
10

.

Vieme teraz povedat’, že funkcia f je v bode [2,−1] v smere danom vektorom u⃗
rastúca.

Analogicky, ako pre funkciu dvoch premenných vieme poč́ıtat’ gradient a de-
riváciu v smere funkcie aj viacerých premenných. Skúsme bez uvedenia pŕıslušnej
teórie, riešit’ nasledujúci pŕıklad.

Pŕıklad 3.
Vypoč́ıtajme gradient a deriváciu funkcie

f(x, y, z) = x2yz − xy2z2 + z

v smere danom vektorom u⃗ = (1, 1, 1) v bode [2, 1,−1].



Riešenie. Vypoč́ıtajme parciálne derivácie funkcie f .

∂f

∂x
(x, y, z) = 2xyz − y2z2,

∂f

∂x
(2, 1,−1) = −5,

∂f

∂y
(x, y, z) = x2z − 2xyz2,

∂f

∂y
(2, 1,−1) = −8,

∂f

∂z
(x, y, z) = x2y − 2xy2z + 1,

∂f

∂z
(2, 1,−1) = 9.

Gradient funkcie f je

grad f(2, 1,−1) = (−5,−8, 9).

Jednotkový vektor v smere vektora u⃗ je vektor e⃗ =
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
.

Derivácia f v smere vektora e⃗

∂f

∂e⃗
(2, 1,−1) = (−5,−8, 9) ·

(
1√
3
,
1√
3
,
1√
3

)
= − 4√

3
.

Geometrický význam gradientu.

Geometrický význam derivácie v smere je pomerne jednoznačný, je to č́ıslo, ktoré
hovoŕı o raste alebo klesańı funkcie f v smere vektora e⃗. Presneǰsie je to smernica
dotyčnice ku krivke, ktorá je rezom grafu funkcie v smere danom vektorom e⃗, v
danom bode [x0, y0, f(x0, y0)].

O gradiente funkcie vieme zatial’ len, že je nástrojom na výpočet derivácie v
smere. V tejto časti ukážeme d’aľsie dôležité interpretácie pojmu gradient.

V predchádzajúcej časti sme definovali rovnicu dotykovej roviny ku grafu dife-
rencovatel’nej funkcie f v bode [x0, y0, f(x0, y0)] ako

z − z0 =
∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0).

Ak prenesieme výraz z − z0 na pravú stranu, z koeficientov pri jednotlivých
premenných vieme preč́ıtat’, že normálový vektor dotykovej roviny je

n⃗ =

(
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0),−1

)
.

Z prvých dvoch zložiek je zrejmé, že gradient je priemetom normálového vektora
do súradnej roviny x, y.

Ešte zauj́ımaveǰsiu interpretáciu gradientu dosteneme, ked’ si polož́ıme otázku, v
ktorom smere má funkcia f maximálny rast.

Už vieme, že za predpokladu diferencovatel’nosti je

∂f

∂e⃗
(x0, y0) = grad f(x0, y0) · e⃗.



Ak smerový vektor vyjadŕıme ako e⃗ = (cosα, sinα), tak hl’adáme maximum nasle-
dujúcej funkcie uhla α.

g(α) = grad f(x0, y0) · (cosα, sinα).

Vypoč́ıtajme deriváciu (funkcie jednej premennej)

g′(α) = grad f(x0, y0) · (− sinα, cosα).

Stacionárne body g′(α) = 0 sú tie body α, pre ktoré je

grad f(x0, y0) · (− sinα, cosα) = 0.

Zrejme plat́ı, že
(cosα, sinα) · (− sinα, cosα) = 0.

Preto vektor (cosα, sinα) muśı byt’ násobkom vektora grad f(x0, y0).
Naviac muśı byt’ jednotkový a preto sú len dve možnosti, bud’ je

(cosα, sinα) =
grad f(x0, y0)

|grad f(x0, y0)|
,

alebo

(cosα, sinα) = − grad f(x0, y0)

|grad f(x0, y0)|
.

Pomocou druhej derivácie sa dá zistit’, že v prvom pŕıpade nadobúda funkcia g
maximum a v druhom minimum.

To znamená, že v smere gradientu má funkcia f maximálny rast.
V opačnom smere −grad f má funkcia f minimálny rast, respekt́ıve maximálne

klesanie.
Z vlastnosti skalárneho súčinu je zrejmé, že v smeroch kolmých na smer gradientu

má funkcia f nulový rast.

Z defińıcie derivácie v smere vieme preč́ıtat’ aj akúsi znamienkovú vlastnost’, totiž
derivácia v smere −e⃗ je

∂f

∂(−e⃗)
= −∂f

∂e⃗
.

Aj z tejto vlastnosti je vidiet’, že ak je derivácia v smere gradientu najväčšia, tak
derivácia v opačnom smere muśı byt’ najmenšia.

Označme

g⃗ =
grad f(x0, y0)

|grad f(x0, y0)|

jednotkový vektor v smere gradientu.
Priamym výpočtom zist́ıme vel’kost’ derivácie v smere gradientu

∂f

∂g⃗
(x0, y0) = grad f(x0, y0) ·

grad f(x0, y0)

|grad f(x0, y0)|
= |grad f(x0, y0)|.



Pŕıklad 4.
Vypoč́ıtajme gradient funkcie

f(x, y) = x2 + 2y2

v bode [1, 2].
Zistime pre daný bod [1, 2], v ktorom smere je derivácia f maximálna, v ktorom

minimálna a v ktorom nulová.

Riešenie.
Vypoč́ıtajme parciálne derivácie funkcie f .

∂f

∂x
(x, y) = 2x,

∂f

∂x
(1, 2) = 2.

∂f

∂y
(x, y) = 4y,

∂f

∂y
(1, 2) = 8.

Preto
grad f(x, y) = (2x, 4y), grad f(1, 2) = (2, 8).

Funkcia f má maximálny rast v smere vektora g⃗ =
(

1√
17
, 4√

17

)
, minimálny rast

v smere −g⃗ a nulový rast v kolmých smeroch
(

4√
17
,− 1√

17

)
a
(
− 4√

17
, 1√

17

)
.

Všimnime si, že elipsy x2 + 2y2 = c sú vrstevnicami funkcie f . Špeciálne elipsa
x2 +2y2 = 9 je vrstevnicou na ktorej lež́ı bod [1, 2]. Vektory g⃗ a −g⃗ sú

”
kolmé” na

túto vrstevnicu funkcie f (v zmysle kolmosti na dotyčnicu ku elipse v bode [1, 2]),
vektory, v ktorých má f nulový rast sú smerové vektory dotyčnice elipsy v bode
[1, 2]. (Nakreslite si obrázok.)


