PREDNASKA 3.

Matematika je vedou mladych. Rozmyslanie o matematike je gymnastika mozgu,
vyzadujica pruznost a odolnost mladosti. (Norbert Wiener 1894 - 1964)

Vyuzime svoju mladost pri ¢itani nasledujiceho textu...

Parcidlne derivacie, diferencovatelnost,
dotykova rovina a prvy diferencial.

Parcialne derivacie.

Kvoli lepsej geometrickej predstave budeme v tejto kapitole hovorit o funkcii
dvoch premennych. Vsetky vlastnosti a pojmy sa ale daji jednoduchym spésobom
preniest aj na funkciu viacerych premennych. V niektorych pripadoch to v pozniam-
kach aj urobime.

Predstavujeme si funkciu dvoch premennych pomocou jej grafu ako zvlnent kra-
jinu, v ktorej stojime v niektorom bode [xg,yo, 20], pricom tretia siradnica 2o je
nadmorskd vyska, zo = f(zo, yo).

Skisme upevnif premenni y tym, Ze ju polozime rovnu konstante, y = yo. Z
funkcie f(z,y) vznikne parcidlna funkcia f(z,yo), v ktorej sa men{ uz len premennd
z. Je to teda funkcia jednej premenne;j.

Geometricky sme na zvlnenej ploche vybrali krivku v smere osi . Tato krivka
je prienik grafu funkcie f(x,y) a zvislej roviny y = yo (x a z sa menia).

Mozeme si ju predstavit ako graf funkcie jednej premennej f(z,yo) nakresleny v
rovine rovnobeznej s rovinou zz. (Na osi y leziv tejto rovine bod [0, 39, 0].) Preto
niekedy hovorime o reze funkcie f(x,y) v smere osi = pri danom yg.

Priklad 1.
Vytvorme parcidlnu funkciu v premennej = funkcie

flz,y) =227 + 3zy — y°

pre yo = 2.
RiesSenie.
Pri yo = 2 dostaneme funkciu f(z,2) = 222 + 6x — 4.

Ak je parcidlna funkcia f(z,yo) jednej premennej z diferencovatelnd, tak jej
deriviciu v bode xg nazyvame parcidlna derivdcia funkcie f podla premennej z v
bode [zg, o]

Priklad 2.
Vypocitajme parcialnu derivaciu funkcie

f(z,y) =22 + 3zy — ¢

podla premennej x v bode g = [1, 2].



RiesSenie.
Parcidlnu funkciu f(z,2) = 222 + 62 — 4 z prikladu 1 derivujeme ako funkciu
jednej premennej:

f'(z,2) = 4z + 6.

Aby sme v oznaceni rozoznali premennt, podla ktorej derivujeme budeme v
dalsom texte znacit

fo(z,2) =4z +6
(nizsie zavedieme este iny druh oznacenia).
Hodnota derivacie v bode Zo = [1, 2] je

£4(1,2) = 10.

Niekedy na vypocet parcidlnej derivacie nestacia elementarne pravidld pre de-
rivovanie, aj preto sa definicia opiera o pojem limity, analogicky ako pri derivacii
funkcie jednej premenne;j.

Definicia. Nech f : A C R? — R, a nech [zg,y0] € A. Nech parcidlna funkcia
f(x,y0) jednej premennej z je diferencovatelnd v bode xg.

Cislo
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nazyvame parcidlna derivacia funkcie f podla premennej x v bode [zg, yo].

Pozndmky.

1. Rovnako vieme zaviest aj parcidlnu derivaciu v smere osi y.

2. Ak m4 funkcia f parcidlnu derivaciu podla premennej x v kazdom bode definiéného
oboru A, tak funkciu f/(x,y) : A — R - dvoch premennych x a y - nazyvame
parcidlna derivdcia funkcie f podla premennej x.

3. Analogicky definujeme parcidlne derivécie podla jednotlivych premennych aj pri
vacSom pocte premennych.

4. V definicii vyssie sme pouzili alternativne oznacenie parcidlnej derivacie

o (e.) = i)

5. Namiesto predpokladu, ze parcidlna funkcia f(z,yo) je diferencovatelnd v bode
Tg, sme v definicii vyssie mohli ziadat, aby existovala konetnd limita, ako sme
to ziadali v definicii derivacie funkcie jednej premennej.

Priklad 3.
Vypocitajme parcidlne derivacie funkcie

f(z,y) = 2%y + In(zy + 1)

podla jej premennych.



Riesenie.
Defini¢ny obor funkcie f je mnozina

Dy ={[z,y] € R* xy > -1}

Vyuzijeme znenie Poznamky 2.
Parcidlne derivacie su funkcie

of
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Vsimnime si, ze hoci oba predpisy maju zmysel aj pre xy < —1, o parcidlnych
derivéaciach mozeme hovorit iba tam, kde je definovand aj pdévodnd funkcia f. Teda
obe parcialne derivacie su definované len na definicnom obore poévodnej funkcie f.
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Priklad 4.
Pouzitim definicie vypocitajme parcidlne derivacie funkcie

x .
pre £ # —y

fla,y) = { Tty
0 pre x = —vy,

podla jednotlivych premennych v bode [0, 0].

Riesenie.
Na zaciatok poznamenajme, ze ak by sme pocitali napriklad
g(x y) =24
ox "’ (x+y)? ’

tak sme vypocitali parcidlnu derivaciu v bodoch, v ktorych  # —y, a teda vysledok
nevieme pouzit v bode [0, 0].
Preto 9 0 0.0 2 _ g )
97 0,0) = tig LBV =JO0) _ o 570y L
8.{1} x—0 x—0 z—=0x —0 x—0

Této limita neexistuje, preto ani a—f(O7 0) neexistuje.
x

Podobne pocitame

FO) = FO.0 ) 0=0 oo,
oy y—0 y—0 p0y =0 w0

of o
a—w(O,O) neexistuje a a—y(0,0) =0.

Citatel si moze skisit vypoéitat parcidlne derivécie napriklad v bode [1,-1].

V bode [0, 0] teda



Diferencovatelnost a dotykova rovina.

Logicky by mal vyklad v tejto casti dodrzat poradie pojmov v nadpise, pretoze
dotykovi rovinu maji len diferencovatelné funkcie.

Dovolime si vymenit poradie vykladu a najprv sa nauc¢ime zostavovat rovnicu
roviny, ktord by mohla byt za urcitych okolnosti dotykovou rovinou ku grafu funkcie
a az nasledne si povieme, kedy takato rovina dotykovou je a kedy nie.

Predovsetkym si uvedomime, Ze parcidlne derivécie funkcie v bode [zg,yo] sd
¢isla, ktoré hovoria o raste, respektive klesani funkcie f v smere prislusnej osi.

A aky je ich geometricky vyznam? S smernicami doty¢nice ku krivke, ktord je
rezom grafu funkcie f v smere prislusnej osi.

Ak méme vypocitané ky = f.(xg,y0), tak dotycnica ku rezu grafom funkcie v
smere osi z v bode [z, Yo, 20] (20 = f (%0, y0)) mé rovnicu

z—z0 = ki(x — )

pri konstantnej druhej suradnici y = yg.

Rez grafom funkcie f aj dotycnica k rezu lezia vo zvislej rovine rovnobeznej so
suradnicovou rovinou zz.

Podobne dotyénica ku rezu grafom funkcie v smere osi y v bode [z, yo, 20] ma
rovnicu

z— 20 = ka(y — vo)

pri konstantnej prvej siradnici z = xo. Pritom smernica k2 = f; (20, %0)-

V tomto pripade lezi rez grafom funkcie f a dotycnica k rezu vo zvislej rovine
rovnobeznej so suradnicovou rovinou yz.

Obe doty¢nice prechadzaju bodom [zg,yo, 20] & st réznobezné. Je nimi jedno-
znacne urcena rovina

z— 20 = ki(x — o) + k2(y — vo)-

V dalsich dvahach sa budeme pytat, ¢i takto zostavenu rovinu mézeme povazovat
za dotykovi rovinu ku grafu funkcie f(x,y) v danom bode.
Najprv sa pozrime na dva priklady.

Priklad 5.
Je dana funkcia
fz,y) = 22° 4+ 3zy — o

a bod Ty = [1,2].
Né&jdime rovnice dotyc¢nic ku rezom v smere oboch osi z a y v danom bode Z( a
zostavme z nich rovinu.

Riesenie.
Vypocéitame parcidlne derivéicie funkcie f podla premennych z a y.
of of
B (0 Y) = 4z + 3y, ay(x,y) T —2y

Ich hodnota v bode Ty = [1, 2] je



of of
Or Jdy

Doty¢nica ku rezu v smere osi x je dand dvojicou rovnic

(1,2) = 10, (1,2) = —1.

z—4=10(z - 1),
y = 2.

Dotyé¢nica ku rezu v smere osi y je dana dvojicou rovnic

s—d= —1(y-2),

=1
Rovina urcena doty¢nicami ma rovnicu

z—4=10(x —1) — (y — 2).

(Nakreslite si obrézok)

Priklad 6.
Je dana funkcia

f(z,y) = |sgnz||sgny|
a bod Zg = [0, 0].
N&jdime rovnice doty¢nic ku rezom v smere oboch osi x a y v bode Zg a zostavme
z nich rovinu.

RiesSenie. Pripomenme, ze funkcia f nadobida len dve hodnoty, nulu na osiach a
jednotku mimo nich.
Parcidlne derivacie funkcie f pocitame pomocou definicie.

of . . f(0)—f0,0 . 0
9y (00 = lim = = = lim, = =0,
of _ o f(0,y) — f(0,0)
5§«L0)73§%‘444§1T7447‘70

Rovnica dotycnice ku rezu v smere osi z je
z—0=0(zx—0),

pri pevnej suradnici y = 0, teda dotycnica je v skuto¢nosti os z,
a tiez rovnica dotycnice ku rezu v smere osi y je

270:0(y70)7

pri pevnej siradnici z = 0, teda doty¢nica je os y.

Rovina urcena doty¢énicami ma rovnicu

z=0.



Vsimnime si, Ze rovina vypocitana v priklade 6 obsahuje prave len dve dotykové
priamky a vSetky ostatné body na grafe funkcie maju tretiu sdradnicu z = 1.
Jednotkovy rozdiel medzi funkénou hodnotou f(x,y) = 1 a hodnotou v rovine
z = 0 pritom pozorujeme aj pre také body [z,y] z definicného oboru, ktoré su k
bodu [0, 0] Iubovolne blizko.

Taktto rovinu z = 0 nebudeme povazovat za dotykovu.

Kedy teda rovinu
z— 20 = ki(z — x0) + k2(y — yo)

povazovat za dotykovi, a kedy nie?
Ak rovnicu roviny prepiseme do tvaru
z =20 + k1(x — x0) + k2(y — vo),

tak hodnota z je tretia suradnica bodu [z, y, 2| leziaceho v rovine.

Budeme ziadat, aby odchylka hodnoty z od hodnoty f(z,y) tretej stradnice
bodu [z,y, f(x,y)] leziaceho na grafe funkcie f, bola velmi mal4, tym mensia, ¢im
blizsie sme k bodu dotyku [z, yo, 20], v ktorom je odchylka nulovi.

Presnejsie, aby odchylka f(z,y) od z bola zanedbatelnd v porovnani so vzdiale-
nostou bodu [z, y] od bodu [zg, yo], teda aby sa pomer tychto ¢isel zmensoval k nule
pri blizeni sa k bodu [xg, yo].(V definicii tiito poziadavku formalizujeme pomocou
limity.)

Ak bude vyssie uvedend podmienka splnend, budeme funkciu nazyvat diferenco-
vateInd v bode [zg, yo], a rovinu

z—z0 = ki(z — xo) + k2(y — vo)
nazveme dotykovou.

Definicia. Nech f : A C R? — R, nech [zg,y0] € A a nech k; = g(xo,yo),
x

ko = 8—y(x0,y0) . Hovorime, ze funkcia f je diferencovatelna v bode [zg, y0], ak
lim flz,y) — (f(xoayo)+k1(x—x0)+k2(y—y0)) .
(@,y)—(z0,y0) \/(CL' —20)% + (y — yo)2 )

Definicia. Ak f: A C R?> — R je diferencovatelna funkcia, tak rovnica
z — 20 = ki(x — o) + k2(y — wo),

v ktorej

0 0
20 = f(zo,90), k1= %(l‘o,yo)v ko = aijc(xmyo)

je rovnica dotykovej roviny ku grafu funkcie f v bode [z, yo, 20]-
Vyraz

df (%, Zo) = k1(x — w0) + k2(y — %)



nazyvame 1. diferencidl funkcie f v bode Zg = [0, yo.

Posledny zapis je pouzitelny pre funkcie n premennych. Specidlne pre n = 2
mozeme pouzit aj zapis

df(faEO) = df(x,y,xo,yo).

Je zrejmé, 7e na to, aby funkcia mohla byt diferencovatelnd (mat dotykovii rov-
inu), musi maf parcidlne derivécie.
V priklade 6 sme videli, ze to eSte nestaci. Naozaj

jsgnasgny| —0— 0@ —0)—0(y—0) _ . |sgnallsgny

lim = .
(z,y)—(0,0) V(z—=0)2+(y—0)2 (2,9)=(0,0) /22 + 32

Pri ztzeni na krivku ¢(t) = (¢,t) dostaneme limitu

1
lim —— = oo,
=0 1/2|t|
a teda vysledok limity vyssie nemdze byt nula.

Aby sme nemuseli v kazdom pripade pocitat relativne zloziti limitu, uvedieme
dve vety, ktoré nebudeme dokazovat.

Veta. Ak md funkcia f : A C R?> — R spojité parcidlne derivdcie v bode [zo,yo],
tak je v danom bode aj diferencovatelnd. (A teda md v danom bode dotykovi rovinu
a pruy diferencidl.)

Veta. Ak je funkcia f : A C R?> — R v bode [x¢,yo] diferencovatelnd, tak je v
tomto bode aj spojitd.

Prva veta ndm poskytuje pozitivne kritérium. Ak vieme vypocitat parcidlne
derivdcie pomocou pravidiel pre derivovanie, a vysledky su spojité (elementdrne)
funkcie, tak vieme, ze funkcia je diferencovatelna, nemusime pouzit overenie limitou
z definicie.

Druhd veta ponuka negativne kritérium, ak funkcia nie je v bode dotyku spojita,
neméze byt ani diferencovatelnd a zasa netreba pouzit postup pomocou definicie.

Na zaver tejto casti uvedieme este tri priklady.

Priklad 7.
Je dané funkcia

flz,y) = Va2 +y? —xy

a bod Ty = [3, —4].
Zistime, ¢i je funkcia v danom bode Zo diferencovatelnd a ak ano, napiSme
rovnicu dotykovej roviny a 1. diferencial v bode Z.



Riesenie.
Parcidlne derivacie funkcie f podla jednotlivych premennych st

%(x )_1275”,
0r Y T e ¥
of 2y

Lahko vidime, ze parcidlne derivicie s spojité funkcie vo vsetkych bodoch
roznych od bodu [0, 0], a teda aj v bode Zy.
Vypocitame hodnoty

20 = f(374) = 177

af 3 23

9 3, —4y=244=2

G s =
af 4 19
R —4 = —— — = ——,
8y(3’ ) 5 3 5

Funkcia je v bode [3, —4] diferencovatelnd, jej dotykova rovina mé rovnicu

2 1
2—17:§(x—3)—€9(y—|—4).

Vyraz na pravej strane rovnice dotykovej roviny

B (ry 3~ = 2z =3) — £y +0)

je prvy diferencidl funkcie f v bode Zg = [3, —4].

Priklad 8.
Je dana funkcia

2
o= | Ty Pelmd 200

0 pre [z,y] = [0, 0]
a bod o = [0, 0].

Zistime, ¢i je funkcia v danom bode Zo diferencovatelnd a ak dno, napisme
rovnicu dotykovej roviny a 1. diferencial v bode Z.

Riesenie.
Parcidlne derivécie funkcie f podla jednotlivych premennych poéitame pomocou
definicie:

of f(z,0) — £(0,0) .0

81;(0’0):;13%) z—0 :}Clino;:o,
% (0,0) = lim 109 =700 _ Oy

y y—0 y—20 y—0y



Diferencovatelnost funkcie v bode [0, 0] musime zistit pomocou definicie. Po¢itame

2
Yy
X x2+y2_0_0(x_0)_0(y_0) ) £L’y2
lim = lim ———.
(z,)—(0,0) v a? + y? (2.9)—(0,0) (22 +y2)2

Ak v poslednej limite pouzijeme ztizenie na krivku ¢(t) = (¢,t), dostaneme limitu

¢3 1
lim ——— = — #0,
t—0+ 2/2t3 /8 7
a teda vysledok povodnej limity nemdze byt nula.
Funkcia nie je v bode [0, 0] diferencovatelnd, nemé dotykovi rovinu.

Priklad 9.
Je dané funkcia

2,.2
fo - g Pl # 00

0 pre [z,y] = [0, 0]

a bod Zo = [0, 0].

Zistime, ¢i je funkcia v danom bode Iy diferencovatelnd a ak ano, napiSme
rovnicu dotykovej roviny a 1. diferencial v bode Z.
Riesenie.

Parcidlne derivdcie funkcie f podla jednotlivych premennych pocitame opit po-
mocou definicie:

g(o,o) — lim M — lim 0 =0,
ox z—0 z—0 z—0
ﬁ(o,()) = iy {OW 2SO0 O
dy y—0 y—0 y—0y

Diferencovatelnost funkcie v bode [0, 0] musime zistif pomocou definicie. Po¢itame

x2y2
— _ —0-0(x—0)—0(y—0 3
lim il i ( ) S = lim aﬁinS = lim ( i ) ’ (xy)%
(2:9)—(0,0) Va2 (@9)—0,0) (22 +y2)2  (24)—(0,0) \ 2% + y?

o

V poslednej limite je cinitel | ——2— | ohranicena funkeia (¢im?)
(,C2 + y2

1
a lim xy)2 = 0. Preto
(z,y)%(OVO)( 2

3
X 2 1
(x,y%i—>m(o,0) <l‘2 _ily2> (xy)f =0.
Funkcia je v bode [0, 0] diferencovatelnd, jej dotykova rovina je
z=0.
Jej 1. diferencial v bode z je

df(x’y7 07 O) = O'



