PREDNASKA 2.

Byt zméteny je idedlny stav mysle pre matematika, boj o vyslobodenie z tohto
stavu je hlavnou hnacou silou pokroku. (Dror Bar-Natan)

Limita a spojitost.

Ako aj nazov prezradza, budeme rozpréavat o limite a o spojitosti skaldrnej
funkcie viacerych premennych. Ak aj budeme hovorit o funkcidch n premennych,
pod poctom n si moézete predstavit konkrétne dve premenné. Pri vic¢som pocte
premennych sa komplikuje geometricka predstava, ale zakladné principy zostavaji
zachované.

Pod spojitou plochou si predstavujeme plochu, ktord nemd ziadnu dieru ani
ziadnu trhlinu. K tejto intuitivne popisanej globdlnej predstave o spojitosti sa
prepracujeme pomocou dvoch lokalnych pojmov, limity a spojitosti v bode.

Pretoze limita funkcie a aj jej spojitost v bode Zy definicného oboru A C R™ nie
je ovplyvnena celou funkciou, ale len jej chovanim v okoli bodu Zg, skiisme najprv
povedat, ¢o rozumieme pod tymto pojmom.

Okolie bodu Z( v n- rozmernom priestore R™ je mnozina bodov, ktoré st od bodu
%o vzdialené menej ako dand kladng konstanta 6. Cislo § meria velkost okolia.

Zapisujeme

Os(Zo) = {z € R"; |z — Zo| < &}

Ak by bolo n =1, dostaneme uz dobre zname okolie v R, otvoreny interval
Og(fo) = (.ro — 0,10 + 5)

Pre n = 2 je § okolim bodu Zy otvoreny kruh s polomerom 4 a stredom v bode
Zo-

Aby sme mohli uvazovat o limite funkcie v bode Z(, musi byt funkcia v Tubovolnej
blizkosti bodu % definované. Takyto bod Ty nazyvame hromadny bod definiéného
oboru.

Bod Z( je hromadny bod defini¢ného oboru A funkcie f, ak pre kazdé § > 0
existuje T € A, T # T leziace v Os(Zp). Ak uvazujeme len o bodoch okolia roznych
od jeho stredu, pouzivame skratku Of(Zo) = O5(Zo) — {Zo}

Definicia. Nech f : A C R"™ — R, a nech Zy je hromadny bod mnoziny A.
Hovorime, Ze funkcia f ma v bode Zy limitu L € R, ak pre kazdé € > 0 existuje
05(z0), také, ze

Z € 05(To) = f(T) € O(L).
Znacime

lim f(z)=L.

T—To

Pojem limity tzko suvisi s pojmom spojitosti funkcie v bode.



Definicia. Nech A C R™ anech f: A — R, anech Ty € A. Hovorime, ze funkcia
f je v bode Ty spojita, ak

lim f(z) = f(Zo).

T—To

V pojme limity riesime otézku, ¢i na zdklade chovania funkcie v okoli bodu Zg
vieme urobif rozumnu predpoved o chovani funkcie v samotnom bode Z.

Pojem spojitosti funkcie v bode zase odpovedd na otézku, ¢i sa tato predpoved
naplnila.

Povodni predstavu o nepretrhnutej ploche zachytava tato definicia.

Definicia. Nech A C R™ a nech f : A — R. Ak je funkcia f spojitd v kazdom
bode mnoziny A, hovorime, ze funkcia f je spojita na mnozine A.

Priklad 1.
Je dand konstantnd funkcia f: R? — R,

flz,y) =c

Vypocitajme jej limitu v niektorom bode z jej Dy = R? a zistime, kde je
kon§tantna funkcia spojita.

RieSenie. Pretoze pre kazdé O3 (Zo), a kazdé € O5(Zo) je hodnota f(Z) = c,

je
A f(7) =c
v kazdom bode 7, € R>.
Sucasne je aj
f(Zo) =c.

Konstantna funkcia je spojita v kazdom bode defini¢ného oboru a teda je spojita
na R2.

Priklad 2.
Je dand funkcia f : R? — R predpisom,

flz,y) =z.

Vypocitajme jej limitu v niektorom bode z jej Dy = R? a zistime, kde je spojita.
Riesenie. Ozna¢ime T = (z,y) a To = (2o, yo). Zvolme § = ¢.

Teraz pre € > 0 a O5__(Zo), a kazdé T € O§(Zo) je hodnota f(z) = f(z,y) =z,
pricom |z — zo| < €.

Preto

v kazdom bode Zy € R2.
Sucasne je aj



Funkcia f je spojitd v kazdom bode defini¢ného oboru a teda je spojitd na R2.
Funkciu z prikladu 2 nazyvame projekcia na prvu siradnicu. Analogicky definu-
jeme projekciu na druhi a pripadne dalsie stradnice.

Aby sme nemuseli v kazdej 1ilohe pouzivat definiciu, uvedieme vetu o poécitani
s limitami. Jej znenie je forméalne rovnaké, ako v pripade vlastnej limity funkcie
jednej premenne;j.
Veta. Nech f: ACR"—= R, g: AC R" — R a nech existuji vlastné limity
lim f(z) = L1, lim g(z) = Lo.
T—To T—T0
Potom
lim f(Z)+g(Z) = L1 + Lo,

T—Zo
lim f(z) - g(Z) = Li- Lo,
T—To
ak naviac Lo # 0, tak lim ——= = —.
a=w0 g(Z) Lo
Prerozpravanim do reci spojitosti dostdavame nasledujici désledok.

Dosledok. Stcet, sucin, podiel spojitiych funkcii je spojitd funkcia vsade tam, kde
je prislusnd operdcia definovand.

Priklad 3.
Polyném f : R? — R dany predpisom,

f(x,y):17x+2y+z2—3xy+2y2

je spojita funkcia na R2.
Tvrdenie vyplyva zo spojitosti konstantnej funkcie a projekcii, z vyssie uvedenej
vety a jej dosledku.

Pri funkcidch jednej premennej sa k bodu g, v ktorom sme poéitali limitu, dalo
blizit z dvoch roéznych stran, hovorili sme o limite zlava a limite sprava.

Pre funkciu dvoch a viacerych premennych méame zrazu skokom z dvoch az
nekoneéne vela sposobov, ako sa blizit k bodu Zo. (Zhora, zdola, po Sikmych
polpriamkach, po krivych ¢iarach...)

Pre popis réznych druhov blizenia sa vyuZzijeme pojem zizenia funkcie f na
krivku popisant spojitou a prostou funkciou ¢(t) : [0,7] — R™. Pritom budeme
uvazovat o limite pre ¢ — 0, preto pozadujeme aby ¢(0) = Zg.

Nasledujtica veta hovori, ze ak ma funkcia v bode Z( limitu, tak rovnakad limitu
mé v tomto bode aj kazdé jej ziazenie.

Déosledok potom tvrd{ to isté len v negativnej formulécii (obmenend implikécia),
ak dve rozne zizenia vedd k réoznym limitam, tak povodnd funkcia limitu nema.

Veta. Nech A C R"™ a nech f: A— R. Nech ezistuje limita lim f(z) = L.
T—T0
Nech ¢(t) : [0,T) — R" je spojitd funkcia, p(0) = Zo a p(t) € A pret e (0,T).

Potom aj funkcia jednej premennej f(p(t)) md limitu

lim f(p(t)) = L.

t—0



Dosledok. Nech A C R™ a nech f: A— R.
Ak @1(t), p2(t) : [0,T) — R™ su spojité funkcie, p1(0) = v2(0) = Zo, pi(t) € A
pret € (0,T) a
lim f(1(2)) # lim f(pa(1)),

tak
lim f(Z) neexistuje.
Tr—Xo
Priklad 4.
Dokézte, ze funkcia
Flz,y) = -2

nem4 limitu v bode [0, 0].

Riesenie. Uvazujme ztizenie funkcie f na krivku popisanid funkciou ¢4 (t) = (¢,0).

. . t-0
lim (1 (1)) = e =

Iné zizenie na krivku popisant funkciou ¢s(t) = (¢,t) ddva vysledok

. . t-t 1

i flo2(D) = s = 5
Preto

lim neexistuje.
(@.9)—(0,0) 22 4 32
Priklad 5.
Vypocitajme limitu
x>

lim _
(m,y)l—)(0,0) 2 4+t

RieSenie. Zuzenie funkcie f na krivku popisani funkciou ¢;(t) = (¢, 0) vedie k

. . t-0
lim f(g1(1)) = lim ~o.

t—0 12 4+ 04

Zuzenie na krivku popisanu funkciou o (t) = (¢,t) ddva vysledok

lim f(s (1)) = lim 0
lim f(p2(t)) = lim =0.

A i1y

Tu je dolezité premysliet si, ze z rovnakych vysledkov pre dve rézne zizenia
nevieme o pévodnej limite ni¢! (alebo skoro nié.)

Mozno je nula naozaj spravny vysledok, ale mozno tretie ziizenie vedie k inej
limite a povodnd limita neexistuje. (Vieme len tolko, Ze iny vysledok ako nula
nemoze limita mat, ale to sme vedeli uz po prvom ziiZeni.)

Skiisme ztizenie na krivku popfsant funkciou ¢3(t) = (¢2,t) (bude uzitotné
premysliet si, preco préve toto zizenie)

2ottt 1

lim f(ps(t) = lim o —g = lim o0 = o



Preto
202
lim ———— neexistuje.
(2:9)—(0,0) 2 4 y*

Priklad 6.
Vypocitajme limitu

2
lim —
(x,y)—(0,0) 2 + 32

Teraz si dajte v ¢itani jeden den prestavku a predstavte si, ze autor textu sa cely
ten den pokusSa najst dve zuzenia, ktoré daji rozne vysledky limity. Netspesne.

Postupom pomocou zuzeni sa dé dokézat, ze limita neexistuje, ale neda sa v
kone¢nom ¢ase dospiet k pozitivnemu vysledku. (Filozofi matematiky hovoria, Ze
ani v nekonec¢nom, ale to eSte nemdm overené.)

Uvedieme dalsi nastroj na pocitanie limit, vetu o porovnani a jej dosledok.

Veta o porovnani. Nech A C R" anech f: A— R, g: A— R, h:A— R,
pricom

f(x) <g(z) < h(z).

Nech existugi limity

Potom aj
lim ¢(z) = L.

T—T0

Dosledok. Nech AC R™ anech f:A— R, g: A— R.
Nech

lim f(z) =0,

T—To

a nech funkcia g je ohranicend na A.

Potom
Jim f(z)g(z) =0
Priklad 6. (na druhy der)
Vypocitajme limitu
2
lim Y

(x,y)—(0,0) 22 + y2~



Riesenie.
2 2

lim % = Iim =z yi.
(2.9)=(0,0) 22 + Y2 (29)—>0,0) 22 +y?

Pritom
lim 2=0,

(z,)—(0,0)
a plati nerovnost

2
v

0< ——
7x2+y27

2
ktord ukazuje, ze funkcia ﬂyiw je ohranicen4.
Preto

y2

lim r ——— =
(2,)—(0,0) 22+ 12

Mobzeme este dopovedat, ze vysledok predoslého prikladu znamenad, ze funkcia

Iy2

Fla,y) = m pre [z,y] # [0,0]
0 pre [z, y] = [0,0]
je spojitd v bode [0, 0] a aj na celom svojom definiénom obore R2. (Spojitost v bode

[0,0] vyplyva z prikladu 6, spojitost v ostatnych bodoch z Désledku o spojitosti
funkecif pri elementdrnych operdcidch s nimi.)



