PREDNASKA 11.

Matematika je jediny naozaj zaruceny sposob, ako sa zblaznit.
Albert Einstein 1879 - 1955

Aplikacie dvojného integralu.

V tomto texte ukdzeme niekolko situdcii, v ktorych sa mézeme stretnit s pouzi-
tim dvojného integralu.

1. Objem telesa.

Uz pri definicii dvojného integralu sme pouzili motivaciu zalozend na vypocte
objemu.

Majme integrovatelné funkcie f : A — R, g : A — R a predpokladajme, ze
g(z,y) < f(x,y). Objem telesa T C R? tvoreného bodmi [z,y, z], pre ktoré je
[z,y] € Aag(z,y) <z < f(z,y) (pre lepsiu predstavu ide o valcové teleso zhora aj
zdola ohrani¢ené ,krivymi” plochami), vypocitame ako

//A f(a,y) = g(x,y) dedy.

Priklad 1. Vypocitajme objem kuzela

2?42 < 22
ak 0 <z <h.
Riesenie.
Priemetom kuzela do roviny x, y je kruh so stredom v pociatku a polomerom h.
To je pre nds mnozina A. Ak vyjadrime z pomocou z, y dostaneme

z=v/x%+y2.

Graf funkcie g(z,y) = v/x? + y? ohranicuje teleso zdola. Horné ohranicenie je dané
konstantnou funkciou, f(x,y) = h. Preto objem vypocitame ako

// h — /22 + y2 dzdy.
A

Popiseme kruh A ako elementarnu oblast typu ¢r.
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Vysledok mozete najst v kazdej stredoskolskej ucebnici matematiky (no dobre,
v kazdej nie).

2. Obsah oblasti.

Ak A C R? je meratelnd mnozina, tak jej miera je

// 1 dxdy.
A

Priklad 2. Vypocitajme obsah oblasti ohrani¢enej Bernoulliho lemniskatou
(«® + y2)2 = 2a*(2? — y?).

RieSenie. Ako vyzerd lemniskata si mozete nédjst napriklad vo wikipédii alebo
vykreslif nejakym programom.

Popiseme ju ako elementarnu oblast typu ¢r.

Po pouziti polarnych suradnic dostaneme rovnicu krivky v podobe

= 2a2r?(cos® p — sin? ).

Aby mohla byt rovnost splnend, musi byt cos? ¢ > sin” .

To je prave vtedy, ked —F < ¢ < 7 alebo 3{ <p< %’T. Pretoze lemniskata je
symetrickd podla osi y (aj x, ale tito symetriu nevyuzijeme), budeme pocitat len
obsah jej pravej polovice. Vtedy

Predpokladame, ze a > 0.

(Hornt hranicu v druhej nerovnosti sme dostali zo vztahu r? = 2a? cos 2.
Pripomerime, ze cos? ¢ — sin® ¢ = cos 2p.)
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Cely obsah je dvojnasobny, teda 2a2.



3. Obsah krivej plochy.

Majme diferencovateIni funkciu f : A — R a oznacme jej graf ako Gy. Budeme
pocitat velkost zvlnenej plochy grafu.

Ak uvazujeme bod na grafe so siradnicami [z, yo, f (o, yo)], tak mézeme vypoci-
tat smerové vektory dotycnic ku grafu funkcie v danom bode. Smerovy vektor
dotycnice v smere osi  je (1,0, f;(%0,y0)) a v smere osi y je (0,1, f, (w0, ¥0)). Ele-
ment velkosti plochy dostaneme ako velkost vektorového sucinu, ked kazdy vektor
nasobime prirastkom v smere danej osi.

|(dz, 0, f;(l’o,yo)d ) x (0, dy, f(x0,y0)dy)| =
= |(=fr(z0,90), — 1 (0, 90), 1) | dady.

Samotny vektor
(= fr(zo,y0), — fy(z0,40), 1)

je vektor kolmy na dotykovi rovinu ku grafu funkeie v bode [zg, yo, f (20, yo)] & jeho
velkost

\/féz(l‘o,yo) + £1 (w0, y0) + 1

je velkostou plochy rovnobeznika so stranami tvorenymi vektormi (1,0, f.(zq, yo))

a (07 1a f@l;(m(h yo))
Preto pre obsah plochy grafu Gy mame vztah

m(Gy) = [[ 1w + 5w + Ly

Priklad 3. Vypocitajme obsah plochy popisanej ako graf funkcie f(z,y) = 2 —y?
s definiénym oborom A danym nerovnostou x2 + y? < 1.

RieSenie.
Popiseme kruh A ako elementarnu oblast typu re.
0<r<1,
0< <27

Teraz pouzijeme vzorec pre obsah plochy grafu funkcie f najprv v premennych
x, y a potom urobime substiticiu do polarnych siradnic.
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Po dokonceni vypoctu sa moézeme pozriet, ¢i je vysledok v zhode s ocakavanim.
Velkost plochy musi byt kladnd. A naviac plocha grafu funkcie musi byt vicsia
ako miera definicného oboru A. V naSom pripade je A kruh s plochou 7. Preto
vysledok je v zhode s nasim ocakavanim.

Najmensiu velkost méd graf konstantnej funkcie. Dosadte do vzorca pre vypocet
obsahu konstantnd funkciu a vysledok porovnajte so vzorcom z predoslej ¢asti.

4. Statické momenty a tazisko.

Predstavme si nehomogénnu plocht dosku tvaru oblasti A s plosnou hustotou
f(z,y). (Tito predstavu chdpeme ako idealizéciu tenkej dosky konstantnej hribky.)

Jej hmotnost je
m = // f(z,y) dzdy.
A

Statické momenty vzhladom na stradné osi z respektive y, st

Mz://Ayf(x,y)dxdy My://Axf(m,y)dxdy.

Stradnice faziska [t;,t,] dostaneme ako

LMy [fae (e y) dedy My [y () dedy
T m [J4 flz,y) dady Y m JJ4 f(z,y) dedy

Priklad 4. Vypocitajme statické momenty a fazisko oblasti A ohranic¢enej krivka-
mi y? = x a y = 822, ak hustota je dand funkciou f(z,y) = 1 — zy.

RieSenie. Mnozina A je ohrani¢end dvoma parabolami.
x-ové sturadnice ich priese¢nikov vypocéitame z rovnice

x = 64z*.

Korene st 1 =0 a xo = i.

Preto popis elementarnej oblasti typu zy je
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Staticky moment vzhladom na stradni os x je

L vE
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= S —32st dx = .
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Druh4 sturadnica taziska t, je

M,

M,
ty = —2 =0.22
: m

Staticky moment M, vzhladom na os y a stiradnica faziska t, sa pocitajd ana-
logicky.

5. Momenty zotrvacnosti.
Uvazujeme o rovnakej nehomogénnej plochej doske tvaru oblasti A s plosnou

hustotou f(z,y) ako v Casti 4 a predstavujeme si jej rotdciu okolo stradnej osi O,
respektive osi O,. Momenty zotrvacnosti dosky st

Izz//Ayzf(l‘,y) dady,

I, = / /A 22 f(a,y) dady.

Ak si predstavujeme rotdciu dosky okolo pociatku siradnej sistavy (¢o je vlastne
rotécia okolo osi O,) tak prislusny moment zotrvacnosti je

Io= [[ @49 s dody

Priklad 5. Vypocitajme moment zotrvaénosti homogénnej oblasti A s jednotkovou
hustotou pri rotécii okolo po¢iatku, ak A je oblast ohrani¢end krivkou 22 +y? = 2z.

Riesenie.
Po doplneni na stvorec dostaneme

(x—1)2+y*=1.

Popiseme kruh A ako elementarnu oblast typu ¢r.

Pouzitim vzorca a transforméciou do polarnych siuradnic dostaneme
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Opit sme pouzili identitu cos? p = (1 4+ cos2¢) a to dvakrat, pre odstranenie
2
vyssich mocnin funkcie kosinus).



