PREDNASKA 10.

Matematika je ako hra dama, vhodna pre mladez, nie prili§ obtiazna, zabavna
a neohrozuje §tét. (Platon 427 - 347 BC)

Substiticia v dvojnom integrali.

Tak, ako sme pouzivali substiticiu v ur¢itom integrali, skiisime podobni mys-
lienku pouzif aj pre dvojny integral. Specidlne si spomefime na ten typ substi-
tucie, kedy sme ,stard” premennu x nahradili funkciou ¢(t) ,novej” premennej ¢.
Vacsinou sme si potrebovali poradif s neprijemnou funkciou, ktord sme integrovali.

Na rozdiel od urc¢itého integralu, v dvojnom integrali péjde pri substiticii o
ulohu poradif si s neprijemnou meratelnou mnozinou, na ktorej dvojny integral
pocitame.

Po vSeobecnom tvode sa zameriame na jeden konkrétny typ substiticie, sliziaci
na vypocet integralu z funkcie definovanej na kruhu, alebo jeho casti.

Vseobecny uvod.

Predstavme si rovinu so sturadnicovymi osami z,y a v nej Stvorcekovu siet so
Stvoréekmi velkosti 1 x 1.
»Natiahnime” rovinu v smere vodorovnej osi dvakrat a v zvislom smere trikrat

(bod [0,0] zostava na mieste). Nakreslime si novi rovinu so stradnicami u, v,

Ako vyzera nasa, povodne stvorcekova siet po natiahnuti?

V novom obrazku sa zmenila na obdiznikovi sief s obdlznikmi velkosti 2 x 3.
Kazdy stvorec s velkostou 1 sa natiahol na obdlznik s velkostou 6.

Ak budeme pocitat plochu jednotkového sStvorca v rovine x,y a porovniame
vysledok s plochou obdiinika, na ktory sa natiahol, dostaneme vztah
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Sama sa pontka analégia s urc¢itym integralom funkcie jednej premennej s nahra-
denim

alebo inak

1 1
dr = édu, dy = gdv,



alebo )
dx dy = Edu dv.

Priam sa ziada povedat, ze to je vlastne vsetko. Ale...

V nagom priklade sa rovina z,y natiahla rovnomerne v kazdom bode. Co ak
bude koeficient natiahnutia zavisief od miesta v rovine?

Suradnica z zavisela len od novej suradnice u a podobne y zaviselo len od wv.
Co ak natiahnutie bude menit svoj smer a stara stradnica = (a rovnako y) bude
vyjadrend pomocou oboch siradnic v aj v?

Najvseobecnejsie vyjadrena zavislost medzi starymi a novymi siradnicami ma
podobu

x =¢1(u,v),

Y =2 (u7 'U)"

Tie isté vztahy napiSseme v podobe prirastkov (diferencidlov)
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Ak si pod dx predstavime prirastok v smere osi x, vieme ho zapisat v podobe
vektora (dz,0). (Druhd zlozka 0 znamend ziaden prirastok v smere osi y.)
Podobne prirastok v smere osi y je (0, dy).
V novych siradniciach u, v si obrazmi prirastkov vektory

0¢1 , 091 0Py . 0o
(au du, B dv) a (8u du, 5 dv).

dx dv,

Ak teraz vyjadrime tu istu plochu v starych aj novych sdradniciach pomocou
vektorového sucinu, dostaneme

|(dz,0) x (0,dy)| = '(% du,%dv) X (% du, %dv)‘.

A po vypocte vektorovych sucinov (pripomenme, Ze (a,b) X (¢,d) = ad — be, )

dudy — ‘(3% Opa  O¢y 3¢2>‘ Judo.
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Vyraz na pravej strane rovnosti sa da zapisat aj ako absolttna hodnota deter-
minantu matice velkosti 2x2.
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dxdy = ’ ' gﬁ & ‘dudv.
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Velkost determinantu v poslednej rovnosti je ¢islo, ktoré udava koeficient lokél-
neho natiahnutia plochy v kazdom mieste roviny u, v.



Dterminant samotny volame ho Jacobiho determinant alebo skratene Jakobidn
a znacime J(u,v).

Vo vysvetlovani sme zatial nepovedali, ze funkcie ¢, ¢o su diferencovatelné.

A tiez, ze predpokladame, ze ziadna plocha sa nezmensila na nulovi, ¢o vy-
jadrime poziadavkou, aby determinant

9¢1 991
ou ov
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bol skoro vsade nenulovy. (Terminom skoro vSade rozumieme, ze méze byt nulovy
len na mnozine miery nula, napr. v jednom bode.)
Teraz vieme sformulovat vSeobecnii vetu o substiticii.

Veta (o substiticii). Nech f : A — R je integrovatelna funkcia definovand na
meratelnej mnozine A.

Nech funkcie ¢1 : B — R, ¢9 : B — R su diferencovatelné a nech ich Jacobiho
determinant

9¢1 01
J(u,v) = ' (%; 8%’2 dudv
Bu v

je nenulovy skoro vsade.

Oznacme f(u7 U) = f(d)l (U, U)a ¢2(ua U))

Potom
//A J(,y) dudy = //B Flu, v)|J (u,v)| dudv.

Pritom B C R? je takd mnoZina, Ze zobrazenie (¢1(u,v),d2(u,v)) z0brazuje
mnozinu B na mnoZinu A.

Veta je riadne dlhé, ale ked sa nad nou zamyslime, tak hovori toto:

Prejdime od premennych z,y k novym premennym wu,v. Vyjadrime pomocou
nich funkciu f a jej definiény obor v novych premennych nazveme B.

Namiesto dvojného integralu na mnozine A poc¢itame dvojny integral v novych
siradniciach na mnozine B. Pritom berieme do tvahy lokdlnu deforméciu velkosti
ploch dant koeficientom |J(u,v)|.

Procesom substitiicie chceme dosiahnut, aby popis oblasti B bol jednoduchy a
dala sa pouzit Fubiniho veta.

Polarne suradnice.

Nasim hlavnym cielom je ukézat pouzitie vety o substiticii v jedinom Specidl-
nom pripade substiticie do polarnych sturadnic.

V tejto casti pripomenieme, ako vyzeraju polarne stradnice.

Zrejme sme sa uz s nimi stretli, napriklad pri goniometrickom tvare komplexného
¢isla.



» Klasické” kartézske alebo inak pravouhlé siradnice udavaji polohu bodu A ako

dvojicu éisel [z,y]. Tieto ¢isla znamenajid, volne povedané, vodorovnd resp. zvislhi
vzdialenost bodu A od pociatku sturadnej sistavy O = [0, 0], doplnenti znamienkom.

Polarne stradnice udévaji polohu bodu A pomocou dvojice [r, @], vzdialenosti
r od pociatku O a uhla ¢, ktory zviera tsecka OA s kladnou ¢astou osi x.

V tychto suradniciach je r skutoéna vzdialenost, preto r € [0, c0).

Uhol ¢ je z intervalu dIZky 27, najcastejsie sa uvazuje ¢ € [0,27) alebo ¢ €

(—m, ).
Prechod od polarnych suradnic ku kartézskym je dany vztahmi
X =1T7Ccosp
Yy = rsinp.

Priklad. Popisme polkruh M uréeny nerovnostami x2 + y? < 9, z > 0 ako ele-
mentarnu oblast pouzitim polarnych suradnic.

RieSenie. Podla vztahov vyssie je

x? + y2 = 12 cos? p+ r? sin? 2

=1

Preto
r? <9, teda r < 3.

Aby x > 0, musi byt uhol ¢ z rozsahu

Mnozina M je popisand nerovnostami
0<r <3,
T

<l
9 =¥ =7

N

Polkruhu v suradniciach z, y zodpoveda obdiznik v stradniciach r, Q.
Bez toho, aby sme formalne definovali, budeme hovorit o elementarnej oblasti

typu rp.
(Predstave poméze obrazok. Nakreslite si ho.)

Na zaver sa eSte pozrime, ako sa menia velkosti ploch pri substiticii do polarnych

suradnic.
Ak oznacéime
¢1(r, ) =rcosyp
Q52 (T7 QO) = rsin @,

tak
—8¢1 (r,p) = cosgp 091 (r,p) = —rsingp
8’]" bl ) 890 ) )
D2 : D2 B
(r,p) = sinp, 5 (r,p) = 7Tcosp.



Preto

cos@ —rsine
singp  rcosep

J(r, o) =

Koeficient velkosti zmeny obsahu - velkost Jakobidnu - zavisi len od vzdialenosti
r od pociatku.

Vsimnime si tiez, ze Jakobian substiticie do polarnych suradnic je nenulovy
v8ade okrem bodu O = [0, 0].

Substitiicia do polarnych saradnic.

Veta.
Nech f: A — R je integrovatelnd funkcia definovand na meratelnej mnozine A.
Nech A je obrazom mnoZiny B pri transformdcii pomocou poldrnych suradnic.

Potom
// f(x,y) dzdy = // f(rcos,rsing)rdrde.
A B

Poznamename, ze pri oznaceni f(r,p) = f(r cos,rsin ¢) dostaneme zakladné
tvrdenie vety v eSte strucnejsej podobe

//Af(:zs,y)d:vdy://Bf(r,ga)rdrdgp.

Tiez poznamenajme, ze mnozina B je mnozina tych bodov [r,¢] v siradnej
rovine 7, ¢, pre ktoré je [rcosp,rsing| € A (v siradnej rovine z, y.)

Vo zvysku tejto casti uvedieme niekolko prikladov, v ktorych je uzito¢né pouzit
substiticiu do polarnych stradnic.

Priklad 1. Vypocitajme dvojny integral

/ V2 + y2 dxdy
M
ak mnozina M je kruh 22 + y? < 4.
Riesenie.
Popisat kruh M ako elementarnu oblast typu r¢ je naozaj elementarne. Staci

si uvedomit, ze polomer r < 2 a uhol ¢ je Tubovolny (Nakreslite.)
Preto

Teraz

//\/dedy://\/r_?rdmp.

M



(Nezabudnite na Jakobian...)
A dalej

2 2T
//r2drdg0:/ (/ r2d90> dr =
0 0
B
2 2 372
1
:/ (TQ[SO](%W) dr :/ 2mr? dr = 2w {r_} = —67r.
0 0 3 3

Priklad 2. Vypocitajme dvojny integral

//a:dxdy
M

ak mnozina M je dani nerovnostami z2 4+ y2 < 1,2 >0,z < y.
Riesenie.

Premyslime si, ze prvou nerovnostou je urceny kruh o polomere 1, druhou prava
polrovina a trefou polrovina nad priamkou y = z. (Nakreslite.)

Ak sa pokusime mnozinu M vysrafovat tiseCkami vychadzajicimi z pociatku
zistime, ze kazda tsecka ma dlzku 1 (polomer kruhu). Krajné tdsecky lezia na
priamkach y = x a x = 0. Preto uhol ¢ sa meni od 7 po 3.

A teda popis elementarnej oblasti typu r, ¢ je

0<r<1i,
T, T
1=7=9
K nerovnostiam sa d4 dospiet aj bez obréazka, ale pri nendzornom postupe lahsie
urobime chybu.

(Vypocet by vyzeral nejako takto: Dosadme do zadanych nerovnosti za x a y
T =7 oS @,
Yy =rsin p.

Dostaneme postupne r? < 1, rcosp >0, rcose < rsin .

Z prvej nerovnosti je r< 1,
s s
druhej ——<p< -,
trotei Te < oT
a z trete — —.

Spojenim druhej a tretej nerovnosti mame ohranicenie pre ¢.)



Teraz

//xdacdy://rcosgordrdgo.

M B

1 z 1 i
//T2 cos p drdy :/ / r2cospdy | dr :/ <T2[81n¢]§> dr =
0 z 0 4

g R

Priklad 3. Vypocitajme dvojny integral

/ Va2 +y? dedy

M

ak mnozina M je kruh z? + y? < 2z.

RieSenie. Doplnenim do tplného stvorca dostaneme nerovnost
2 —2x+1+9y% <1,

teda
(:E_ 1)2+y2 S 17

¢o je nerovnost kruhu o polomere 1 so stredom v bode S = [1,0]. (Nakreslite.)
Posunuty kruh srafujeme tseckami z pociatku O = [0,0] (nie z jeho stredu).
Usecky maju roznu dlzku. Aby sme vosli dovnitra kruhu, musi byt

—=<p<

bo| 3
ol

Ohranicenie pre r ziskame dosadenim do nerovnosti kruhu

2 cos? ¢ + r?sin? ¢ < 2r cos .

Po tprave
r < 2cos p.

Pretoze horné ohranicenie pre premennu r zavisi od premennej ¢, popis

IN
IN

v
v=73

)
<r < 2cosp,

NI

je popisom elementarnej oblasti typu ¢r.



Preto

5 2 cos )
/ \/x2—|—y2d:cdy:/ (/ r dr> dy
- 0
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Just
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r31%%% 2 8 cos®
de = dp =
z {3]0 ’ /_ 3
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2z 8
/ §(1 — sin® @) cos p dep.
Po substittcii ¢ = sin ¢ v ur¢itom integréli (funkcie jednej premennej), dostaneme

1 1
8 8 1 32
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Priklad 4. Vypocitajme dvojny integral

// arctg y dxdy
x

M

ak mnozina M je ohrani¢end nerovnostami 1< 2?2 +y? <9, y <3z, y> —=.

V3
Riesenie. Po nakresleni dvoch kruznic a dvoch priamok dostdvame na obrazku
vyse¢ medzikruzia. (Nakreslite.)

Smernica jednej priamky je v/3, o je tg %, smernica druhej je \/Lg =tg -

Preto dvojica nerovnosti

— o=
IA A
s €
IN N
@ wl

je popisom elementarnej oblasti. ( Typu r¢ alebo ¢r.)
Po substiticii do dvojného integralu mame

% 3 . % 3
//arctgydxdyZ/ (/ arctg <TSID¢) '?“dT> dSDZ/ (/ 907°d7°) de
x = 1 T COS 1
M

[2
(=)

Vo vypocitanych prikladoch sme mohli pozorovat, ze substiticia pomocou polar-
nych suradnic je vyhodnda pri integraloch funkcii definovanych na kruhu alebo jeho
casti. Pripadne, ak integrujeme zlozenu funkciu, ktorej vnitornou zlozkou je funk-
cia z2 + 2.



