PREDNASKA 1.

Matematika je vo vSeobecnosti veda o samozrejmych veciach.
(Felix Klein 1849-1925)

Pojem funkcie viacerych premennych.

Kym v zimnom semestri sme sa zaoberali funkciou jednej redlnej premennej
x, teraz budeme uvazovat o funkcidch, ktoré maju viacej - vo vSeobecnosti n -
nezavislych premennych. Tejto n-tici premennych priradia ako hodnotu realne ¢islo
(skaldr), preto budeme hovorit o skaldrnych funkcidch viacerych premennych.

Ak graf funkcie jednej premennej lezal v rovine R?, tak pri skaldrnej funkcii n
premennych lezi graf v priestore R"*1. A n + 1 je aspon 3.

Aku taki geometricki predstavu si vieme urobit len pre funkciu dvoch pre-
mennych, kedy jej graf lez{ v trojrozmernom priestore R3. Preto sa budeme, az
na malé vynimky, venovat funkcidm dvoch premennych. Okrem geometrického
dovodu, spomenme aj fakt, ze zatial ¢o pri prechode od jednej premennej ku dvom
dochddza ku vyznamnym kvalitativnym zmendm (uvidime ich v priebehu dalsich
kapitol), pri prechode od dvoch ku viacerym premennym, tomu tak vécésinou nie je.

Azda najlepSou predstavou funkcie dvoch premennych je tvar zemského povrchu.
Ak si predstavime ako zdkladiiu rovinu zy leziacu na hladine mora, tak povrch sise
je modelovany ako funkcia dvoch premennych = a y (zemepisnd dizka a sirka) a
hodnota z = f(x,y) je nadmorskd vyska. (Viem, Zem je gulatd, ale na malych
plochéch velkosti Tatier, alebo Slovenska, mozeme zakrivenie zanedbat. A mozno
potesime priaznivcov Terryho Pratcheta.)

Takto si vieme funkciu dvoch premennych predstavit ako zvlnent dvojrozmerni
plochu v trojrozmernom priestore. Na tuto predstavu sa budeme na viacerych
miestach odvolavat.

Skor, nez pojem funkcie viacerych premennych formalizujeme, uvedieme pre
lepsiu predstavu jeden priklad.

Priklad 1.
Majme funkciu f : R? — R, dani predpisom

f(.’ll‘,y)zl—l‘—y.

Predovsetkym si uvedomme, Ze naozaj mozeme hovorit o funkcii. Kazdej dvojici
¢isel (z,y) predpis priradi jedinui (skaldrnu) hodnotu z = f(z,y).

Napriklad dvojici (2, 3) priradi hodnotu f(2,3) =1—2 -3 = —4.

Dvojicu (2, 3) vieme interpretovat ako bod v rovine xy, preto budeme v dalsom
texte ¢asto hovorit o hodnote funkcie f v danom bode.

Dalej si véimnime, Ze funként hodnotu vieme vypocitat pre Tubovolny bod (z, Y).
Hovorime, Ze funkcia f je definovand v kazdom bode (x, ) roviny R? a ze definiény
obor funkcie f je Dy = R?.

Ak vyjadrime hodnotu funkcie f ako

z=1—-2—y,



tak rovnica vyssie je rovnicou roviny v trojrozmernom priestore R3. Grafom funkcie
f je rovina.

Kazd4 rovina je jednoznacne uréend troma (réoznymi) bodmi neleziacimi na pri-

ambke.
,0)=0, f(0,1)=0.

Body A =[0,0,1], B =1,0,0], C = [0, 1,0] jednoznacene urcuji graf funkcie f.
(Nakreslite si ho.)

Pre znazornenie trojrozmerného zemského povrchu do dvojrozmernej papierovej
alebo digitalnej mapy sa pouzivaji vrstevnice. Vrstevnica je ¢iara, na ktorej ma
redlna krajina v kazdom bode rovnakt nadmorski vysku.

Prenesené na nasu funkciu, vrstevnica pre hodnotu ¢ je mnozina bodov (z,y)
takych, ze funkénd hodnota f(x,y) = c.

V naSom priklade vrstevnica pre vysku ¢ = 0 je ¢lara 1 — x — y = 0, teda
xz +y = 1. Vrstevnica pre vysku ¢ = 1 je ¢iara 1 —x —y = 1, teda x +y = 0.
Obe ciary st priamky a aj ostatné vrstevnice z +y = 1 — ¢ su (pre tdito konkrétnu
funkciu) priamky. Zdoéraznime este raz, ze vrstevnice lezia v definiénom obore v
rovine xy. (Nakreslite vrstevnicovi mapu funkcie f, vrstevnice kreslite pre ¢ volené
s yrozumnym” krokom.)

Dalsf trik, umoziujici lepsiu vizualizdciu grafu funkcie, je zalozeny na upevnenf
jednej jej premennej (vo vseobecnom pripade ide o upevnenie vietkych premennych
okrem jednej).

Ak polozime zg = 0, tak dostanene z povodnej funkcie f funkciu

f(ovy)zl_y

jednej premennej y. Jej graf je priamka z = 1 — y a lezi vo zvislej rovine yz, vieme
ho nakreslit a nielen to, pre funkciu jednej premennej vieme pouzit(¢o sa hod{ v
zlozitejsom pripade) vSetky ndstroje zo zimného semestra.

Pri inej volbe, napriklad z; = 1, dostanene funkciu

f(Ly) =—y.
Jej graf je opaf priamka a lezi v rovine yz pri pevnom x; = 1.

Ak si rovinu yz pri g = 0 predstavite ako rovinu obrazovky, tak rovina yz pri
pevnom 1 = 1 je s fiou rovnobezna rovina posunutd o jednotku blizsie k vam.
(Monitory s viacerymi rovinami obrazovky sa este len zatnd vyrdbat. Patentované
(©Boris Rudolf 2020.)

Podobne vieme zostrojit funkciu f(x,0) = 1 — z v premennej z pri upevnenom
yo = 0.

Funkcie s upevnenymi vSetkymi premennymi okrem jednej nazyvame parcidlne
funkcie.

Krivku, ktord je grafom parcidlnej funkcie nazyvame rezom grafu funkcie f (v
pripade R? plochy, prislusnou zvislou rovinou).

Definicia. Zobrazenie f, ktoré kazdému & € A C R"™ priradi jediné y € R,
nazyvame funkcia n premennych. Znaéime ju f: A — R.
Mnozinu A nazyvame defini¢ny obor. Znacime ju tiez Dj.
Mnozinu Hy = {y € R; takych, ze 3z € Dy, y = f(Z)} nazyvame obor hodnot.
Mnozinu Gy = {[Z,y] € R"™'; & € Dy, y = f(Z)} nazyvame graf funkcie f.



Priklad 2.
Majme funkciu f : R? — R, dani predpisom

flzy) ="+ 9%

Funkcia f m4 defini¢ny obor Dy = R%.
Vrstevnice funkcie f majui rovnicu

:c2+y2:c.

Pre hodnotu ¢ < 0 je mnozina bodov spfﬁajﬁcich rovnicu vyssie prazdna.

Pre hodnotu ¢ = 0 je vrstevnica jednobodova mnozina, obsahuje len bod [0, 0].

Pre hodnotu ¢ > 0 je vrstevnicou kruznica so stredom v pociatku (roviny zy) a
s polomerom +/c.

Ak prenesieme vrstevnice z roviny zy do prislusnej vysky, tak na grafe funkcie
f lezi vo vyske ¢ kruznica o polomere +/c.

Pozrime sa na parcidlne funkcie.

Ak polozime zg = 0, tak dostanene z povodnej funkcie f funkciu

f(Ovy) = y2~

Jej grafom je parabola z = y? leziaca v rovine yz.
Podobne pre yy = 0, dostanene parcidlnu funkciu

f(x,0) = 22.

Jej grafom je parabola z = 22 leziaca v rovine xz.

Zvislé rezy rovinami rovnobeznymi so siradnymi st paraboly (aj pre iné volby
xg, pripadne yo).

Grafom funkcie f(x,y) = 22 + y? dvoch premennych je plocha v trojrozmernom
priestore, ktord sa vold paraboloid. (Urcite si nakreslite obrézok s vrstevnicami a
parcidlnymi funkciami.)

Priklad 3.
Majme funkciu f : R?> — R, dani predpisom

f(w,y) = sgn|z|-sgnly|.

Funkcia f m4 defini¢ny obor Dy = R2.

Funkcia nadobida len dve hodnoty, ak je x # 0 aj y # 0, tak jej funkéna hodnota
je 1. Na osi = a aj na osi y je hodnota funkcie 0.

Parcidlna funkcia

f(0,y) =0,

a tiez parcidlna funkcia

f(z,0)=0.
Parcidlna funkcia f(zo,y) pri zo # 0 je sgn |y|, ¢o je funkcia nespojitd v bode 0.
Graf povodnej funkcie dvoch premennych si vieme predstavit ako vodorovnu
rovinu vo vyske 1, s dvoma prieénymi zédrezmi v mieste osi, kde je hodnota 0.
Na tejto funkcii budeme demonstrovat niektoré vlastnosti funkcii viacerych pre-
mennych.



V celom texte sa budeme zaoberat hlavne funkciami definovanymi v R", ale so
skaldrnymi hodnotami (v R).

Vo vseobecnom pripade mozu byt aj hodnoty funkcie viaczlozkové, teda hodnoty
su vektory v R™.

Ako uzitoény pomocny néastroj budeme pouzivat funkcie len jednej premenne;j,
ale s hodnotami v R™. Uvedieme dva priklady tohoto typu.

Priklad 4.
Uvazujme o funkcii ¢ : R — R?, danej predpisom

p(t) = (t3t).

Funkcia ma defini¢ny obor R.
Hodnota funkcie ma pre kazdé ¢ dve zlozky, moézeme sa na kazdu z nich pozerat
ako na funkciu jednej premennej. Nazvime zlozky funkcie ¢ podla stiradnych osf.

x(t) =2 y(t) = t.

Funkciu ¢ si vieme predstavit ako krivku, ktorej body maju siradnice [x(t), y(¢)].

7Z vyjadrenia x(t) = (y(t))? je zrejmé, 7e krivka je parabola z = y2.

Funkcia ¢ nam dava trochu viac informaécii, definuje aj usporiadanie bodov na
parabole. Premennt ¢ si mozeme predstavit ako ¢as, a povedat, ze bod na parabole,
ktory je obrazom pre mensie ¢, bol nakresleny skor.

Ak zmensime defini¢ny obor funkcie ¢, napriklad na interval [0, 00), dostaneme
len c¢ast povodnej krivky, v tomto pripade hornt polovicu paraboly, ktord sa da
vyjadrit aj predpisom y = /.

( Poznamenajme, Ze na to, aby grafom funkcie ¢ bola naozaj krivka, treba o
jej zlozkach predpokladat, ze si aspoii spojité. Casto sa predpokladd, ze maju aj
spojitd derivédciu, ktord nie je naraz nulovd vo vsetkych zlozkach.)

Priklad 5.
Uvazujme o funkcii ¢ : R — R?, danej predpisom

o(t) = (1—26,2+1).

Funkcia m4 defini¢ny obor R.
Teraz

z(t) =1—2t, y(t) =2+t.

Posledné dvojica vztahov je parametrickym vyjadrenim priamky v rovine R?.
Vsebecnt rovnicu priamky dostaneme vylicenim parametra ¢,
l—-2z 5 =z
g 2 = - — —.
YEET ST T
Opaét ale funkcia ¢ definuje aj usporiadanie bodov na priamke.
(Vsimnite si, ze body na priamke, ktoré st v rovine zy viac vpravo, boli nakreslené
skor. Porovnajte s funkciou ¢4 (t) = (1 + 2t,2 — t) a usporiadanim bodov na nej.)




