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Kapitola 3

Diferencialny pocet FVP

3.1 MnozZiny
Znakom R™ budeme oznacovat mnozinu
R™ ={x = (z1,22,...,Zm) | zi E Rprei=1,2,...,m}.

Prvky mnoziny R™ nazyvame body, alebo vektory.
Na mnozine R™ definujeme dve operacie

1. Stdet vektorov

Nech x = (z1,22,...,2m) ay = (Y1,Y2,- - -, Ym) SU dva vektory z R™.
Potom ich sti¢tom nazyvame vektor x +y € R™ taky, Ze

X+ Yy = (LU]_,IL’Q, ey $m)+(y1)y27 cee )?/m) = (xl+y17 $2+Z/2, ey $m+ym)

2. Saéin skalaru a vektora
Nech (skalar) ¢ € R a (vektor) x = (x1,22,...,2mn) € R™. Potom
sucéinom skalaru ¢ a vektora x nazyvame vektor

x = c(x1,T9, ..., Tm) = (cT1,cTa, ..., CTp).

Poznamenavame, Ze mnozina R" spolu s uvedenymi operaciami tvori
linedrny priestor.
Na mnozine R™ dalej definujeme:

1. Skalarny suéin vektorov
Nech x = (z1,22,...,2m) ay = (y1,Y2,- - -, Ym) Su dva vektory z R™.
Potom ich skalarnym sti€éinom nazyvame ¢islo (skalar)

Xy =21yY1 +T2y2 + ... + TmYm-
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42 KAPITOLA 3. DIFERENCIALNY POCET FVP

2. Normu (absolatnu hodnotu) vektora
Nech x = (z1,x9,...,2my) € R™. Potom normou vektora x nazy-
vame ¢islo

|x|:\/x.x:\/x%+x%+...+$$n.

3. Vzdialenost bodov
Nech x = (z1,22,...,%m) 2y = (Y1,Y2,...,Ym) st dva body z R™.
Potom ich vzdialenostou nazyvame &islo

dx,y) =|x—y|=v(r1— 1) + (2 — 12)2 + ... + (@ — ym)*.

Definicia 3.1 Nech a € R™ a e > 0. Epstlonovym okolim bodu a na-
zyvame mnozinu O(a) = {x € R™ | d(x,a) = |[x — a| < €}. Prstencovygm
epsilonovym okolim bodu a nazgvame mnozinu O2(a) = O.(a) \ {a}.

V pripade R definujeme aj epsilonové okolia +00. MnoZinu O.(c0) =
(1, 00) nazgvame e-ovm okolim bodu co. Prstencové e-ové okolie O2(00) de-
finujeme predpisom OZ(c0) = O(00). Podobne definujeme epsilonové a prs-
tencové epsilonové okolie minus nekonecna vztahom O2(—oc0) = O.(—o0) =
(_007 _é>

Definicia 3.2 Nech A C R™ a a € R™. Budeme hovorit, Ze bod a je hro-
madngm bodom mnoZiny A, ak v kazdom O2(a) lezi bod mnoZiny A.

Definicia 3.3 Nech A C R™. Komplementom mnoZiny A nazyvame
mnozinu CA={x € R™ | x ¢ A}.

Definicia 3.4 Budeme hovorit, Ze mnozZina A C R™ je otvorend, ak pre
kazde a € A existuje O.(a) C A.

Ak mnozina A C R™ obsahuje vsetky svoje hromadné body, tak sa nazyjva
uzavreta mnozina.

Veta 3.1 Mnozina A C R™ je otvorend prdve vtedy, ked jej komplement
CA je uzavretd mnozina.

Definicia 3.5 Budeme hovorit, Ze mnoZina A C R™ je ohranicéend, ak
ezistuje o > 0 také, Ze A C O,(0).

3.2 Limita a spojitost funkcie

Definicia 3.6 Nech f : R™ D A — R", a € R™, b € R" aa je hromadnym
bodom mnoZiny A.

Ak pre kazdé O.(b) existuje Of(a) take, Ze f(O3(a) N A) C O:(b), ho-
vorime, Ze funkcia f : R™ D A — R"™ ma v bode a limitu b. Piseme
limy .5 f(x) =b.
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Definicia 3.7 Nech f : R™ D A — R" a a € A je hromadnym bodom
mnoziny A. Ak limx_., f(x) = f(a), budeme hovorit, Ze funkcia f : R™ D
A — R"™ je spojita v bode a.

Ak funkcia f je spojitda v kazdom bode a € C' C A, tak budeme hovorit,
Ze funkcia f je spojita na mnozZine C.

Ak funkcia f je spojita v kaZdom bode a € A, tak budeme hovorit, Ze
funkcia f je spojita.

Veta 3.2 Nech f :R™" DA —-R"ag:R™ DA — R" Nechlimy_.a f(x) =
b; € R" a limyx_,a g(x) = bg € R™. Nech ¢ € R. Potom

1. limx—a(cf)(x) = cby,
2. limx_a(f + g)(x) = b1 + ba,

3. limx_a | f|(x) = |b1].

Dosledok 3.1 Nech f : R™ D A —-R"ag:R™ D> A — R" s spojité
funkcie a ¢ € R. Potom

1. (ef):R™ > A — R" je spojitd funkcia.
2. (f+g):R™ D> A—R" je spojita funkcia.
3. |f] : R™ > A — R je spojitd funkcia.

Veta 3.3 Nech f :R"™ DA —-Rag:R™>DA—R. Nech limyx_,, f(x) =
b1 € R alimx .5 g(x) = b2 € R. Potom

1. 1imx—>a(fg)(x) = b1bo,

2. ak by #0 a g(x) #0 pre kazdé x € A, tak

. f b
i (5) 0= 5,

Dosledok 3.2 Nech f:R™ DA —Rag:R™DA— R su spojité funkcie
Potom

1. (fg): R™ > A — R je spojitd funkcia.

2. Ak g(x) # 0 pre kazdé x € A, tak (g) : R™ D A — R je spojitd
funkcia.

Definicia 3.8 Nech f : R™ D A — R"™ a C C A. Potom funkciu ((f|C)) :
R™ D> C — R, (f|C)(x) = f(x) pre kazdé x € C, nazyjvame ziZenie funkcie
f na mnoZine C.
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Veta 3.4 Nech f:R™ D A — R"™ aa € R™ je hromadnym bodom mnoZiny
C C A. Nech limy_,5 f(x) = b. Potom aj limyx_a(f|C)(x) = b.

Dosledok 3.3 Nech f : R™ D A — R"™ a a € R™ je hromadnym bo-
dom mnoziny C1 C A a aj mnoziny Co C A. Nech limx_,o(f|C1)(x) #
limy_.a(f|C2)(x). Potom limx_.5 f(x) neezistuje. (Ak by existovala, tak by
museli existovat limity vietkych zuZeni a tieto limity by museli byt navzdjom
st rovné. )

Veta 3.5 Nech f : R™ D A — R™ aac R™ je hromadngm bodom mnoZiny
C; C AaaCy C A Neh CrUCy = A, Ak limyx 4 (f|C1)(x) = b =
limy .4 (f|C2)(x), potom aj limx_ .5 f(x) = b.

Veta 3.6 Nech f : R D A - B CR"ag:R* > B — RF. Nech
limy .5 f(x) = b a limy_p, g(x) = c. Nech je splnend aspor jedna z nasle-
dujicich podmienok:

o Pre kazdé x € A\ {a} je f(x) # b.
o Funkcia g je spojitd v bode b.
Potom limyx_.a(g o f)(x) = limx_a g(f(x)) = c.

Veta 3.7 Nech f : R™ D A — B C R” je spojitd v bode a a funkcia g :
R™ > B — RF je spojitd v bode f(a). Potom funkcia (go f) : R™ D A — R¥
je spojitd v bode a.

Désledok 3.4 ZioZend funkcia zo spojitych funkcii je spojitd.

Veta 3.8 Nech f : R™ D A - R", f = (f1,f2,-.-,fn) aa € R™ je
hromadnym bodom mnoziny A. Potom limx_., f(x) = b = (b1,ba,...,by)
prave vtedy, ked limy_.,, fi(x) =b; prei=1,,...,n.

Veta 3.9 Nech f:R™ D> A —R", f=(f1,f2,.--.,fn) aa€ A je hromad-
nym bodom mnoziny A. Potom funkcia f je spojitd v bode a prdve vtedy, ked
st v tomto bode spojité funkcie f; :R™ DA — B CRprei=1,2,...,n.

Désledok 3.5 Funkcia je spojitd prdve vtedy, ked si spojité jej zlozky.

V pripade, Ze uvazujeme o jednozlozkovych funkcidch typu f : R™ D
A — B C R, mdZeme uvazovat o nevlastnych limitach a aj o nerovnostiach
medzi limitami.

Definicia 3.9 Nech f : R™ D A — R je funkcia a limy_.5 f(x) € {00, —00}.
Potom hovorime, Ze funkcia f ma v bode a nevlastnu limitu.

Veta 3.10 Nech limx_., f(x) = 00. Potom limx_.a(—f(x)) = —o0.
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Veta 3.11 Nech f:R™" DA —Rag:R™ D A— R. Nech limx_, f(x) =
oo a existuje k € R také, Ze g(x) > k pre kazdé x € A. Potom limx_.(f +
9)(x) = o0

Veta 3.12 Nech f:R™" DA —Rag:R™ D A— R. Nech limx_5 f(x) =
oo a existuje k € R také, Ze k > 0 a g(x) > k pre kaZdé x € A. Potom

limy s (f.9)(x) = oc.
Veta 3.13 Nech limy_.a |f|(x) = 00. Potom limy_.a %(X) = 0.

Veta 3.14 Nech limx .5 f(x) = 0 a pre kazdé x € A je f(x) > 0. Potom
limy n %(x) = 0.

Veta 3.15 Nech f :R" DA —R, g:R"D>DA—-Rah:R"DA—R
Potom

1. Ak pre kazdé x € A je f(x) < g(x), tak v pripade ezistencie vlastnych
limit limy_5 f(x) a limx_.a g(x), plati: limx_,a f(x) < limyx_a g(x).

2. Ak prekazdéx € A je f(x) < g(x) < h(x) alimx .5 f(x) = limx—a h(x),
tak existuje aj limx_a g(x) a plati: limx_, g(x) = limyx_.5 f(x)
limy .4 A(x).

3.2.1 Priklady
1. Najdite a naértnite definiény obor nasledujicich funkcii:
(a) f(z,y) = V/a? +y? - 25.
[D(f) = {(z,y) € R* | 2% +y* > 25}] .
(b) f(z,y) = \/ﬁ-
[D(f) = {(z,y) e R? | 2% + y* < 16}] .
(c) f(z,y) =In(-z —y).

[D(f) = {(z,y) e R* | & < —y}] .
(d) f(z,y,2) =In(1 — 22 —y? + 22).

Jednodielny rota¢ny hyperboloid,
D(f)={(z,y,z) eR3 |2? + 92 — 22 <1} |’

(e) f(x,y,2) = arccos(2z — 1) + /1 — y2 + /g + In(4 — 22).

[D(f) ={(z,y,2) eR*|0<w <1, 0<y<l, —2<z<2}].
(f) flz,y) = /4—2%—y2+ 220 —4y.

[D(f) ={(z,y) eR* | (z = 1)* + (y +2)> < 9}] .
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2. Vypocitajme nasledujice limity

(8) LMy y)s(2,3) Fg vrrrrrrrrr e [2].
(b) lim, v (0,0 Ty e [neexistuje] .
(€) WMz y)s(—1,1) T - e ovrrrrrre e [neexistuje] .
(d) E (g ) 1(0,0) Fogg - vvvrerreoe e [2]
(e) lim, y_(2,3) % ................................. [neexistuje]
(£) Wy ) (c211) o [-3].
(8) WM(rg)(22) Tl oo 3.
(h) lim, ,y_(2,3) x?i§;_2y .................................. [snzt2]
(i) lim(y )—(0,0)(z* 4 ) sin % ................................. [0] .
(G) limgy )—(0,0,0) \/% R RRER R R TR PR PR EPPRRY [o0]
(K) () (0,0) 22 o [0].
(1) lim 4)—(0,0) x+z ................................... [neexistuje] .
(m) lm, ) (0,0) m, (polozy =2xay=0) ...... [neexistuje] .
(n) lim, ,y—(0,0) g (polozy=+vzax=0)........ [neexistuje] .
(0) lim(,4)—(0,0) :f—_yy, (poloZ y = sinx, alebo y = x—2?) [neexistuje] .
(p) lim, ,\—(0,0) ;3—%, (poloz x = /13 —y) ........... [neexistuje] .
(a) Hm, ) —(0,0) nyyQ, (poloz y =a2) .ooooviiin.. .. [neexistuje] .
(r) limg ) (0,0) z—m ...................................... [3].
(s) Hm, ) —(11) \/% ..................................... [V2].
(t) lim4)—(0,0) \/% ............................... [neexistuje] .
(u )hmg[,,y)ﬁoo)\/#gii2 .................................. [12].
(v) Tim(g gy 02) SEAEER 12].
(W) limg ) (3,4) 4;% .................................... (5] -
(%) T y) 0.0 (1 2242) P oo o]
(v) limzy)—(0,0) (1 + 2%y?)= T [1].

3. Vypocitajme nasledujice limity

( ) hm(z 4)—(0,0) smmy .......................................... [1] .
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(b) Hm(g ) (3,0) To oo [1].
(C) lim(x,y)ﬂ(ovg) % .......................................... [1] .
(d) lim(%y)_)(op) % .......................................... [0] .
(e) lim(m,y)ﬁ(&o) y:vy .......................................... [3]
(f) lim(x’y)ﬁ(()’g) smy:vy .......................................... [0]
. sin(x+y—z—1
(g) hm(x’yyz)ﬂ(l’l’l) % ................................. [1]
(h) lim(x7y)_>(070) tg% ........................................... [0]
(i) lim(x,y)ﬂ(gvo) t% ........................................... [3]
4. Nech
(a) .
f . R2 N R f(l‘ y) —_ xy%? pre (x7 y) 7é (07 0)7
’ ’ 0, pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0)............ [Je spojita v (0,0)].
(b)
R R ey - | P @) £ 0.0,
o 0, pre (z,y) = (0,0).
VysSetrite spojitost v bode (0,0)........ [Nie je spojita v (0,0)].
(c) o
fR2—>R f(.%' y) _ %7 pre (x7y)7é(070)7
U 1, pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0)............ [Je spojita v (0,0)].
(d)
fR3—>R f(.’E y Z): %7 pre (-T,y,Z)?é(0,0,0),
' T 0, pre (z,y,z) = (0,0,0)
Vysetrite spojitost v bode (0,0,0). ...... [Je spojita v (0,0,0)].
()
f'R?’—)R flz,y,2) = 13f}%’2+z3’ pre z° +y° + 2% # 0,
. ’ e 0, pre z2 + 1% + 23 = 0.

Vysetrite spojitost v bode (0,0,0)....[Nie je spojitd v (0,0,0)].
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()
W pre (z,y) # (0,0
FiRE =R, fla,y) = q Vareoy ’ -
2, pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0)............ [Je spojita v (0,0)].
(2) )
T 2242
f . R2 N R, f(x,y) — ﬁ’ pre (as,y) 7é (O)O)u
17 pre (xvy) = (070)
VysSetrite spojitost v bode (0,0)........ [Nie je spojitd v (0,0)].
() 1
-ty
fiR2HR, f(l,’y): %7 pre (xﬂy)#(()?())?
0, pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite spojitost v bode (0,0)............ [Je spojita v (0,0)].
()
m2y2
f . Rg SR f(l' y) _ x2y2+(x—y)2’ pre (l’,y) 7& (070)7
’ ’ 0, pre (z,y) = (0,0)
Vysetrite spojitost v bode (0,0)........ [Nie je spojita v (0,0)].
§)) 6o
sin(6zy
FREOR fay)=q v 0 POYTO
k, pre (z,y) = (,0).

e Urcte ¢islo k tak, aby tato funkcia bola spojita v bode (3,0).

[k =18].
e Je takto dodefinované funkcia spojitd aj v bode (4,0)?

[Nie je spojitd v (4,0)].

5. V nasledujtcich prikladoch je dana funkcia f(x,y) a bod a. Dodefi-
nujte funkciu f(z,y) v bode a tak, aby v tomto bode bola spojita.

(a) flz,y) = 5= rgs a=(0.0)ciiiiiiiii, [£(0,0) = —6] .
() fley) =2, a=(22) .o [£(0,0) = 3].

.132 2
(C) f(xuy)zw_gx_yv a:(0,0)
[Funkcia sa nedd dodefinovat tak, aby bola v bode (0,0) spojit4] .

e
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3.3 Diferencovatelhost funkcie

3.3.1 Linearne zobrazenia

Definicia 3.10 1. Funkciu L : R™ — R" nazyvame linedrna funkcia,
ak pre kazdé x,y € R™ a c € R plati

o Lix+y)=L(x)+ L(y),
o [(cx) = cL(x).

2. Pre kaZdé linearne zobrazenie L : R™ — R existuju l1,la, ..., L, € R
také, Ze

L(X) = L(l’l,l’g, .. .,l‘m) =lix1 +lxs+ ...+ lnxm.

Maticu
[L]:[ll lo ... lm]

nazyvame matica linearneho zobrazenia L.

3. L:R™ —>R" L= (Ly,La,...,Ly,) je linedrne zobrazenie prdve vtedy,
ked jeho zloZky

L;:R™ — R, Li(X) = Li(xl,xg, .. .,xm) =ljx1+losxo+ ...+ limTm

st linedrne zobrazenia pre i = 1,2,...,n. Potom maticu
lor oo lom
=
lnl ln2 lnm

nazyvame matica linedrneho zobrazenia L.

4. Je zrejmé, Ze pri tomto oznaceni plati L(x) = y prdve vtedy, ked
[L)xT = yT, kde x oznacuje transponovani maticu riadkovej ma-
tice x.

3.3.2 Definicia diferencovatelnosti

Definicia 3.11 Nech f : R™ O A — R", A je otvorend mnoZina a a € A.
Nech existuje take linedrne zobrazenie L : R™ — R", Ze

o 00— f(@) — Lex— a)

=0.
x—a |x — a

Vtedy hovorime, Ze funkcia [ je diferencovatelnd v bode a. Linedrne
zobrazenie L : R™ — R™ nazyvame (prvy) diferencidal funkcie f v bode a.
Oznacujeme L = Df(a).
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Ak funkcia f je diferencovatelna v kaZdom bode a € M C A, potom
hovorime, Ze funkcia f je diferencovatelnd na mnozZine M. Ak funkcia
f:R™ D A — R" je diferencovatelnd na mnoZine A, tak hovorime, Ze [ je
diferencovatelna funkcia.

Poznamka 3.1 Je zrejmé, Ze funkcia f : R™ D A — R" je diferencovatelnd
v bode a € A (A je otvorend mnozina) prave vtedy, ked

po 100 — f(2) — Lx — a)

=0¢ecR".
praney x — a

Veta 3.16 Nech funkcia f : R™ D A — R" je diferencovatelnd v bode a €
A. (A je otvorend mnoZina.) Potom existuje taka funkciap : R™ 2O A — R™,
Ze

1. p(a) = 0.

2. Funkcia p : R™ DO A — R" je spojitd v bode a. To znamend, Ze
limy .4 p(x) = p(a) = 0.

3. Pre kazdé x € A plati
f(x) = f(a) + L(x — a) + p(x)|x — al.

Veta 3.17 (Nutnd podmienka diferencovatelnosti funkcie v bode) Nech f :
R™ 2 A — R" je diferencovatelnd v bode a € A. (A je otvorend mnoZina.)
Potom je v tomto bode spojitd.

Veta 3.18 Nech funkcie f : R™ D A - R ag : R™ D A — R" s4
diferencovatelné v bode a € A (A je otvorend mnozina.) a ¢ € R. Potom

o Funkcia (c¢f) : R™ 2D A — R" je diferencovatelnd v bode a.

e Funkcia (f +g) : R™ 2 A — R" je diferencovatelnd v bode a.

Veta 3.19 Nech A je otvorend mnozina. Funkcia f: R™ D A — R", f =
(f1, fay-- ., fn) je diferencovatelnd v bode a prdve vtedy, ked v bode a si
diferencovatelné jej zlozky f; : R™ D A — R prei = 1,2,...,n. Navyse v
pripade diferencovatelnosti plati

Df(a) = (Dfi(a),Df2(a),...,Dfn(a)).

3.3.3 Parcialne derivacie

Definicia 3.12 1. Nech A je otvorend mnozina a a = (a1, a2, ...,ay) €
A. Potom definujeme

A ={teR|(ar,a2,...,6i-1,t,ai+1,...,am) € A} pre i=12,...

,m.
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2. Nech f:R™ D A — R. Budeme uvazovat o funkcidch
i RDA; =R, ¢i(t) = flar,a2,...,0;—1,t,0i41,-.,Qn)
prei=1,2,...,m.
3. Nech ezistuje (vlastnd) derivdcia

i i) — wilai)

t—a; t—a;

— lim f(al,ag, e ,ai_l,t,aiﬂ, ey am) — f(a)
t—a; t—a;

pi(ai) =

Toto cislo nazjvame parcidlna derivacia funkcie f podla i-tej
premennej v bode a.

4. Nech B; C A je mnozina vietkych a € A pre ktoré existuje f.,(a).
Potom funkciu
f-i : Rm 2 Bz — R, X = fl(X)

nazyvame parcidlna derivacia funkcie f podla i-tej premennej.
3.3.4 Priklady
Vypocitajme parcidlne derivacie nasledujucich funkcii:

L f@y) = (tg2), fa(e.y) =7, falw,y) =7

[f.l(a:,y) = 2235 ) f.g(l‘,y) = %

sin =% sin 2%
v Yy v Yy

2. f(z,y,2) =23y?2+22 -3y + 245, f1(x,y,2) =?
[fi(z,y,2) = 32%y%z + 2] .

3. flw,y.2) =", f2(l,—-3,4) =7
[f2(1,-3.4) = F].

4. f(z,y) =In(sinzy), f2(1,3) =7
[f2(1,5) =0].

5. f(z,y) = arcsin 2 + /7y, f1(1,1)=?, fa(2,1) =7

[f2(1,1) = 252, f5(2,1) = .
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. f(xay) = €Sin§’ f'l(x7y) =7, f-2(fL',y) =7

[fa(w,y) = e (cos2) L, fa(w,y) = ™ (cos2) 5]

. f(x,y) = xxy’ fl(:l:?y) :?, fg(l',y) =7

[f1(z,y) =2 (Inz + 1)y, fo(z,y) =2™zlnz].

- flzyy) = (Inx)°sY, fq(x,y) =2, falz,y) =7

[£a(a,y) = cosy(ina) 1 - 1, foe,y) = (Ina)¥(~ siny) In(ine)]

. f(.T, Y, Z) — Z€x3 ln(cos(zfyz))’

f-1($,y72) :?7 f~2($7yaz) :?7 f.3(x,y, Z) =7

f.1(£U,y, Z) — Z€I3 In(cos(z—y2)) (3:1:2 IH(COS(LL‘ _ yZ)) _a® sin(x*yQ)) ’

cos(z—y?)

3 in(x— 2
f-2($7 Y, Z) = Zea:S In(eos(@—4%) 2$cgss(x£$y2$ ) )

23 In(cos(z—y?))

f-3($7y7 Z) =€

f(z,y,2) = :c%z, fi(x,y,2) =2, faolz,y,2) =2, fs(x,y,2) ="

f~1($7y72) = .’E% (%) 2,

f~2(x7y72) = 07
fa(z,y,2) = o=
Nech

N PR
Vypoditajme f.1(0,0), f2(0,0).
[f1(0,0) =1, f2(0,0) = —1].
Nech f(z,y) = \/|zy|. Vypoéitajme £.1(0,0), f2(0,0).

[fl(0,0) = 07 fZ(Ovo) = 0] .

Nech
Tr— 22
fop) = | T Pre(o9:2) 7 (0,0,0),
Y5 0, pre(z,y,z) = (0,0,0).

Vypoéitajme f~l(07 07 0)’ f~2(0’ O) 0)7 f~3(07 07 0)
[£1(0,0,0) = oo, f2(0,0,0) = —o0, f3(0,0,0) = neexistuje] .
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14. Nech f(x,y) = (2® + y)sin(z + y). Pomocou definicie vypoéitajme
f~1(077r)7 f'2(077r)'

[f1(0,7) = —m, f2(0,7) = —7].

15. Nech f(z,y) = 423 — 2y? + 3xy? + 5y. Pomocou definicie vypoéitajme
f~1(17 2)7 f~2(17 2)

[f1(1,2) =24, fo(1,2) =9].
16. Nech
pe = ([ )
Pomocou definicie vypoéitajme f.1(0,0), f2(0,0).
[£1(0,0) =0, f2(0,0) =0].
B3

Veta 3.20 (Nutnd podmienka diferencovatelnosti funkcie v bode) Nech A
je otvorend mnozina a funkcia f : R™ D A — R je diferencovatelnd v bode
a € A. Potom existuji parcidlne derivdcie f.;(a) prei =1,2,...,m a navyse

L(x) =Df(a)(x) = Df(a)(x1,x2,...,Tm) = f1(@)z1+fa(@)ze+. ..+ fon(Q)Tm.

Veta 3.21 (Postacujica podmienka diferencovatelnosti funkcie v bode) Uva-
zugme o funkcii f : R™ O A — R, kde A je otvorend mnozina a a € A. Nech
existuji parcidlne derivdcie f; : R™ D A — R prei =1,2,...,m a navyse
tieto parcidalne derivdcie su spojité v bode a. Potom je funkcia f diferenco-
vatelnd v bode a.

Désledok 3.6 Nech f: R™ O A — R f = (f1,f2.--,fn), A je otvo-
rend mnozina a a € A. Nech parcidlne derivdcie (fj)., : R™ O A — R su
spojit€ v bode a pre j = 1,2,...,n, i =1,2,...,m. Potom je funkcia f
diferencovatelnd v bode a.

3.3.5 Priklady

1. Nech S
rogy = | v Pe ) £ 0.0),
1, pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite:

e existenciu f;(0,0),prei = 1,2,
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e diferencovatelnost funkcie v bode (0,0).
[f.i(O, 0)neexistuju. Nie je spojita, a teda ani diferencovatelna, v (0,0)} :

2. Nech

$2gfy2 pre (x,y) # (070)7
0 pre (z,y) = (0,0).

f(w,y)={

e existenciu f;(0,0),prei = 1,2,
e diferencovatelnost funkcie v bode (0,0).

[£1(0,0) =0 = f2(0,0), nie je spojitd, nie je diferencovatelna v (0,0)] .

3. Nech ,
a2y
— ) at4y? pre (.’I),y) 7é (070)7
f(fEa y) {0 ) bre ($’ y) _ (0’ 0)

Vysetrite:

e existenciu f;(0,0),prei = 1,2,

e diferencovatelnost funkcie v bode (0,0).
[f.l((),O) = 0= f2(0,0), nie je spojita, nie je diferencovatelna v (0, 0)] )

4. Nech

_[5E pre (5,y) £ (0,0),
fz,y) = {O v pre (z,y) = (0,0).

VysSetrite:
e existenciu f;(0,0),prei = 1,2,
e diferencovatelnost funkcie v bode (0,0).
[£1(0,0) =1 = f2(0,0), je spojit4, nie je diferencovatelnd v (0,0)] .

5. Nech
fz,y) = (22 +y?) sin@ pre (z,y) # (0,0),
7 0 pre (z,y) = (0,0).
Vysetrite:
e existenciu f;(0,0),prei = 1,2,

e diferencovatelnost funkcie v bode (0,0).

£1(0,0) =0 = f.2(0,0), je spojita, je diferencovatelnd v (0,0),
parcilne derivécie nie st spojité v (0,0)

6. Nech f(x,y) = &/x3 + y3. Vysetrite:
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e existenciu f.;(0,0),prei = 1,2,
e diferencovatelnost funkcie v bode (0,0).
[f1(0,0) =1 = f2(0,0), je spojita, nie je diferencovatelna v (0,0)].
7. Nech f(z,y) = /22 + y2. VysSetrite:

e existenciu f.;(0,0),prei = 1,2,

e diferencovatelnost funkcie v bode (0,0).
[£1(0,0), f.2(0, 0)neexistujt, nie je diferencovatelna v (0,0)].

8. Nech f(x,y,2) = \/x2 + y? + 22. VySetrite:

e existenciu f;(0,0,0),prei =1,2,3,

e diferencovatelnost funkcie v bode (0,0,0).

[£1(0,0,0), f2(0,0,0), f.3(0,0,0)neexistuji, nie je diferencovatelna v (0,0,0)].

9. Nech
Xr— 22
P T e (4y:2) #(0,0,0),
- 0, pre (z,y,2) = (0,0,0).

Vysetrite: diferencovatelnost funkcie v bode (0, 0).

nie je spojita v (0,0,0),
£1(0,0,0) = oo, f2(0,0,0) = —o0, f3(0,0,0) = neexistuje,
Nie je diferencovatelnd v (0,0,0).

3.3.6 Geometricky vyznam parcialnych derivacii

Z podmienky
f(x) = f(a) + L(x — a) + p(x)[x — a

odvodzujeme dva doésledky:
1. f(x) = f(a) + L(x —a).
2. V pripade funkcie dvoch premennych dostavame:
2= fla,b) + Fala,b)(w — a) + fala,b)(y — b)

je rovnica dotykovej roviny grafu funkcie f v bode T' = (a, b, f(a,b)).
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3.3.7 Priklady

1. Vypoéitajme pribliznti hodnotu (1,94)2e%12................... [4,24].
2. Vypoéitajme pribliznt hodnotu 4,004(2,002)%(3,003)3. ... [434,592] .
3. Napiste rovnicu dotykovej roviny a normaly ku grafu funkcie f(z,y) =
ot 4+ 2y v bode T = (1,1, 7).
dotykova rovina: z=34+4(x —1)+2(y —1),
normala: x=1+4t, y=1+4+2t, z2=3—1

4. Napiste rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie f(x,y) = x*4222y—
zy+xvbode T =(1,7,2)ccceiiiiiiiiin.. [z=2+5(x—1)+y].

5. Napiste rovnicu dotykovej roviny a normély ku grafu funkcie f(z,y) =
xy v bode T = (7,2, 2).

dotykova rovina: z =24 2(x —1)+ (y —2),
normala: x=1+2t, y=2+4t, z2=2—1

6. Napiste rovnicu dotykovej roviny ku ploche z? + 2y 4+ 322 = 6 v bode
T=(1,—1,1) i [z=1-3(-1)+2(@y+1)].

7. Ukazte, ze plochy 22 — 2y — 8z +2+5 =0a4d4+z+2y = Inz
sa dotykaju (maju spolo¢nt dotykovi rovinu) v bode T' = (2, -3, 1).
[z=1+4 (z—2)+2(y +3)].

3.3.8 Diferencovatelnost zloZenej funkcie

Veta 3.22 (Veta o diferencovatelnosti zloZenej funkcie) Nech A C R™ q
B C R" si otvorené mnoziny. Nech funkcia f : R™ O A — B C R" je
diferencovatelnd v bode a € A a funkcia g : R® O B — RF je diferencova-
telnd v bode f(a) € B. Potom zloZend funkcia (go f) : R™ D A — R je
diferencovatelnd v bode a a plati

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).
Pre matice zloZenych linearnych zobrazeni plati:

[D(g o f)(a)] = [Dg(f(a))] [Df(a)].

Nech
meQAHBCRn, f:(f17f27--'7fn)7 aGA
g:R"2B—R, fl(a)=b

Potom
[Dg(b)] = [g-l(b)7g~2(b)7 s 7g~n(b)] .
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Dalej
fii(@)  fiz(a) ... frm(a)
Df(a)] =] : S :
fn-l(a) fn-Z(a) v fnm(a)
Potom z podmienky
[D(g o f)(a)] = [Dg(b)] [Df(a)]

dostavame

(9o f)r(a) = (g1(b)firr(a) + ga(b) for(@) + ...+ gn(P) fnr(d))b=f(a)-
Tento vysledok sa zapisuje symbolicky v tvare tzv. retazového pravidla:

0gof) _ 09 oy b9 dy2 . 09 Oyn
0Ty oy1 0xr  Oys o1 OYn Sz

3.3.9 Priklady

1. Nech f: (0,00) x (=3, %) — (—00,00) x (0,1), f( ,y)
ag: (—o0,00) x (0,1) — R3 g(u,v) = (uv C

7v7

f(a) = (lnal,cos CLQ) = (bl,bg) = b,
g(b) = g(b1,be) = ((lnal)cos as, Clgs‘:112 1) ,

il =[5 o]

— S1n a9
ba b1
—b

Dg(b) = | & T |-
0 O

cosay Inap
Dy(f@) = | wras orade |
0 0

[ cosas Inay 1
. 1 —Inay | e 0 =
cosaz  (cosaz)? 0 cosay |

0 0

cos ag _ i 7
o (Inaj)sinag
_ 1 (Inay)sinaz
a1 cosaz (cosaz)?
0 0




58 KAPITOLA 3. DIFERENCIALNY POCET FVP

3.3.10 Zmiesané parcialne derivacie

Z parcialnych derivacii (prvého radu) je mozné opit ziskavat parcidlne de-
rivacie. Su to parcialne derivacie druhého radu. Ich derivovanim ziskavame
parcidlne derivacie treticho radu, atd. Napriklad, ak uvazujeme o parcialnej
derivacii podla druhej premennej, je mozné pocitat jej parcidlnu derivaciu
podla stvrtej premennej nasledujicim spésobom:

B B 1) of B 52f
(F2)a = far =5 (m) = Ssons’
Podobne 5 5 52f
(f~2)~2 = f-22 - sz ((5$2> - @
Pre derivacie tretieho radu dostavame
1) 52f 53f
(f.24).3 - (f.243) N E <53§'46IL‘2) N (51‘35%45562'

Vsimnime si, Ze pri réznych zapisoch derivacie dostavame opacné poradia
derivovania.

Veta 3.23 Nech A C R? je otvorend mnoZina a je dand funkcia f : R? D
A — R. Nech ezistujii f1 :R2D A >R, fo:R2DA—-Ra fi12:R?D
A — R. Nech funkcia fi2 : R2 D A — R je spojitd v bode a € A. Potom
existuje f.o1(a) a plati

fiz2(a) = fai(a).

Veta 3.24 Nech funkcia f : R™ D A — R md na otvorenej mnozine A spo-
Jite vsetky parcidlne derivdcie aZ do r-tého radu vratane. Potom tie parcidlne
derivdacie k-tého rddu (2 < k < r), v ktorych sa podla rovnakych premennych
rovnako vela razy derivuje (bez ohladu na poradie), si rovnaké.

Definicia 3.13 Ak funkcia f : R™ O A — R md na otvorenej mnozine A
spojité vsetky parcidlne derivdcie aZ do r-tého rddu vrdtane, tak hovorime,
Ze je r-razy spojito diferencovatelnd.

3.3.11 Priklady

1. Vypocitajme vsetky parcidlne derivacie druhého radu funkcie

x

z nz+1)2
f-ll(l‘,y) =2xv (% + %) ’

Fuae) = Farta) = (esgiins),

Z (zlnx)?

faa(w,y) = wv =5
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2. Vypocitajme vsetky parcidlne derivacie druhého radu funkcie
f(z,y,2) =In(z? +y* + 22).
[ f.n(x,y,z):%, ]
Faz(z,y,2) = far(2,9,2) = Gaprteny
fas(@,y,2) = fa(@,y,2) = iy
foa(z,y,2) = %,
fos(x,y,2) = faa(x,y,2) = Mfyfzz)z?
| fas(z,y,2) = % |
3. Vypocitajme vSetky parcidlne derivacie druhého radu funkcie
f(z,y, z) = 2%¥%.
[ fai(z,y,2) = 2797 (yzIn 2) 1
faz(z,y,2) = far(z,y,2) = 2(In2)2%* (zyzln2 + 1),
fas(z,y,2) = fai(x,y,2) = y(In2)2™¥% (zyzIn2 + 1),
foa(z,y,2) = 2% (z21n2)?,
fos(z,y,2) = fs2(z,y,2) = 2(In2)2%%* (zyzIn2+ 1),
| fa3(z,y, 2) = 277 (xy 1n2) ]
4. Nech s
fag) = {xyﬂ, pre (z,9) # (0,0),
0 pre (z,y) = (0,0).
Vypoéitajme f.12(0,0) a f21(0,0). ...[f12(0,0) = —1, f21(0,0) =1].
5. Nech 5y
Flay) = {x2+y2 pre (z,y) # (0,0),
0 pre (z,y) = (0,0).
Vypoéitajme f.12(0,0) a f21(0,0). ..... [f12(0,0) =0, f21(0,0) =1].
6. Nech

223
2 +y2
0

pre (z,y) # (0,0),
pre (z,y) = (0,0).

f(z,y) :{

Vypocitajme f1(z,y) a fi2(z,y) pre kazdé (z,y) € R2.
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fi(z,y) = % pre (z,y) #0, £1(0,0) =2,

4x2y(az2 —3y2)
(@2+y?)°

f-l?(x7y) =

7. Nech

pre (z,y) # 0, f12(0,0) = neexistuje

ooy 4 @) singr pre (@) #(0,0),
fey {0 pre (z,9) = (0.0).

Vypocitajme f.12(0,0) a f.21(0,0).

[f12(0,0) = 0, f.21(0,0) =0].

3.3.12 Derivacia vo smere, gradient

Nech je dand funkcia f : R™ O A — R a A je otvorenid mnozina. Nech
funkcia f je diferencovatelné v bode a € A. Uvazujme o jednotkovom vektore
e = (e1,e9,...,ey) € R™. Pretoze A je otvorend mnozina, musi existovat
7 > 0 také, ze pre kazdé ¢ € (—7,7) plati a+ et € A.

Potom je zrejmé, ze funkcia

h:R2(—7,7) = ACR™, h(t) =a+et = (a1+eit,ax+eat,...,am+ent)
je diferencovatelna v bode 0. Tak isto v bode 0 je diferencovatelnd aj funkcia
r=(foh):RD(—7,7) = ACR, r(t) = f(h(t)) = f(a+et).

Preto existuje
1oy — i T = 7(0)
O =i =g

Tato derivdciu moéZzeme vypodcitat pomocou retazového pravidla nasleduja-
cim spbésobom:

r'(0) = f1(1(0))h1(0) + f2(h(0))h5(0) + -+ + fum(h(0))A7,(0)
= fi(a)er + fa(a)ea + - + fm(a)em
= (f1(a), f2(a),..., fm(@)) - (e1,€2,...,€m)
(f1() 2(@),..., fm(a)) e
fe(a)

Cislo r'(0) = fe(a) nazyvame derivacia funkcie f v bode a vo smere
(jednotkového) vektora e.

Vektor (f.1(a), f2(a),..., f.m(a)) nazgvame gradient funkcie f v bode
a. Oznacujeme

grad f(a) = (f1(a), f2(a),. .., fm(a)).
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Pri tomto oznaceni dostdvame

fe(a) =grad f(a)-e

7 vlastnosti skalarného stucinu vyplyva, ze

|f.e(a)] = [grad f(a) - e < [grad f(a)|le| = |grad f(a)].
Z toho uz vyplyva: Ak zvolime jednotkovy vektor v tvare

_ grad f(a)
~ lgrad f(a)|’

potom dostaneme

grad f(a) - grad f(a)
grad f(a)]

fe(a) = = |grad f(a)|.

61

7Z toho vyplyva, Ze gradient udava smer, v ktorom sa funkcia najrychlejsie

meni.

3.3.13 Priklady
1. Nech f(z,y) = e’ e = g(l, 1). Vypocitajme f.o(2,1).

[fe(2,1) = (1 - 8¢4)].

2. Nech f(z,y) = €Y cos(z +y), e = 3(1,V3). Vypocitajme f.e(3,0).

[fe(5,0) = —3(1 +V3)].

3. Nech f(z,y) =322 — 6oy +12 a a= (3L, 5).

(a) Vypocitajme f.e(a) vo smere Iubovolného jednotkového vektora
e = (61,62). .......................... [f-e (%1,_71) 261—|—€2] .

(b) Zistime, v ktorom smere je derivacia

e nulova............... [el = (—@, @) , € = ( 22, ?
© DAJVAGSIA « .o e e v [ ( V2 V2
® NAJMENSIA . ... [e4 = ( 22, ?

4. NaJdlme jednotkovy vektor, v ktorého smere sa funkcia f(z,y, z

)|
)|
)l

) pu—
y?sin(zyz) v bode a = (1,1,7) meni najrychlejsie. Uréite rychlost
(velkost) tejto zmeny. ... {e = \/ﬁ(—w, —m,—1), fe =V1+2m } .

5. Nech f(z,y) = 2% — 22y + = — y* + 3y. Najdime bod, v ktorom je
derivécia tejto funkcie v kazdom smere nulova. ............. (3.1)]
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6. Nech
2

(322 + 4y2)*
Néjdime gradient a diferenciél tejto funkcie v bode a = (—1,1).
grad f(=1,1) = (5. 557 »

Df(a)(zy,x2) = %xl - %xg

f(:r,y) =

3.3.14 Lokalne extrémy

Definicia 3.14 Nech f :R™ DO A — R aa€ A.
Nech existuje také prstencove okolie OF(a), Ze:

1. Pre kazdé x € O§(a) N A je f(x) < f(a). Potom hovorime, Ze funkcia
f ma v bode a rgdze lokalne mazrimum.

2. Pre kazdé x € O§(a) N A je f(x) > f(a). Potom hovorime, Ze funkcia
f ma v bode a rydze lokdlne minimum.

Nech ezistuje také okolie Os(a), Ze:

1. Pre kazdé x € Os(a)N A je f(x) < f(a). Potom hovorime, Ze funkcia
f md v bode a lokdlne maximum.

2. Pre kazdé x € Os(a) N A je f(x) > f(a). Potom hovorime, Ze funkcia
f ma v bode a lokalne minimum.

Visetky uwvedené€ pojmy nazyvame spolocnym terminom lokdlne extrémy.

Ak pre kazdé x € A je f(x) < f(a), tak hovorime, Ze funkcia f md v
bode a totdlne (globdlne) mazrimum.

Ak pre kazdé x € A je f(x) > f(a), tak hovorime, Ze funkcia f md v
bode a totdlne (globdlne) minimum.

Je zrejmé, Ze v bodoch, v ktorych funkcia nadobida totdlne extrémy,
nadobuda aj lokdlne extrémy.

Veta 3.25 (Nutnd podmienka pre existenciu lokdlneho extrému) Nech f :
R™ D> A — R. Nech

1. A je otvorend mnoZina a a € A.

2. Funkcia [ je diferencovatelnd v bode a.

3. Funkcia f md v bode a lokdlny extrém.
Potom grad f(a) = 0.

Poznamka 3.2 Ak funkcia f : R™ O A — R je dva razy spojito dife-
rencovatelnd, tak nezdlezi na poradi derivovania v parcidalnych derivdciach
druhého radu.
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Definicia 3.15 Nech funkcia f : R™ O A — R je dva razy spojito diferen-
covatelnd na otvorenej mnozine A a a € A. Potom definujem druhy dife-
rencial funkcie f ako funkciu

m m

D’f(a) : R™ — R, D*f(a)(x) = D*f(a)(z1, 22, ... xm) = > _ Y _ fij(@)iz;.

i=1 j=1
To znamend, Ze hodnota druhého diferencidlu je homogénny polynom dru-
hého stupria
P(x) = P(xz1,22,...,%m)
=D?f(a)(z1, T2, ..., Tm)
= fu(a)z1ry + fa2(a)z12e + .o+ fam(a)z12m+
+ for(@)zazy + fo2(a)zews + ... + fom(@)ToTm+

Je zrejmé, ze v tomto polynéme plati
fij(@) = fji(a).

Veta 3.26 (Taylorova veta) Nech funkcia f : R™ O A — R je dva razy
spojito diferencovatelnd na otvorenej mnozine A a nech pre kazdé t € (0,1)
je (a+tx) € A. Potom existuje t € (0,1) také, Ze

DVf(a)(x) Dlf(a)(x) D%f(a+tx)(x
@), D), D Slat )0e)

Vo vSeobecnosti homogénny polyndém druhého stupnia m-premennych je
v tvare

flatx) =

P(x) = P(x1,22,...,Zm)
=a112121 + a12x122 + ... F A1 T1Tm+
+ a21z2x1 + a29T2x9 + ... + aomToTm+

+ A1 TmT1 + Gp2TmT2 + . .. + A TmTm
V tomto polynéme plati a;; = aj;, pre i,j=1,2,...,m.
Definicia 3.16 Nech
m m
P(x) = P(x1,22,...,Tm) = ZZaija:iazj, a;j =a; pre 4,j=1,2,....m
i=1 j=1

je homogénny polynom druhého stupria m-premennych (symetrickd kvadra-
ticka forma). Ak
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1. pre kazdé x € R™ je P(x) > 0, tak hovorime, Ze polynom P(x) je
kladne semidefinitny.

2. pre kazdé x € R™\ {0} je P(x) > 0, tak hovorime, Ze polyném P(x)
je kladne definitny.

3. pre kazdé x € R™ je P(x) < 0, tak hovorime, Ze polyném P(x) je
zaporne semidefinitny.

4. pre kazdé x € R™\ {0} je P(x) < 0, tak hovorime, Ze polyném P(x)
je zaporne definitnyg.

5. emistuju x1,x2 € R™ také, Ze P(x1)P(x2) < 0, tak hovorime, Ze po-
lynom P(x) je indefinitny.

Pri rieSeni prikladov je velmi uzitocna veta, ktord hovori o vztahu defi-
nitnosti a semidefinitnosti symetrickych homogénnych polynémov druhého
stupna. Sformulujeme ju pomocou matice priradenej k danému polynému.

Vo vSeobecnosti homogénny polyném druhého stupna m-premennych je
v tvare

P(X) = P(‘rlaan'-- ,l'm)
= a112121 + a12x1x2 + ... + A1 L1 T+
+ a21x2x1 + a22T2x9 + ... + a9 ToTm+

+ a1 TmT1 + Gm2TmT2 + ... + G TmTm,

a teda je mu priradend matica

ail ai12 N A1m

asy a9 N )
A= m

aml1 Am2 ... Qmm

Veta 3.27 Polyndm P(x) je kladne (zdporne) definitny prdve vtedy, ked A
je reguldrna matica (t.j. det A # 0) a sucasne P(x) je kladne (zaporne)
semidefinitngy polynom.

S kazdou symetrickym homogénnym polynémom druhého stupna st spo-
jené nasledujice determinanty

ajlp] a2 ... Qi

a1 a2 ... Qg2
A= . . . pre k=1,2... m.

a1 a2 ... Qagk
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Veta 3.28 (Sylvestrovo kritérium) Nech je symetmcky homogénny polynom

druhého stupria P(x) = P(x1,%2,...,Zm) = Z Z Q;jT;xj.
i=1j=

1. Polynom P(x) je kladne definitny prave vtedy, ked Ay, >0 pre k=
1.2,....m

2. Polynom P(x) je zdporne definitny prave vtedy, ked (—1)*A, >0 pre k=
1,2,....m

Zo Sylvestrovho kritéria a Vety 3.27 vyplyva

Désledok 3.7 Ak A,, # 0 a polynom P(x) nie je definitny (kladne, alebo
zdporne), tak je indefinitny.

Veta 3.29 (Postacujica podmienka existencie lokdlneho extrému) Nech fun-
kcia f : R™ D A — R je dva razy spojito diferencovatelnd na otvorenej
mnozine A. Nech pre a € A plati gradf(a) = 0. Potom

1. ak D?f(a)(x) je kladne definitny, tak funkcia f md v bode a rydze
lokdlne minimum.

2. ak D?f(a)(x) je zdporne definitny, tak funkcia f md v bode a ryjdze
lokdlne mazximum.

3. ak D%f(a)(x) je indefinitny, tak funkcia f nemd v bode a extrém.

Definicia 3.17 Nech A C R™ je ohranicend a uzavretd mmnozina. Potom
hovorime, Ze A je kompaktna mnoZina.

Veta 3.30 Nech funkcia f : R™ O A — R je spojitd na kompaktnej mnoZine
A. Potom na tejto mnozine nadobida (totdlne) mazimum a aj minimum. To
znamend, Ze existuji ¢, C € A také, Ze pre kazdé x € A plati:

fe) < f(x) < F(C).
3.3.15 Priklady
1. VysSetrite stacionarne body a lokalne extrémy nasledujicich funkcii:

(a) flz,y) =2 +y®+ 3wy + 2.

a=(0,0), nemé extrém,
b = (—1,—1), rydze lokdlne maximum f(b) =3
x

(b) flz,y) =2 +y°.
[a=(0,0), nemé extrém]|
(c) flz,y) =" +y*
[a = (0,0), rydze lokdlne minimum f(0,0) = 0]
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(d) f(z,y) =21 +y?).
[a=(0,y), lokédlne minimum f(0,y) = 0].
(e) f(z,y) = 23+ 3y* — 6zy — 6 + 6y.
a=(0,—1), nem4 extrém,
b = (2,1), rydze lokdlne minimum f(2,1) = -7

(f) flz,y) =2 +y* + 2y — 2z —y.
[a=(1,0), rydze lokalne minimum f(1,0) = —1].
(&) flz,y) =% +UT-z—y) (5+1).
[a = (21,20), rydze lokalne maximum f (21, 20) = 282].
(h) f(z,y) = 22° — zy® + 52° + ¢,
a=(1,4), b=(1,-4), c= (52,0), nem4 extrém,
d = (0,0), rydze lokdlne minimum f(0,0) =0 '
(i) f(z,y) =2y -z —y).
a=1(0,0), b=(0,2), ¢ =(2,0), nema extrém,
d= (%, %) , rydze lokdlne maximum f (%, %) = %
() flay) =52y +2+5, x>0, y>0.
[a = (%, %) , rydze lokdlne minimum f (%, %) = 30} .
(k) f(x,y) = e>"+3¥(82” — 6wy + 3y°).
a = (0,0), rydze lokdlne minimum f(0,0) = 0,
b = (7, 3}), nem4 extrém '
D) f(z,y) =" (z+y* +2y).
[a = (%, —1) , rydze lokédlne minimum f (%, —1) = %e] )
(m) f(z,y) = e ¥ (a2 4+ 22),
[ a=(0,0), rydze lokdlne minimum f(0,0) = 0,
b = (0,1), rydze lokdlne maximum f(0,1) = 2,
c = (0,—1), rydze lokdlne maximum f(0,—1) = 2,
d = (1,0), nemé extrém,
| e =(—1,0), nema extrém
(n) f(z,y) = *y*(3 — 4z + 6y).
[ a= (13—0, %1) , rydze lokdlne minimum f (1%, %1) = %, i
b, = (x,0), pre z > % lokélne maximum f(z,0) = 0,
c, =(0,y), prey < % lokdlne maximum f(0,y) = 0,
d, = (z,0), prex < % lokélne minimum f(z,0) = 0,
e, = (0,y), pre y > 3 lokdlne minimum f(0,y) =0,
| f=(2,0), g = (0, 3) nem4 extrém i
(0) flx,y,2) =23 + 9% + 22 + 122y + 2z.
[ a=(0,0,—1), nem4 extrém,
b = (24, -144, —1), rydze lokdlne minimum f(24, —144, 1) = —6913 |~

,2) = 35 — 61 + 22 + 22 — 2zy + 2% + 2yz + 322
8,5, —2), rydze lokdlne minimum f(8,5,—2) = 9].
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(@) flz,y,2) =a® +y* + 22 —zy — 20+ 3y — 42 + 6.

[a = (%, %4,2), rydze lokdlne minimum, f(%7 %4, )= %1] .
(r) flzy,2) =22 +y? = 22

[a=(0,0,0), nemé extrém] .
(s) f(z,y,2) = 622 + by? + 1422 + 4oy — 8vz — 2yz + 1.

[a=(0,0,0), rydze lokadlne minimum, f(0,0,0) = 1].
(t) flx,y,2) =22 + 9%+ 22 + 22 + 4y — 62.

[a=(—1,-2,3), rydze lokdlne minimum f(—1,-2,3) = —14].
(v) f(z,y,2) =222+ y? + 22 — 2y — 22.

[a=(2,1,7), nema extrém)].
v) f(z,y,2) = y? + 222+ 22 — 2y — 22.

[a= (8,3 2), nemé extrém)] .
(w) f(z,y,2) =322 + 3z + 2y% + 2yz + 2y + 222 — 2z.

[a = (_71, —1,1), rydze lokadlne minimum f(_?l, -1,1) = _TH] .
(x) f(x,y,2) =22+ 9>+ 22 —xy+ 22+ x.

[a = (%2, %1, —1), rydze lokdlne minimum f(%, %1, -1) = _74] .

2. Najdime (totalne, globélne) extrémy funkcii:

(a) f(z,y) = 2® — 2y% + 42y — 62 — 1 na mnozine A = {(z,y) |
je ohranicend
priamkami z =0, y=0, z+y—3=0}.
(19 < f(z,y) < —1].
(b) f(z,y) = 22y(2—z—y) na trojuholniku A = {(x,y) | je ohraniceny
priamkami x =0, y=0, x +y = 6}.
(128 < f(z,y) < ]
(c) f(z,y) = 2%+ y> — 3y na obdlzniku A = {(z,y) | je ohraniceny
priamkami =z =0, z =2, y = —1, y = 2}.
(1< f(z,y) <13].
(d) f(z,y) = 2% +y*— 122+ 16) na mnozine A = {(x,y) | 22 +y* <
49}.
[—20 < f(z,y) < 149].
(e) f(z,y) = /22 +y? na kruhu A = {(z,y) | 22 +y? < 25}.
0< f(z,y) <5].

3. Najdite lokalne extrémy funkcie:

f(z,y) :x\/y+1+y\/x+1.

a=(—1,-1), rydze lokadlne maximum f(—1,—1) =0,
b = (52, 5?), nem4 extrém '
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Kapitola 4

Integralny pocet FVP

4.1 Uvodné pojmy
Definicia 4.1 Mnozinu

I = <a1,bl> X <a2,bg> X ... X <am,bm>
={x=(z1,22,...,2m) ER" |a; < z; < b prei=1,2,...,m}

nazjvame uzavrety interval. Cislo
w(l) = (by —ay)(ba —az)...(bm —am)
nazyvame miera intervalu I.

Definicia 4.2 Nech A C R™. Ak pre kaZdé ¢ > 0 ezistuje takd konecnd
mnozina intervalov I, I, ..., I}, Ze

o AC

N

1,

7j=1

o pu(l) 4+ p(l2) + ...+ plk) <e,

tak hovorime, Ze A je mnoZina miery nula.

Definicia 4.3 Nech A C R™. Bod a € R™ nazgyvame hraniéngm bodom
mnoziny A, ak v kazdom jeho okoli O(a) existuji body aj z mnoZiny A a
aj body, ktoré do mnoZiny A nepatria. MnoZinu vsetkgjch hraniéngch bodov
mnoziny A nazgvame hranica mnoZiny a oznacujeme znakom hr (A).

Definicia 4.4 Nech A C R™ je ohranicend mnoZina. Ak hranica hr (A)
tejto mnoziny je mnoZina miery nula, tak hovorime, Ze mnoZina A je mera-
telnd mnozina.

69
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Definicia 4.5 Nech f : (a,b) — R a g : (a,b) — R st také dve spojité
funkcie, Ze f(z) < g(z) pre kaZdé x € (a,b). Potom mnoZinu

A={(z,y) eR*[a <z <b, flx) <y<g(x)}
nazgvame elementdrna oblast typu [x,y].
Analogicky definujeme elementérnu oblast typu [y, z].

Definicia 4.6 Nech B C R? je elementdrna oblast typu [x,y]. Nech ¢ :
RZD B - R av:R?D B — R si také dve spojité funkcie, Ze o(z,y) <
Y(z,y) pre kaZdé (z,y) € B. Potom mnoZinu

A={(z,y,2) €R*| (z,y) € B, p(z,y) <z < Y(z,y)}

nazgvame elementdrna oblast typu [z,y, z].
MnoZina A C R? je elementdrnou oblastou typu [z,y, z] prave vtedy, ked

o cxistuju spojité funkcie f : (a,b) = R a g: (a,b) — R také, Ze f(x) <
g(x) pre kazdé x € (a,b),

e B={(z,y) eR?|a<z<b f(z)<y<glx)}

o existuju spojité funkcie ¢ : R2 D B - R a1 : R?2 D B — R také, Ze
e(x,y) < Y(x,y) pre kazdé (z,y) € B,

e A={(z,y,2) e R} |a <z <b flz) <y<gla), elr,y) <z <
Y(w,y)}-

Podobnym spoésobom definujeme v R? elementérne oblasti aj inych ty-
pov.
Elementarne oblasti je mozné definovat aj v priestore R™ pre m > 3.

Veta 4.1 Vsetky elementdrne oblasti si meratelné mnoZiny.

4.2 Definicia integralu na intervale

Definicia 4.7 1. Nech

I = <a1,b1> X <a2,b2> X ... X <am,bm>
={x=(z1,22,...,2m) ER™ | a; <x; < b prei=1,2,...,m}

je uzavrety interval. Nech D; je delenie intervalu (a;, b;) prei =1,2,...,m.
Potom m-ticu D = (D1, Do,...,Dy) nazjvame delenie intervalu I.
Cislo | D|| = max{||D;|| | i = 1,2,...,m} nazjvame norma delenia D.
Kazdym delenim m-rozmerného intervalu I je urceny konecny pocet
m-rozmernych deliacich intervalov Iy, Is, . .., Iy, na ktore je rozdeleny
interval I. To znamend, Ze I = I1 U Iy U ... U I a deliace intervaly
mozu mat spolocné len hranicné body.
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2. Nech (D)2, je postupnost deleni intervalu I. Ak lim, ., [|[D™|| =
0, potom hovorime, Ze postupnost (D(”))zo:1 je normdlna postupnost
delent intervalu I.

3. Nech funkcia f : R™ O M — R je ohranicend na intervale I C M a

D s deliacimi intervalmi Iy, I, . . ., I}, je lubovolné delenie intervalu I.
Nech body c; € I; si lubovolne zvolené pre i = 1,2,..., k. Potom ¢islo
k
Sp(f) = Z flei) (L)
i=1

nazyvame integrdlny sucet funkcie f pre dané€ delenie D intervalu I a
volbu bodov c; € I;.

Definicia 4.8 Nech funkcia f : R™ DO M — R je ohranicend na inter-
vale I C M. Ak pre kazdi normdinu postupnost deleni (D™)%2, inter-
valu I a kazdd volbu bodov ¢; v integralnych suctoch Sy (f), postupnost
(Spm (f))22, konverguje k tomu istému cislu J, tak hovorime, Ze funkcia f
je integrovatelnd na intervale I. Cislo

J = 1im Spm(f)

nazyvame integrdl funkcie f na intervale I a oznacujeme

J:/f:/f(x)dx://f(x,y)dwdy:///f(x,y,z)da:dydz.
T T I T

Veta 4.2 (Prvd postacujica podmienka integrovatelnosti) Nech funkcia f :
R™ D> M — R je spojita na intervale I C M. Potom je na tomto intervale
integrovatelnd.

Veta 4.3 (Druhd postacéujica podmienka integrovatelnosti) Nech funkcia
f:R™ 2> M — R je ohranicend na intervale I C M. Nech mnoZina bo-
dov z intervalu I, v ktorych f nie je spojitd, je mnoZina miery nula. Potom
je funkcia f na intervale I integrovatelnd.

4.3 Definicia integralu na mnozine

Definicia 4.9 Nech funkcia f : R™ O M — R je ohranicend na ohranicenej
mnozine A C M. Nech I O A je lubovolny interval. Nech

f(x) prexe A,

fa:R"™ =R, fa(x) = {0 prex & A,
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Ak funkcia f4 : R™ — R je integrovatelnd na intervale I, tak hovorime, Ze
funkcia f je integrovatelnd na mnozine A a piseme

/fz/fA2//f(x,y)dxdy:///f(as,y,z)da:dydz.
A I A A

Veta 4.4 (Postacujica podmienka integrovatelnosti na mnozine) Nech fun-
kcia f : R™ D M — R je ohranicend na meratelnej mnozine A C M. Nech
mnozina tych bodov z mnoziny A, v ktorych f nie je spojitd, je mnoZina
miery nula. Potom je funkcia f na mnoZine A integrovatelnd.

4.4 Vlastnosti integralu
Veta 4.5 Nech funkcie f R D M — R ag:R™ DO M — R st integrova-
telné na mnozine A C M a c € R je lubovolnd konstanta. Potom

1. Funkcia (f+g) : R™ O M — R je integrovatelnd na mnozine A a plati

/(f+g)—/f+/g-
A

A A

2. Funkcia (cf) : R™ O M — R je integrovatelnd na mnozine A a plati

Jen=c/1

A A

3. Funkcia |f] : R™ O M — R je integrovatelnd na mnoZine A a plati

IZﬂSZU-

Veta 4.6 Nech A C R™ je mnozina miery nula a funkcia f : R™ O M — R

je ohraniéend na mnoZine A. Potom [ f = 0.
A

Veta 4.7 Nech funkcia f : R™ D M — R je integrovatelnd na mnoZindch
A, B C M, pricom AN B je mnoZina miery nula. Potom

[i=[s+]s
AUB A B

Definicia 4.10 Nech A C R je meratelnd mnoZina. Potom mieru pu(A)
mnoziny A definujeme pomocou predpisu:
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4.5 Fubiniho vety

Veta 4.8 Nech funkcia f: R? DO M — R je integrovatelnd na elementdrnej
oblasti
A={(z,y) eR* |a <z <b, g(x) <y < h(z)}

typu [x,y]. Nech pre kazdé x € {(a,b) existuje integrdl

h(z

)
/ f(z,y)dy.
g(x)

Potom .
//f(x’y) dxdy:/(/ f(z,y) dy)da.
4 @ gla)

Podobna veta plati pre elementarnu oblast typu [y, x].

Veta 4.9 Nech funkcia f: R3 DO M — R je integrovatelnd na elementdrnej
oblasti

A= {(z,y,2) e R3| (z,9) € B, p(x,y) < z < ¢(x,y)}

typu [z, vy, z]. Nech pre kazdé (z,y) € B existuje integral

»(z,y)
/ fx,y,2)dz
o(z,y)
Potom
P(z,y)
/ // f(2,y, 2) dedydz = // ( / f(2,y, =) dz)dady.
A B (zy)

Dosledok 4.1 Nech A je elementdrna oblast typu [z, y, 2] a na elementdrnej
oblasti B = {(z,y) € R? | a < x < b, g(x) < y < h(z)} s splnené
podmienky Fubiniho vety pre funkciu dvoch premennych. Potom

b h(z) ¥(z,y)

e N
A

a g(z) ¢(zy)

Podobné vety platia pre zvysné typy elementarnych oblasti v R3.
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4.5.1 Priklady

Pomocou Fubiniho viet vypocitajte nasledujiice integraly a nacrtnite obra-
zok prislusnych mnozin, na ktorych integrujeme:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

m drdy, ak I = (0,1) x (0,1). [m Bl o 2229]
| m dxdy, ak I = (0,1) x (0,1).
s 1]
: {f z?y cos(zy?)dady, ak I =(0,5) x (0,2). ................ -Z].
: {f ye*tdrdy, ak T =(0,4) x (0,1). ...ooiiiiiiiiin... [e* —1].
- [[In(1 + 2)¥dady, ak I = (0,1) x (0,1). .............. [2In2 —1].
T
.ff agrdedy, ak T=(2,3) x (L,2). ... ).
: ifcos(x—i—y)dxdy, ak A={(z,y) |0<z<maz<y<n} ...[2].
: [lf(3x2+2y) drdy, ak A ={(z,y) | 2? <y < Va, 2 >0} ..[2].
. [lf:cyd:cdy,akA:{(:p,y)|:U74§y, yP <2z} [90] .
£fyel’d:cdy, ak A= {(z,y) |2 <x<y+2}. ....... [3(e* + 5e)] .
{lf(ery)dxdy,akA:{(x,y)logxgz,yga:ng}. ..... (7.
£f§dxdy,akA:{(x,y)yo<%gy§x,xgz}. .......... [9].

f [ |z|dzdy, ak mnozina A je ohrani¢end krivkami y = 22, 42% + y? =
12, aplati, ze y > 0. .. [4\f — 1—3?] .
[J (#* 4+ y) dxdy, ak mnoZina A je ohranic¢end krivkami y = 2, y =
A

2z, zy=2aplati, Ze x > 0. ... .. [—

(Al,2), L=(52), M=(4,4). .. ..o 58] .
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16

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

75

£f\/fcy—y2d:ﬂdy, ak A={(z,y) |0<y <3, & <y<a}
[162] .

Vypocitajme plo$ny obsah mnoziny A, ktord je ohrani¢end krivkami
%—F%:l, y?> = x + 1 a obsahuje bod (0,0). [8 <%+§>} .

[[(z*y)dzdy, ak mnozina A je ohrani¢end krivkami y = z, y = z2.
A

[55°]

[[(z*y)dzdy, ak mnoZina A je ohranifend krivkami y = z — 4, y* =
A

2412
74 [T]
[[(z + y)dzdy, ak mnozina A je ohranifend krivkami =z = 0, y =
A
%x, y=4—(x—1)2 pricom > 0. ..., [?]
<z z<

(1 —z) dedydz, ak A = {(z,y,2) | 0 <z, 0<y, 0
A

1—x—y}.

VI, y=0,2=0,2+2=75. ... h—; %}
[[] zyzdzdydz, ak mnozina A je ohrani¢end plochami z = 0, y =
A

_ 2. .2, .2 _ . 1
0, 2=0, 2 4+y“+2*=1,pricomz >0,y >0, 2>0. ..... [@]

[[S mdxdydz, ak mnozina A je ohrani¢enid plochami x =
A

5 (m2- ).

[ *yzPdedydz, ak A = {(z,y,2) |0<x<1,0<y <z, 0<z<
A

0, y=0,2=0, x4+y+2z=1.

1
T [5713] -
3
fAff rpdedydz, ak A ={(z,y,2) [ V2 +3y? <2<5, 220,y >
425 1
0. — + —1n26 =5,652349] .
I 78 16 ’
Vypocitajte plosny obsah mnoziny A, ak je ohranicend krivkami: y =
%(x —2)? a 22 + y? = 4. Nakreslite obrazok mnoziny A...... [w - %] .

Vypocitajme objem telesa A ohrani¢eného rovinami x+y+2z =4, x =
3, y=2, x =0, y =0, z=0. Nakreslite obrdzok mnoziny A.

%]
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4.6 Transformacie integralu

Veta 4.10 (Transformdcia pomocou polarnych siradnic) Nech Z = (0, 00) x
(—m, 7). Nech

g:R*DZ —R? g(o,¢) = (0cos p,08in ), Jylo.p) = 0.
Nech A, B C R? si také kompaktné a meratelné mnoZiny, Ze
1. BC Z,
2. g(B) = A.

Nech f:R? D A — R je spojitd funkcia. Potom

//f(mvy) dxdy = //f(@cosw,esinw)Jg(Q, ©)| dodep.
A B

Veta 4.11 (Transformdcia pomocou cylindrickych siradnic) Nech Z = (0, 00) x
(—m,m) X (—00,00). Nech

9:R*DZ =R glo,¢p.u) = (0cosp,osinp,u),  Jy(o,p,u) = 0.
Nech A, B C R3? s1i také kompaktné a meratelné mnoziny, Ze
1. BC Z,
2. g(B) = A.

Nech f : R3O A — R je spojitd funkcia. Potom

///f(x’y’z) d:”dydz:///f(QCOS%Qsinw,U)ng(Q,so,undgdgpdu.
A B

Veta 4.12 (Transformdcia pomocou sférickych suradnic) Nech Z = (0, 00) %
(—m,m) x (=%, 5). Nech

g:R¥> Z - R3, g(o,¢,9) = (0cospcost, psin g cos ¥, psin 1), Jg(0,0,9) = 0% cos V.
Nech A, B C R? si také kompaktné a meratelné mnoZiny, Ze

1. BC Z,

2. g(B) = A.

Nech f:R3 D A — R je spojitd funkcia. Potom

///f(x,y, z) dxdydz = /// f(ocospcosd, psinpcos ), osindd)|Jy (0, ¢, V)| dodpd?.
A B



4.6. TRANSFORMACIE INTEGRALU 7

Veta 4.13 (Transformdcia pomocou afinnych siuradnic) Nech

g:R® = R3, g(u,v,w) = (ar1utaipv+a13w, ag u+axv+azw, aziutazv+azsw).

Nech
ailp a2 ais ailp a2 ais
A= las as ass a Jg(u, v, w) =det A= |as a9 aoz|.
az1 asz2 as3 az1 asz2 as3
Nech

1. Jg(u,v,w) # 0,
2. A, B C R? si také kompaktné a meratelné mnoziny, %e g(B) = A.
Nech f :R3 D A — R je spojitd funkcia. Potom
IAU f(z,y,z)dedydz =

= fff flaiiu + a12v + azw, ag1u + azv+
B

+agzw, aziu + azgv + azzw)|Jy(u, v, w)| dudvdw.

4.6.1 Priklady
1. Vypocitajme [[ /1 — 22 —y2dzdy, ak A = {(z,y) | 22 + 4> <1, = >
0, y >0} A ................................................. [%].
2. Vypocitajme ‘[\f Vit +y2dedy, ak A = {(x,y) | 2® + 3> < 4}.

]

3. Vypocitajme [[2(z?+y?)dxdy, ak A = {(z,y) |1 <2?+y*> <4, y >
A

0} e 1]
4. Vypoéitajme [[ /22 + y2dzdy, ak A = {(z,y) | 22 + y* < 2z}.
7
2]

5. Vypoditajme [[ %dmdy, ak A = {(z,y) | 22+ <1, 2 >
A

6. Vypocitajme [[In(1+2z%+y?)dady, ak A = {(z,y) | 2 +y*> <9, z >
A
O [(10ln10-9)%] .
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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. Vypoditajme ffw drdy, ak A = {(x,y) | 1 < 2?2 +9% < e}
A

ac2+y2

5]

. Vypoéitajme [[sin /22 + y? dady, ak A = {(z,y) | 72 < 22 + % <
A

AT [—67r2] .

Tl'2
U< VB [?] .
Vypoéitajme [[4/1— % - % drdy, ak A = {(x,y) | % + % <1}.
A

[47] .

Vypocitajme [[ zy? dzdy, ak A = {(z,y) | 2y < 2? +y? <4y}. [0].
A

Vypoéitajme [[[y dedydz, ak mnoZina A je ohrani¢end plochami 2%+
A

R T VI [4r] .

Vypocitajme [[[(z* + y?)dadydz, ak mnozina A je ohranifena plo-
A

lor)

s .2 2 __ _
chami x® +y* =22, 2 =2. [3

Vypoéitajme [[[ % dxdydz, ak mnozina A je ohraniend plochami
A
22 +y? =422, =0, y=0, z =1 alezi v prvom oktante. ... [%] .

Vypocitajme [[[(z2+y?) dedydz, ak A = {(x,y,2) | 4 < 22 +y*+22 <
A

9, 2> 0} oo (3] .

Vypocitajme [[[z/22 +y? dadydz, ak A = {(z,y,2) | 22 + ¢y* <
A

20, 0<2<4, 0<yh. [128] .

Vypoéitajme [[[ z?ydzdydz, ak mnoZina A je ohraniend plochami
A

224y? =122 4+9y> =4, 2=0,24+2=3. ... [0].

Vypoéitajme [[[ xy\/zdzdydz, ak mnozina A je ohrani¢ena plochami
A

22 +y? =42%, =0, y=0, z =1, pricomz >0, y >0, z > 0.

(4] -
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
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Vypocitajme [[[ z dvdydz, ak mnozina A je ohrani¢end plochami z =
A
2, 22 = A Y [7].
Vypoéitajme [[[ %dwdydz, ak A = {(z,y,2) | Va2 +y2 <z <
A
425 1
5 >0, y>0F — + —1n26 =5,652349] .
) x — ) y — } 78 + 16 n )
[[[ zdzdydz, ak mnozina A = {(z,y, 2) | 2 +y?+2%2 <2, /a2 +y2 <
A
2, >0, Y > 0F. [%]
Vypocitajme [[[ /22 + y2 + 22dadydz, ak A = {(z,y,2) | 2> + y* +
A
-3 5] -
Vypoéitajme [[[ 22dxdydz, ak A = {(z,y,2) | 2? +y? + 2% <4, 22 +
A
T e - [22n].
Vypocitajme [[[(z+y+z) dedydz, ak A = {(z,y,2) | 2> +y> +22 <
A
12, 22 + 92 <4z} [%ﬂ'] .
Vypoéitajme [[[(2? + y? + 22) dzdydz, ak A = {(z,y,2) | 2* +y* <
A
2 .2 2 2 32m(2—/2)
2t 4yt 422 <4,0<z} [f}
Vypodéitajme ffq” \/1 -z %2 — & dodydz, ak A = {(x,y,2) | %2 +
L2 Clh ESE
Vypoéitajme [[[z?yz drdydz, ak A = {(z,y,2) | 42? + y* + 2% <
A
—1
12>0,y>0,2<0} .o [536] -
Vypoécitajte plogny obsah mnoziny A, ked A = {(x,y) | 22 +¢* <
20, 0 Sy < B o [%—I—%]
Vypocitajme objem:
(a) Kuzela A = {(z,y,2) | /22 + y? < 2z < 2}. (Pouzite transforma-
ciu poladrnymi stradnicami.) .......... ...l [%TF] .
(b) Telesa A = {(z,y,2) |22 +9y? <z<4— (22 +42)}. ... [47]

(c) Telesa A, ktoré je ohrani¢ené rovinami 2z —y + z —3 =0, 2z —
y+2=0z24+y+2-5=0,z4+y+2=02+2y+2z—-4=
0, 42y +22=0. oot 30] .
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(d) Elipsoidu %2 + % + % =1 [327].
(¢) Telesa A = {(z,y,2) | 22 + 4>+ 22— 62 < 0, 22+ 4> < 5.
63w
* ]
(f) Telesa A = {(z,9,2) |22 +y* <1, 0<2z<¢*}.  ......... (2]
(g) Telesa A = {(z,y,2) | 2 +y* < 22, 22 + 9% + 2% < 4}
[16(371'—4)}
=

(h) Telesa A ohrani¢eného paraboloidom z = 6 — 22 — y? a kuzelovou

plochou z = /T2 + 42, .. [22].

(i) Telesa A ohrani¢eného paraboloidom 2z = 2% 4 y? a kuzelovou

plochou z = /22 + 42, . [%’T] .

(j) Telesa A ohrani¢eného rovinou z = 0, valcovou plochou 22 +y? =

: 7
2z a paraboloidom 22 4+ 92 =2 —2. ... ...l [7“] .

(k) Telesa A ohrani¢eného rovinou z = 0, valcovou plochou x? +
y? = 4z a gulovou plochou 22 + y? + 22 = 16, pricom z > 0.

3
[5-9)].
(1) Telesa A ohrani¢eného paraboloidom z? + y? = 4z a gulovou
plochou 2% +y? +22=12. ... ............ [87(—5+3V3)].

(m) Telesa A ohrani¢eného gulovou plochou 22+y2+22 = 16 a gulovou

plochou 22 492 +22 =82z ... i [SOT“] .





