PREDNASKA 7.
MONOTONNOST A LOKALNE EXTREMY

MONOTONNOST

Je prirodzené ocakavat, ze ak je smernica dotycnice kladné, a teda dotykova
priamka rastie, tak aj funkcia f je aspon na malom kusku okolo bodu dotyku
rastuica.

Pojem rastu resp. klesania je intuitivne velmi jasny, napriek tomu pontkneme
formélnu definiciu.

Definicia. Nech f: I — R je funkcia definovand na intervale I.
Hovorime, ze funkcia f je na intervale I:

e neklesajica, ak Vzq,z0 € I plati z1 <z = f(21) < f(z2)
e rastica, ak Yoy, 29 € I plati 1 < o = f(x1) < f(a2)
e nerastica, ak  Vay,xo € I plati 1 < z9 = f(x1) > f(x2)
e klesajica, ak Vry,20 € I plati z1 < z9 = f(x1) > f(22)

Definované pojmy nepotrebujud, aby funkcia f bola diferencovatelnd. Ak ale je,
vieme dat do suvislosti rast, resp. klesanie funkcie a znamienko derivéacie.

Veta (o monoténnosti). Nech f : I — R je funkcia diferencovatelnd, na inter-
vale I.
Potom f je na intervale I:

o neklesajica, prdve vtedy ked Va € I plati f'(x)

e nerastica, prdve vtedy ked Vx € I plati f'(x)
Ak Vx € I plati

o f'(z) >0, tak je funkcia f rastica

o f'(z) <0, tak je funkcia f klesajica.

>0
<0

Veta nam umoziuje efektivne urcit intervaly v defini¢cnom obore, na ktorych je
funkcia f rastica a na ktorych klesajtica.

Priklad 1. Najdime intervaly monoténnosti funkcie
f(z) = 2% — 3.
Riesenie.

Defini¢ny obor funkcie f je Dy = R.
Derivécia funkcie f je

f'(x) = 32% - 3.
Riesme rovnicu
32° —3=0.
Korene tejto kvadratickej rovnice st 1 = —1 a 29 = 1. V tychto dvoch bodoch

(a v ziadnych inych) je f’ rovnd nule. Z vlastnost{ spojitych funkcii vieme, ze
na intervaloch (—oo, —1), (—1,1) a (1,00) uz funkcia f’ nemenf svoje znamienko.



Preto staci zistit znamienko derivécie v jednom zvolenom bode z kazdého intervalu.
Zrejme f'(—=2)=9>0, f/(0)=-3<0a f'(2)=9>0.

Teda f’ je kladnd a funkcia f je rastica na intervale (—oo, —1), a na (1, c0).

Tiez f’ je zdporna a funkcia f je klesajica na intervale (—1,1).

Pouzitim definicie monoténnosti a spojitosti funkcie f vieme rozsirit intervaly
rastu a klesania na uzavreté.

Funkcia f je rastiica na dvoch intervaloch, na intervale (—oo, —1], a na intervale
[1,00). Je klesajica na intervale [—1,1].

Poznamenajme, ze o monoténnosti funkcie hovorime len na intervaloch, preto
by bolo nespravne povedat, ze funkcia z prikladu 1 je rastica na zjednoteni.

Priklad 2. Najdime intervaly monoténnosti funkcie
flx)y=a-e7 7.

Riesenie.
Defini¢ny obor funkcie f je Dy = R.
Derivécia funkcie f je
Flla)=e™ —ze ™ 2 =(1—222)e " .

Hladajme body, v ktorych je derivdcia nulovéa. Riesme rovnicu

1—22% =0.
Korene tejto kvadratickej rovnice st z; = —% a Ty = %
Opét vieme, Ze na intervaloch (—oo, f%), (f%, %) a (%,oo) uz funkcia f’

nemeni svoje znamienko.
Pretoze f'(—2) <0, f/(0)=1>0a f'(2) <0,
1

funkcia f je klesajiica na intervale (—oo, _ﬁ]’ ana [ﬁ’ 00) a rastica na inter-

vale [f%, %]
Priklad 3. Najdime intervaly monoténnosti funkcie

Riesenie.
Defini¢ny obor funkcie f je Dy = R.
Derivécia funkcie f je

o (+a2?) =222 1-—a?
Fe)="—nrop ~Oror

Hladajme body, v ktorych je derivdcia nulové. RieSme rovnicu

1—22=0.

Korene tejto kvadratickej rovnice st 1 = —1 a x5 = 1.

Pretoze f'(—2) <0, f/(0)=1>0a f'(2) <0,

funkcia f je klesajica na intervale (—oo, —1], a na [1,00) a rastiica na intervale
[-1,1].



Priklad 4. Najdime intervaly monoténnosti funkcie

f(z) =zInz.

RieSenie.
Definiény obor funkcie f je Dy = RT = (0, 00).
Derivécia funkcie f je

1
f(@)=Inz+z— =hhz+1
z
Derivécia je nulova v bode z = e~ 1.
Pretoze f'(1) =1 > 0a f'(e7?) = —1 < 0, je funkcia f klesajiica na intervale
(0,e71], a rastica na intervale [e™!, 00).

Priklad 5. Najdime intervaly monoténnosti funkcie

f(z) =23,

Riesenie.
Definiény obor funkcie f je Dy = R.
Derivécia funkcie f je

f'(x) = 32°.

Derivécia je nulovd v bode x = 0, ale v8imnime si, ze f/(z) > 0 aj pre zdporné,
aj pre kladné =x.

Teda funkcia je rastica na (—oo, 0] a aj na [0, 00) a teda je rastiica na celom R.
(Vieme to overitf aj pomocou definicie.)

LOKALNE EXTREMY

Uz sme sa stretli s pojmom maximum a minimum funkcie f. Ak spojita funk-
cia rastie do bodu zg a potom klesa, tak v bode x( je najvacsia hodnota funkcie
vzhladom na nejaké okolie bodu x¢. Takejto hodnote budeme hovorit lokdlne max-
imum.

Definicia. Nech f:I — R je funkcia definovand, na intervale I.
Hovorime, ze funkcia f ma v bode xg:
o lokdlne maximum, ak 305(xg) také, ze Vo € Os(xo) plati f(x) < f(xo),
e ostré lokdlne maximum, ak naviac Yo € Of(zo) plati f(z) < f(zo)
e lokdlne minimum, ak 305(zo) také, ze Vo € Os(xo) plati f(z)
e ostré lokdlne minimum, ak naviac Vo € Of(xo) plati f(z) > f(=o).

V definicii sme nepotrebovali hovorit o raste ani klesani.
Ako teda suvisia intervaly monoténnosti a lokédlne extrémy? Ak je funkcia dife-
rencovatelnd v okoli bodu zy vieme pouzit nasledujiicu vetu.



Veta (o lokdlnych extrémoch). Nech f: I — R je funkcia spojitd na intervale
(a,b) C I a diferencovatelnd na intervaloch (a,xo), (zg,b).
Potom ak
o Vx € (a,xg) plati f'(x) > 0 a sucasne Va € (x0,b) plati f'(z) <0, tak f md
v bode xq ostré lokdlne mazimum,
e Vx € (a,xo) plati f'(xz) < 0 a sicasne YV € (xg,b) plati f'(x) > 0, tak f md
v bode xqg ostré lokdlne minimum.

Ak je funkcia diferencovatelnd na celom definiénom intervale, tak lokdlne extrémy
nemozu byt v inych bodoch, ako v bodoch, kde je derivacia nulové.

Veta (o nutnej podmienke). Nech f: I — R je diferencovatelnd funkcia.
Potom ak f md v bode xg lokdlny extrém tak musi byt f'(xo) = 0.

Definicia. Body x¢, v ktorych je f'(x¢) = 0, nazyvame staciondrne body.

Veta o nutnej podmienke je dobry ndstroj na hladanie lokdlnych extrémov difer-
encovatelnych funkcii. Lokédlne extrémy mozu byt len v staciondrnych bodoch.
Pripomenime, Ze stacionarne body sme hladali aj pri uré¢ovani intervalov monoténnosti.

Priklad 6. N&jdime lokalne extrémy funkcie

f(z) = 2% - 3.

Riesenie.

Definiény obor funkcie f je Dy = R.

Stacionarne body st z; = —1 a xo = 1. Z vysledkov prikladu 1 vieme, ze f je
rastiica na intervale (—oo, —1], a na [1,00) a klesajica na intervale [—1,1].

Preto bod 1 = —1 je bod ostrého lokalneho maxima a xo = 1 je bodom ostrého
lokéalneho minima.

Priklad 7. Najdime lokdlne extrémy funkcie
flx)==a- e
RieSenie.
Definiény obor funkcie f je Dy = R.
Derivécia funkcie f je

F(z) = (1—22%)e ™.

Stacionarne body st 1 = —% a Ty = %

Z vysledkov prikladu 2 vieme, Ze funkcia f je klesajtica na intervale (—oo, —%],
a na [%, 00) a rastuca na intervale [f%, %]

Preto bod z; = —% je bod ostrého lokdlneho minima a zo = % je bodom

ostrého lokdlneho maxima.

Priklad 8. Najdime lokéalne extrémy funkcie




Riesenie.
Definiény obor funkcie f je Dy = R.
Derivacia funkcie f je

1— 22

f(x) = m

Stacionarne body st 1 = —1 a x5 = 1.

Z vysledkov prikladu 3 vieme, ze funkcia f je klesajica na intervale (—oo, —1],
ana [1,00) a rastica na intervale [—1,1].

Preto bod 1 = —1 je bod ostrého lokalneho minima a o = 1 je bodom ostrého
lokdlneho maxima.

Priklad 9. N§jdime lokdlne extrémy funkcie

f(z) =zInz.

Riesenie.
Definiény obor funkcie f je Dy = RT = (0, 00).
Derivécia funkcie f je

1
() = lnx—i—m; =Inz+1.

Stacionarny bod je z; = e~ .

Z vysledkov prikladu 4 vieme, Ze funkcia f je klesajica na intervale (0,e7!], a
a rastiica na intervale [e™!, 00).
Preto bod z; = e~ ! je bod ostrého lokdlneho minima.

Priklad 10. Najdime lokédlne extrémy funkcie

f(z) =23,

Riesenie.
Defini¢ny obor funkcie f je Dy = R.
Derivécia funkcie f je

f(x) = 322

Derivacia je nulova v stacionarnom bode z = 0, ale funkcia nem4d ziadny lokdlny
extrém.

Priklad 11. N&jdime intervaly monoténnosti a lokdlne extrémy funkcie

r+1
2 —x

fz) =



RiesSenie.
Defini¢ny obor funkcie f je Dy = R\ {0,1}.
Derivécia funkcie f je

(2> —2)—(z+1D)(2x—-1) —2%2-22+1

fla) = @ = o G

Derivécia je nulovd v bodoch, v ktorych je —z? — 2z +1 = 0.
Stacionarne body su korene predchddzajucej kvadratickej rovnice, a to
r1=—-1—vV2az,=—-1+2.
Funkcia f je
rastiica na intervale [~1 —+/2,0), a na (0, —14 /2] a
klesajiica na intervaloch (—oo, —1 — /2], [-1++/2,1) a na (1,00).
Funkcia ma:
bod ostrého lokélneho minima z; = —1 — v/2 a
bod ostrého lokélneho maxima x4 = —1 + v/2.



