PREDNASKA 11.

POSTUPNOSTI A NEKONECNE RADY

Predchddzajicou predndskou sme skonéili prvii velkd kapitolu, diferencidlny
pocet.

V tejto Casti si povieme nieco o kone¢nych a hlavne nekone¢nych postupnostiach
redlnych cisel.

Hlavnym ciefom kapitoly je nauéit sa, ako a kedy ich vieme sécitaf.

POSTUPNOSTI

Zacnime prikladom postupnosti

1,2, 4,8, 16, 32, 7, ...

To je tloha, ktord sa vyskytuje v tazsej alebo TahSej verzii aj v inteligenénych
testoch a otdzka véacsinou znie: Aké ¢islo je na mieste otéznika?

Po istej tivahe odpovieme, ze 64.

Ak sa ale opytame, ako sme na to prisli, dostaneme dva druhy odpovede. Jedna
z nich je: Kazdé ¢islo je dvojnasobok predoslého.

Druhy typ odpovede je: Kazdé ¢islo je mocnina dvojky, a to takd, na akom
mieste sa ¢islo nachddza (ak za¢iname nultym).

Této odpoved nam hovori, ze postupnost je vlastne zobrazenie, ktoré poradovému
¢islu n priradi (redlnu) hodnotu a,.

V nasom priklade

6 — 26,

n — 2",
Postupnost je teda funkcia na prirodzenych &islach. Ozna¢me Ny = N U {0}.
Definicia. Zobrazenie f : Ny — R nazyvame nekone¢nd ¢iselnd postupnost.

Znacime

f(n) = ay.

Cislo a,, voldme n-ty ¢len postupnosti.
Postupnost nemusi za¢inat nultym ¢lenom, moze zacat Tubovolnym n.
Pre postupnost pouzivame tiez oznacenie

{an}nzo.

Postupnost z motivacnej ukazky mozeme teda zapisat ako
f(n) = 2" alebo tiez {2"}22
Vratme sa k prvému typu odpovede.
V fiom je skryty pojem rekurencia (rekurzia), ¢o stvisi s informatickym pojmom
cyklus.
Predpis pre generovanie postupnosti z ivodu kapitoly je

Ap41 = 2- Apy,y



a eSte potrebujeme poznat zaciatok

Dvojicu

v ktorej je funkciou g dané, ako sa z n-tého ¢lena postupnosti vypocita nasledujici,
nazyvame rekurencia.

Priklad 1. Z rekurentného zapisu

Ap+1 = Gpn + da

néjdite postupnost {a,}22
RiesSenie.
Pocitajme postupne ag =c¢, a1 =c+d,as =a1+d=c+2d,aa, =a,_1+d=
c+nd.
(Presny dokaz sa urobi matematickou indukciou.)
Teda
fn) =c+nd.

Priklad 2. Z rekurentného zapisu

najdite postupnost {a, };°
Riesenie.
Poéitajme postupne ag = ¢, a1 = cq, as = a1q = ¢q¢>, a ap = Gp_1q = cq".
Teda
f(n) = cq".

Postupnost z prikladu 1 volame aritmetickd a ¢islo d volame diferencia.

Postupnost z prikladu 2 volame geometricka a ¢islo ¢ volame kvocient.

Budeme sa teraz venovat otazke, ¢i sa pre n idice do nekoneéna hodnoty pos-
tupnosti a, blizia k nejakému ¢islu alebo nie.

Definicia. Postupnost f : Ny — R, f(n) = a,, nazyvame konvergentnd, ak existuje
konecnd limita
lim f(n)= lim a, = L.

n— oo n—oo

Inak ju nazyvame divergentna.

Poznamka. Divergentnd postupnost moéze mat limitu L = oo(—00), vtedy hovorime,
ze postupnost diverguje do co (—o0), alebo nem4 ziadnu limitu.



1

Priklad 3. Zistite, ¢i je postupnost f(n) = — konvergentnd alebo divergentn4.
n

Riesenie.

lim — =0.
n—oo n

1
Preto je postupnost f(n) = — konvergentn4.
n

1 n
Priklad 4. Zistite, ¢i je postupnost f(n) = (2) konvergentna alebo divergentna.

RieSenie.

. n" .1
lim (=] = lim — =0.
n—oo \ 2 n—oo 21
. 1\" )
Preto je postupnost f(n) = 3 konvergentn4.

Priklad 5. Zistite, ¢i je postupnost f(n) = 2" konvergentnd alebo divergentnd.

RieSenie.

lim 2" = oco.
n—oo

Preto je postupnost f(n) = 2™ divergentnd a diverguje do co.
Priklad 6. Zistite, ¢i je postupnost f(n) = (—1)" konvergentna alebo divergentna.

RieSenie.

lim (—1)" neexistuje.
n—oo

Preto je postupnost f(n) = (—1)" divergentn4.
Priklad 7. Zistite, ¢i je postupnost f(n) = /n konvergentnd alebo divergentna.
Tu pouzijeme vetu o limite ztizenia preformulovant na pripad postupnosti.

Tvrdenie. Nech f : RS‘ — R je funkcia, pomocou ktorej je vytvorend postupnost
f(n) : No — R.
Potom ak existuje limita

Jim f(z) = L,
tak aj
lim f(n)=L.

n—oo



RieSenie prikladu 7.
Pouzijeme funkciu f(z) = .

. . 1 . Inz i Inx : 1
lim f(z) = lim 27 = lim e » = Moo 5" = eliMemocz — 00— 1,
T—r 00 T—r00 r—r00
Preto aj

lim f(n)= lim nw =1,
n—roo n—roo

a postupnost f(n) = {/n je konvergentnd.

KONECNE RADY

Postupnost
ap, @1, A2, ... GN-1

nazyvame konecnd postupnost. (Pocet jej clenov je N.)
Vyraz
ag+a;+as+ ... +any_q

nazyvame koneény rad. Znac¢ime ho
N—1
> an
n=0
Konecény aritmeticky rad.
Koneény aritmeticky rad je siicet ¢lenov konecnej aritmetickej postupnosti
¢, c+d, c+2d,..., c+ (N —1)d.
Ozna¢me ho ako
Sy=c+c+d+c+2d+---+c+ (N-1)d
Po troche pocitania dostaneme
1
Sy =Nc+ §N(N —1)d.

Alebo tiez . )
Sy = EN(C-i-C-i- (N—-1)d) = i(ao +an—1).

Priklad 8.

N
1
1+2+3+ ... +N:Zn:§N(1+N).
n=1



Priklad 9.

N
1
14+34+54+ ... +(2N—1):Z(Qn—1):§N(1+2N—1)=N2.

n=1

Koneény geometricky rad.
Koneény geometricky rad je sucet clenov koneénej geometrickej postupnosti

2 N-1
¢, cq, cq°, ..., cq .

Ozna¢me ho ako

Sy=cH+cqgt+cg®+ - +cgV !
Teraz
N—-1
Sy=cl+q+¢+ ... —i—qN_l):ch".
n=0

Rozlisime dve moznosti.
Ak g =1, tak
SN =cN.

Ak g # 1, tak

Sy = .

N=eq—
Priklad 10. Pri pravidelnom vklade 100 eur po dobu 10 rokov a garantovanom
droku 2% bude na konci obdobia ulozend suma

1—1.021
—100———= = 1217.
S =100=— 1.02 7

Kvoli priamemu pouzitiu formulky sme na konci posledného roku urobili este
jeden (jedendsty) vklad.

Pretoze v praxi nikto neurobi 11-ty vklad a hned na to vyber, vysledok sporenia
je zaokrihlene 1117 eur.



