PREDNASKA 14.

KRITERIA KONVERGENCIE, POKRACOVANIE

3. Cauchyho kritérium.

Toto kritérium, ktorého autorom je francizsky matematik Augustin Louis
Cauchy (1789-1857), je zalozené na porovnani neznidmeho radu s radom geomet-
rickym.

Ak totiz v rade

(oo}
>
n=no

s nezapornymi s¢itancami a,,, povazujeme a, za n-ti mocninu kvocientu, tak

q= 7\L/ A .

Samozrejme, ak rad nie je geometricky tak pre kazdé n vznikne iny kvocient g,,.
Rozhodnutie o konvergencii robime podla kvocientu limitného.
oo
Veta (Cauchy). Nech Z an je nekonecny ciselny rad s nezdpornymi élenmi.

n=0
Nech existuje limita

lim /a, =1.

n—oo
Potom
e , akl > 1 rad diverguje do oo,
e  ak 0 <l <1 rad konverguje.

Vsimnime si, ze veta nehovori ni¢ o pripade [ = 1.
V takom pripade pomocou Cauchyho kritéria nevieme rozhodnut o konvergencii
radu.

Priklad 1. Zistime, ¢ rad

konverguje alebo nie.

RieSenie.
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lim {/a, = lim (TH_ ) = lim nt = - <1
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Podla Cauchyho kritéria je rad konvergentny.

Priklad 2. Zistime, ¢i rad
i 2n —1\"
3n+2
n=1

konverguje alebo nie.



RieSenie.

_ oW om =1\ m—1\> 4
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Rad je konvergentny.

Priklad 3. Zistime, ¢i rad

S (m2)

konverguje alebo nie.

RieSenie.
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Rad je divergentny.
Priklad 4. Zistime, ¢i rad

BT

n=1
konverguje alebo nie.
Riesenie.
n vnoo1
lim /a, = lim {/— = lim — = - < 1.

Rad je konvergentny.
Priklad 5. Zistime, ¢i rad

i n®+4n —2
n=1 2
konverguje alebo nie.

RieSenie. Pri priamom pouziti Cauchyho kritéria by sme pocitali limitu

3
nin® +4n — 2
lim Va, = lim —_—
n— oo " n—00 n
Pretoze s
S . ond4+4n—2

lim 3 = lim =1,
n—oo n- n— o0 n3

ktory ma rovnaky charakter konvergencie, ako povodny rad zo zadania prikladu.
Pretoze



lim Ya, = lim =-<1
n—oo " n—oo 2 <5
je rad
> om
n=1

konvergentny a teda aj rad

je konvergentny.

3. D’Alembertovo kritérium.

Dalsi z franciizskych matematickych velikdnov Jean-Baptiste le Rond d’Alembert
(1717-1783), vytvoril kritérium, zalozené na porovnani nezndmeho radu s radom
geometrickym.

Jeho metdoda je zalozend na tom, ze v geometrickej postupnosti je kvocient
pomerom nasledujiceho ¢lena ku predchadzajiicemu.

Kritérium je zalozené na limitnej hodnote tohoto pomeru.

oo
Veta (D’Alembert). Nech Z an je nekonecny ciselny rad s nezdporngmi clenmia.
n=0
Nech existuje limita

lim 2L
n—oo an
Potom
e akl > 1, rad diverguje do oo,
e ak 0 <[ <1, rad konverguge.

Priklad 6. Zistime, ¢i rad

o 2”
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n=1
konverguje alebo nie.
RiesSenie.
ot 2m.2
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Rad je konvergentny.

Priklad 7. Zistime, ¢i rad
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konverguje alebo nie.



RieSenie.
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2(n*) 2(n?)
Rad je konvergentny.
Priklad 8. Zistime, ¢i rad
i (n)(n+ 1)!
— (2n)!
konverguje alebo nie.
Riesenie.
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Rad je konvergentny.

Na zaver tejto ¢asti poznamenajme, ze Cauchyho a d’Alembertovo kritérium su
rovnako silné.

Rozdiel v nich je len v zlozitosti vypoctu. Zatial ¢o Cauchyho kritérium, zvané
tiez odmocninové, je vhodné pre rady s n-tymi mocninami, d’Alembertovo (podielové)
kritérium je vhodné pre rady s faktoridlmi.

Ale nemoze sa stat, ze v priklade, kde je bezmocné jedno z nich, rozhodne druhé.
Presnejsie plati veta.

oo
Veta. Nech Z an je nekonecny ciselny rad s nezdpornymi clenmi.
n=0
Nech ezistuje limita

lim a, =l¢

n—oo

a limita

. an+1
lim —2F

n—oo @y,

=14.

Potom



4. Rady so striedavymi znamienkami, Leibnitzovo kritérium.

V predoslych castiach sme sa venovali len radom s nezapornymi ¢lenmi. Teraz
prejdeme k radom, v ktorych su s¢itance striedavo kladné a zaporné.

Definicia. Nech a,, > 0. Rad
ap —ap+az —agz+ag—---= Z(—l)"an
n=0

nazyvame rad so stridavymi znamienkami.

Tu sme uprednostnili ndzornost pred vSeobecnostou, rovnako rad, ktory nezacina
od indexu 0, ale od ng € N, budeme volat rad so striedavymi znamienkami.

Priklad 9. Rad

> 1 1 1 1
-1 1= =1—=+4=——+4...
;( )n + - stz 1+

je rad so striedavymi znamienkami.

Venujme sa otazke jeho konvergencie.
Pocitajme parne a neparne ¢iastoéné sicty. Pre parne siucty Saon plati
1 1 1 1 1

Sov=l-gtg 3t TaN—1

Pretoze dva po sebe nasledujice zlomky qu a —ﬁ majui pre Tubovolné n

kladny sticet (- — 5= > 0), platia nerovnosti

1
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Pre nepérne stucty Son_1 plati

S IR S 1!
N N ! OIN -2 2N -1’

Teraz vynechame prvy ¢len radu 1 a sparujeme s¢itance zacénic od —% + % Dva

1 1

po sebe nasledujice zlomky —3 a

2n—2
(*ﬁ + 271%1 < 0). Preto je

5.—7 maji pre Tubovolné n zéporny sticet

e < SoN_1 < Son_3 << 83 < S =1,

Sucasne je ale

San < San—1.

Teda

— =8 << < Son < SaNo1 < Song <o <53 < S = 1.



l reto
Spar - lim SZ < lim SU\]_ - Sne;r

Navyse

Spar — Snep = ]\}im — =0.

Teda Spar a Snep maji rovnaki limitu a aj kazdy ¢iatocny sticet mé t1 istd konecnui
limitu mensiu ako 1. (A vécsiu ako 3).
Rad z nasho prikladu je konvergentny.

Uvedomme si, ze ak by sme zmenili zdporné scitance za rovnako velké kladné,
tak by sme dostali harmonicky rad, ktory ale diverguje.

Postup z prikladu sa d4 skopirovat pre akykolvek rad so striedavymi znamienkami,
ktory spiﬁa Leibnitzove podmienky uvedené vo vete nizsie.

Veta (Leibnitz). Nech a, > 0. Ak plati
e lim a, =0,

n— oo
e od istého ngy je an > apy1,

tak rad so striedavymi znamienkami Y- (—1)" a,, konverguje.

Priklad 10. Zistime, ¢i rad

i 1
> ("=
n=1 \/ﬁ
konverguje alebo nie.
Riesenie.
Prva podmienka kritéria
lim a, = lim — =0,
n—o00 n—o00 v/MN

je splnena.
Podobne aj druha podmienka

Preto rad konverguje.



