
Prednáška 22.

Integračné metódy v určitom integráli

Posledné dvo pŕıklady v predchádzajúcej časti ukazovali výpočet určitého in-
tegrálu použit́ım Newton-Leibnitzovho vzorca.

Postupovali sme tak, že sme použili známe integračné metódy na výpočet neurčitého
integrálu, a až na záver sme sa vrátili k integrálu určitému.

V tejto časti ukážeme, ako použit’ metódu per partes a substitučnú metódu
priamo v určitom integráli.

Metóda per partes.

Opät’ použijeme vetu o derivovańı súčinu

(f · g)′ = f ′g + fg′.

Ak na oboch stranách rovnosti použijeme určitý integrál na tom istom intervale
[a, b], dostaneme sa k rovnosti∫ b

a

(f · g)′ dx =

∫ b

a

f ′g + fg′ dx.

Z nej, použit́ım Newton-Leibnitzovho vzorca na l’avej strane a linearity na pravej
strane, plynie

[f · g]ba =

∫ b

a

f ′g dx+

∫ b

a

fg′ dx.

Vyjadreńım jedného z integrálov na pravej strane rovnosti, sa dostaneme k vete:

Veta(o metóde per partes). Nech f, g : [a, b] → R sú diferencovatel’né funkcie.
Potom ∫ b

a

f ′(x)g(x) dx = [f · g]ba −
∫ b

a

f(x)g′(x) dx

Pŕıklad 1. Vypoč́ıtajme ∫ 2

1

√
x · lnx dx.

Riešenie. Zvol’me
f ′(x) =

√
x, g(x) = lnx

potom

f(x) =
2

3
x

3
2 , g′(x) =

1

x
.

Podl’a vety o metóde per partes je∫ 2

1

√
x · lnx dx =

[
2

3
x

3
2 · lnx

]2
1

−
∫ 2

1

2

3
x

3
2
1

x
dx =



=
2

3
2

3
2 · ln 2−

[(
2

3

)2

x
3
2

]2

1

=
2

3
2

3
2 · ln 2− 4

9
(2

3
2 − 1)

.
= 0.5.

Poslednú, približnú rovnost’ uvádzame, aby sme zvýraznili, že určitý integrál je
č́ıslo.

Pŕıklad 2. Vypoč́ıtajme ∫ e

1

ln2 x dx.

Riešenie.
Zvol’me

f ′(x) = 1, g(x) = ln2 x

potom

f(x) = x, g′(x) = 2 lnx · 1
x
.

Podl’a vety o metóde per partes je∫ e

1

ln2 x dx =
[
x ln2 x

]e
1
−
∫ e

1

2 lnx dx.

Opát’ použijeme metódu per partes a zvoĺıme

f ′(x) = 2, g(x) = lnx.

Potom

f(x) = 2x, g′(x) =
1

x
.

∫ e

1

ln2 x dx =
[
x ln2 x

]e
1
−
∫ e

1

2 lnx dx = e−
(
[2x lnx]

e
1 −

∫ e

1

2 dx

)
= e−2e+2e−2 = e−2.

Pŕıklad 3. Vypoč́ıtajme ∫ 1√
2

− 1√
2

arccosx dx.

Riešenie. Zvoĺıme
f ′(x) = 1, g(x) = arccosx

potom

f(x) = x, g′(x) = − 1√
1− x2

.

Z vety o metóde per partes dostaneme∫ 1√
2

− 1√
2

arccosx dx = [x arccosx]
1√
2

− 1√
2

+

∫ 1√
2

− 1√
2

x√
1− x2

dx =



=
1√
2

π

4
+

1√
2

3π

4
+

∫ 1√
2

− 1√
2

x√
1− x2

dx.

Zvlášt’ vypoč́ıtajme∫
x√

1− x2
dx = −1

2

∫
1
√
y
dy = −√

y = −
√
1− x2.

Teraz ∫ 1√
2

− 1√
2

x√
1− x2

dx = 0,

a teda ∫ 1√
2

− 1√
2

arccosx dx =
π√
2
.

Znova sme potrebovali pri výpočte
”
odbočit’ ” k neurčitému integrálu.

Potrebujeme preniest’ aj substitučnú metódu do určitého integrálu.

Substitučná metóda.

Oba typy vety o substitúcii preformulujeme do určitého integrálu.

Veta(o substitučnej metóde I). Nech φ : [a, b] → J je diferencovatel’ná funkcia
f : J → R je spojitá funkcia a nech F : J → R je primit́ıvna funkcia k f . Potom∫ b

a

f(φ(x)) φ′(x) dx =

∫ φ(b)

φ(a)

f(y) dy = F (φ(b))− F (φ(a)).

Veta(o substitučnej metóde II). Nech φ : I → [a, b] je diferencovatel’ná bijek-
cia f : [a, b] → R je spojitá funkcia a nech G : I → R je primit́ıvna funkcia k
f(φ(y))φ′(y). Potom∫ b

a

f(x dx =

∫ φ−1(b)

φ−1(a)

f(φ(y))φ′(y) dy = G(φ−1(b))−G(φ−1(a)).

Pŕıklad 4. Vypoč́ıtajme ∫ 1

0

x
√
1− x2 dx.

Riešenie. Použijeme substitúciu

y = 1− x2 dy = −2x dx.

Dostaneme∫ 1

0

x
√

1− x2 dx = −1

2

∫ 0

1

√
y dy =

1

2

∫ 1

0

√
y dy =

1

3

[
y

3
2

]1
0
=

1

3
.



Pŕıklad 5. Vypoč́ıtajme ∫ 1

0

√
2− x2 dx.

Riešenie. Použijeme substitúciu

x =
√
2 sin y dx =

√
2 cos y dy.

Dostaneme ∫ π
4

0

√
2− 2 sin2 y

√
2 cos y dy = 2

∫ π
4

0

cos2 y dy =

= 2

∫ π
4

0

1 + cos 2y

2
dy =

[
y +

sin 2y

2

]π
4

0

=
π

4
+

1

2
.


