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1.1 Bodové odhady .
Odhady momentov:

X, =
A Zz =X
n
Ez()ii—ﬂ)Q — G2 /L je zname
o’ =
L Y\2
% = S% 1 je nezname.

1.2 Intervalové odhady

Bodovy odhad, stanoveny podla niektorej z metod, je vlastne tiez nahod-
nou premennou. Pomocou intervalového odhadu stanovujeme interval (in-
terval spol'ahlivosti), do ktorého skutoéna hodnota odhadovaného parametra
padne s dopredu stanovenou pravdepodobnostou (spolahlivostou). Nech T je
nejaky bodovy odhad odhadovaného parametra 6. Potom intevral spolahli-
vosti pre parameter 6 vypocitame pomocou pravdepodobnostného rozdelenia
bodového odhadu 7'

Nech (1 —«)-100%, (a € (0,1)) je dopredu dané spolahlivost. Ro-
zoznavame tri zakladné druhy intervalov spolahlivosti:

(OIS) Pod obojstrannym intervalom spolahlivosti rozumieme interval (a, b,
pre ktory plati

PlOe@b)=1-a a P(@ga):P(6>b):%. (1)
(LIS) Pod lavostrannym intervalom spolahlivosti rozumieme interval (a, co),
pre ktory plati

P € (a,0)=1—-a a P#<a)=qa. (2)

(PIS) Pod pravostrannym intervalom spolahlivosti rozumieme interval
(—o0, b], pre ktory plati

P# € (—o00,b))=1—a a P0>0b)=aq. (3)
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V praktickych aplikicidch sa najcastejsie pouziva
e a = 0,05 (spolahlivost’ 95 %),
e a=0,1 (spolahlivost’ 90 %),

e a=0,01 (spolahlivost’ 99 %).

1.3 Rozdelenia odhadov i a 0 pre ndhodny vyber z

N(u,0%)

Nech X1, ..., X, je ndhodny vyber z N(u,0?). Z vlastnosti norméalneho roz-

delenia vieme, ze
— 1< o?
X = - Xz ~ N sy |
e (n )

X —
—HUN@O,1)  a
NG n

Pretoze {X;}; je ndhodny vyber a pre kazdé i = 1,...,n

Xi—p
o

Y; = ~ N(0,1),

tak

n

YoV = 3 (X — )~ )

i=1
Z Vety 77, (4) a (6) a vlastnosti rozdelenia x? vyplyva, Ze

n

i=1 N~ =l |
"~ 2 1 ~~
X2 () s X2(n—1)

S By (- X

(4)

(7)

Teraz modzeme sformulovat vetu o pravdepodobnostnych rozdeleniach odha-

dov parametrov N (u,0?).
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Veta 1:
Nech {X;};", je ndhodny vyber z N(u,0?) a

— 1< 1 & 1 —
X:Ei;xi, Si=—2 (Xi—p?  Sft=—7) (Xi—=X)

=1 =1

Potom plati

1.
2l N, 1), (®)
-
2.
nSa
2 *(n); 9)
3.
n—1)52
= DS e - 1y (10)
4.
X—up

GV~ tn 1), (11)

Doékaz. Napriklad (9) vyplyva v faktu, ze

n n 1« 1
L S Sy
i=1

o

Aj zvysné tvrdenia (8), (10) a (11) vyplyvaju priamo z (4) az (7).
Uplne dokazy tvrdeni Vety 1 mozno néjst napr. v [?, ?|.

Poznamka 1:

Veta 1 je fundametélna veta nielen pre konstrukciu intervalovych odhadov
parametrov N (p,0?). Vzhladom na centralnu limitni vetu sa jej tvrdenia
pouzivaju v praxi aj v pripadoch, v ktorych nejde o ndhodny vyber z nor-
maélneho rozdelenia.
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1.4 Intervalové odhady pre i v pripade ndhodného
vyberu z N(u,o?)

V celej tejto casti budeme predpokladat’, ze {X;}; , je nadhodny vyber z
N(u,0?). Konstrukeiu intervalovych odhadov musime vzhl'adom na Vetu 1
rozdelit na dva pripady:

a) menej ¢asty pripad: o pozname.

b) castejsi pripad: 02 nepozname.

a) Interval spol'ahlivosti pre u, ak pozname o2

Pre (OIS) plati vzt'ah (1)
Pe(ab)=1-a a P(an):P(0>b):%.

Neznamy parameter 6 je p. Pouzijeme (8) z Vety 1. Pripominame, Ze funkcia
hustoty pre N(0,1) je parna funkcia a pre kazda spojita distribuéni funkciu
F plati

F(t)=P(X <t)=P(X <1).
Pre a € (0,1) (o < 0,5) hl'adame ¢islo K > 0 s vlastnost'ou:

P(Y|<K)=1-a a P(Yg—K):P(YZK):%.

Teda P(Y < K) = ®(K) =1 — %. To znamena, ze K je (1 — £)-kvantil pre

N(0,1):
K=o (1 - %) .

Ak dosadime za Y
X —yp

o

P(—K< \/E<K):1—a

a vyraz upravime dostaneme:

_ K- o — K-.o
PlX—-——<u< X =1—-aq.
( NI +ﬁ) “
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Pre interval
X
i TR

ktory nazyvame OIS pre u, ak poznidme o2 plati

_ a\y o
Plpe(X-07(1-5) %,
(“ ( 2) Vi

0.4,

(7_®_1(1—%)~0 _ @—1(1—5).0)7

Fig. 1. P([Y| < K)=1—a, pre a = 0,05
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Jednostranné intervaly spolahlivosti (LIS, PIS).
Pretoze funkcia hustoty pre N(0, 1) je parna funkcia a plati &(—K) =1 —
®(K), v oboch pripadoch sta¢i najst’ v tabulke pre N(0,1) hodnotu pre
1 — a~kvantil (K > 0)
K=3&"11-a).

Pre n.p. Y a ¢islo K plati
a=PY>K)=P(Y <-K). (12)

Pre (LIS) sa pouzijeme vztah (2) a (8) a pre (PIS) (3), (8). Postupujeme
analogicky ako v predoslom pripade. Pretoze Y ~ N(0,1) a K = ®71(1—«),
tak staci do (12) za Y a K dosadit’

X

o

Y vn a  K=&'1-a)

a upravit nerovnosti.
Zhrnutie:

1. (1 —a)-100%-ny OIS pre u, ak pozname o?:

_ a\ o — a\ o
X—<I>‘1<1——>—, X c1>—1<1——)— :
( 2/ \/n * 2/ /n
2. (1 — ) -100%-ny LIS pre p, ak pozname o?

(7 o1 a)%, oo) :

3. (1 —a) - 100 %-ny PIS pre u, ak pozndme o>

(—oo, X+o'(1- a)%) .

b) Interval spolahlivosti pre 1, ak nepozname o>

V tomto pripade nahradime o2 jeho odhadom

JR— —
2 P — o —
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a namiesto ®(K) pouzijeme distribuéni funkciu pre t(n — 1), ktori ozna-
¢ime Fy,—1) a pouzijeme Studentovo rozdelenie s n — 1 stupfiami volnosti.
Vzhladom na vlastnosti Studentovho rozdelenia podobné vlastnostiam Stan-
dardizovaného norméalneho rozdelenia N (0, 1) budeme postupovat analogicky
ako v predoslom pripade, pricom (1 — «)-kvantil sa oznacuje t,,_1(1 — «)

tho1(l — ) = thi_l)(l — )
Zhrnutie:

1. (1 —a)-100%-ny OIS pre u, ak nepozndme o

_ o\ S - ay\ Sh
T (1-9) 5 Faea, (1-9) ),
( ! 2/ \/n T 2) /n
2. (1—a)-100%-ny (1 — ) - 100 %-ny LIS pre u, ak nepozname o:

(Y —tp1(1 — a)%, oo) :

3. (1 —a)-100%-ny PIS pre u, ak nepoznidme o

(_oo, P a)%) ;

Postup pri rieSent:

1. Z nameranych x1, ..., x, hodnot, ktoré su jednou realizaciou ndhodné-
ho vyberu z N(u,0?), vypoéitame aritmeticky priemer.

2. Stanovime si vysku spolahlivosti (1 — «) a najdeme prislusné hodnoty
kvantilov v Statistickych tabulkach, napr. EXCELu.

3. Dosadime do vypocitanych vzorcov podla toho, aky interval spolahli-
vosti potrebujeme.

Priklad 1:

Predpokladajme, Ze firma, ktora sa zaobera vyrobou vyliskov z plastickych
hmot, chce poznat’ Gcinok technologického procesu na kmitanie podlahy vo
vyrobnej hale. Ohrozenie podlahy sa hodnoti pomocou vibracii, ktorymi sa
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podlaha rozkmita v dosledku razov pri lisovani. Meranie sme opakovali 20-
krat. Z nameranych hodndét vibracii sme vypocitali bodovy odhad strednej
hodnoty p ako aritmeticky priemer nameranych tdajov

1 20
X =— ,=1,25
20;96 ’

a vieme, 7ze 02 = 0, 81.
To znamené, ze nahodny vyber, ktorého realizaciou st namerané hodnoty

L1, ...,T20,

pochédza z normélneho rozdelenia N (u,0,81). Z toho vyplyva, Ze ndhodna
premennd X ~ N(u, %). Potrebujeme najst OIS pre o = 0,05. V tabulke
pre N(0, 1) najdeme (1—§)-kvantil ®~'(0,975) = 1,96 a dosadime do vzorca
pre OIS

0,9 0,9
1,251,906 ——, 1,25+1,96- —— | = (0,9984; 1,5016).
( V20 \/2()) ( )

To znamena, Ze
P (p € (0,9984; 1,5016)) =0,95.

Zaver. Vsetky hodnoty vibrécii v danej vyrobnej hale sa nachadzaju s 95 %-
tnou spolahlivostou v intervale (0,9984 1,5016).

Priklad 2:

Potrebujeme riesit problém z Prikladu 1, ale teraz nepozname o2 a hodnota
0,81 je len odhad ¢%. To znamena, 7e S? = 0, 81. V takomto pripade namiesto
®~1(0,975) pouzijeme t19(0,975), ktort ndjdeme v tabulke pre ¢(19). Pretoze

t16(0,975) = 2,093,

potom OIS je

0,9 0,9
1,25 —2,093 - —, 1,25+2,093- — | = (0,8288; 1,6712).
( V20 V 20) ( )

Vidime, Ze tento interval je o nieco Sirsi, ako v Priklade 1.
Zaver: Vsetky hodnoty vibrécii v danej vyrobnej hale sa nachadzaju s 95 %-
tnou spolahlivost’'ou v intervale (0,8288; 1,6712).
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1.5 Intervalové odhady pre ¢* v pripade ndhodného
vyberu z N(u,o?)

V celej tejto ¢asti budeme predpokladat, ze {X;}; , je nahodny vyber z
N(u,0?). Konstrukeiu intervalovych odhadov musime vzhl'adom na Vetu 1
rozdelit na dva pripady:

a) menej Casty pripad: p pozname,
b) v castejsi pripad: u nepoznéme.

Budeme postupovat podobne ako pri intervaloch pre p, len v tomto pripade
pouZzijeme iné pravdepodobnostné rozdelenia, konkrétne x?(n) v pripade (a)
a x*(n — 1) v pripade (b). Teraz budeme pouzivat vztahy (9) a (10) z Vety
1. To znamena, Ze budeme v tabulkich pre pravdepodobnostné rozdelenia
hladat p-kvantily pre x*(n) a x*(n — 1). Tieto kvantily sa zvyknti oznacovat
nasledovne: ak k st stupne volnosti, tak p-kvantil pre p € (0,1) je

Xi(p)-

a) Interval spolahlivosti pre o, ak pozname p

Z (9) vyplyva, Ze n.p.

To znamené, Ze pre p € (0, 1) plati

P(Q<xi(p)=p

PQ<xa(l—p)=1-p

1 1
Pl=>—— ) =1-»p
(Q Xn(1— p))
Pripominame, 7e pre p; < ps plati x2(p1) < x2(p2).
Teraz odvodime OIS (a < 0,5). Ak

¢o je to isté, ako

Q 1 Q
= — a — _ —
P 5 D2 9’
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potom dostaneme

PO (3) <eent(i-5) =10

Ak dosadime za za n.p. Q vyraz nS3/o? dostaneme

a nS? a
P<X3(§><0—5<X2(1—5>>:1—“

nS? nS?
P —0< 2<—0 =1—- .
(xi -3 7 "% (%)) "

Intervaly LIS a PIS odvodime podobne, a teda

SQ
P n—0<02<oo =1—-oq.
Xz (1 —a)

Plocor< % Y1 _,
X2 (a)

Zhrnutie:

1. (1 —a)-100%-ny OIS pre o2, ak pozname pu:

( nSa nSa )
xa(1=5)" xi(5) )

2. (1 —a)-100%-ny LIS pre o2, ak pozname u:

nSS - ‘
a-ay =)

3. (1 —a) - 100 %-ny PIS pre 02, ak pozname u:

(o &)
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2

b) Interval spolahlivosti pre ¢%, ak nepozname 1

V podstate ide o ten isty problém, lenze v tomto pripade pouzijeme p-kvantily
z x*(n — 1) a odhad S%.
Zhrnutie:

1. (1 —a)-100%-ny OIS pre o2, ak nepozname

( (n—1)8? <n—1>s%>.

X (1=5)" X (5) )

2. (1 —a)-100%-ny LIS pre o2, ak nepozname p:

(£ )

3. (1 — ) - 100 %-ny PIS pre o2, ak nepozname pu:
"X (@)
Priklad 3:

V laboratériu sme testovali pristroj na meranie teploty vody. Voda mala
presne 10° C. Urobili sme 20 nezavislych merani a vypocitali sme, ze S5 =
1,21. Vypocitajte 95 %-ny interval PIS pre rozptyl merani pouzivaného me-
racieho pristroja.

Riesenie pr. 3: Pretoze S7 = 1,21, a = 0,05 a x3,(0,05) = 10,851 (hodnota
z tabulky pre x3,), tak PIS je

(_ 20 - 1,21

= (0; 2,2302).
10,851) (0;2,2302)

To znamena, Ze

P(c® € (0; 2,2302)) =0,95,
teda na 95 % rozptyly merani danym pristrojom neprekrocia hodnotu 2, 2302.
Priklad 4:
Potrebovali sme zistit rozptyl teploty vody. Urobili sme 20 nezavislych me-
rani a vypocitali sme, Ze priemerna teplota je T = 20,5° C'a S? = 2,24,
Vypocitajte 95 %-ny interval PIS pre rozptyl teploty vody.
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Riesenie pr. 4: Pretoze S? = 2,24, 7 = 20,5° C, a = 0,05 a x3(0,05) =
10,117 (hodnota tabulky pre x34), tak PIS je

(_ 19 - 2,24

— (0; 4,2068).
10,117) (05 4,2068)

To znamené, Ze
P (0% €(0; 4,2068)) = 0,95.

Na 95 % rozptyly merani teploty vody danym pristrojom neprekroé¢ia hod-
notu 4, 2068

0.06 — 2

- X 19(0,05)
0.05 -
0.04 —
0.03 — 0,95

0.02-

001-

Fig. 2: 0, 05-kvantil rozdelenia x?(19)
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1.6 Testovanie statistickych hypotéz

Jednym z cielov matematickej Statistiky je overenie tvrdenia na zaklade na-
meranych resp. napozorvanych tudajov. Tato cast matematickej Statistiky
sa nazyva testovanie Statistickych hypotéz. Testovanie Statistickych hypotéz
patri medzi zédkladné discipliny matematickej Statistiky. Cielom tejto Casti je
ukazat niektoré zakladné statistické testy.

Najskor sa budeme venovat testovaniu vSeobecne.

Definicia 1:

Pod statistickou hypotézou rozumieme vyrok alebo tvrdenie, ktorého plat-
nost budeme overovat na zéklade postupov, ktoré boli odvodené pomocou
matematickej Statistiky:.

Statistické hypotézy rozdelujeme na:

(HO) Nulovd hypotéza — tvrdenie, ktorého platnost overujeme — oznacujeme
Hy.

(H1) Alternativna hypotéza — opak tvrdenia Hy — oznac¢ujeme H;.
Rozoznédvame dva zdkladné druhy alternativnej hypotézy:

e Jednoduchd alternativa — rozhodujeme sa medzi dvomi alternativami.
Napriklad:
Hy: Teplota je presne 10° C.
Hy: Teplota je presne 14° C.

e ZloZend alternativa Napriklad:

(a) Ho: Teplota je presne 10° C.
H;: Teplota nie je 10° C. — Obojstranna alternativa.

(bl) Hy: Teplota je presne 10° C.
H;: Teplota je vicsia ako 10° C. — Jednostranna alternativa.

(b2) Hy: Teplota je presne 10° C.
H;: Teplota je mensia ako 10° C. — Jednostranné alternativa.

Ciel' testovania: Cielom Statistického testovania je rozhodnut o plat-
nosti resp. neplatnosti nulovej hypotézy na zéklade nameranych resp. napo-
zorovanych tdajov.
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Vol'ba statistickej metédy: Volba metody pomocou ktorej budeme
postupovat zavisi od charakteru déat, od postupu pri ziskavani tdajov, od
formulacie nulovej a alternativnej hypotézy a pod. Na rieSenie daného prob-
lému mozno pouzit viacero Statistickych testov. Napriek dodrzaniu vSetkych
predpokladov Statistického testu sa moze stat, ze dostaneme rozne vysledky.

Rozhodovanie na zaklade vysledkov testu: Spravna interpretacia
vysledkov Statistického testu je velmi doélezita. Pri rozhodovani sa postupuje
nasledovne:

e Zvolime si ¢islo a € (0, 1), hladinu vyznamnosti testu, pravdepodob-
nost, ze sme zamietli platni nulova hypotézu, teda rozhodli sme sa
nespravne;

e Mnozinu vSetkych moznych vysledkov testovacieho kritéria za predpo-
kladu, ze plati hypotéza Hy, rozdelime na dve casti Hy a H; tak, aby v
pripade platnosti nulovej hypotézy vysledok testu s pravdepodobnos-
tou 1 — a padol do mnoziny Hy. Mnozina H; sa nazyva kritickd oblast.
(MnoZina a hypotéza sa oznac¢uju rovnako);

e Ak hodnota testovacej Statistiky padne do mnoziny HO, tak nulovi
hypotézu Hy nezamietame, v opa¢nom pripade H, zamietame. Treba
si uvedomit, Ze nerozhodujeme o platnosti hypotézy H; a ani nerozho-
dujeme o prijati Hy. Zaver je, ze zamietame, alebo nezamietame Hy. V
koneénom doésledku, ak nezamietame H,, spravame sa tak, akoby Hj
platila.

Chyby pri Statistickom rozhodovani: Pri §tastickom rozhodovani sa
dopist ame dvoch druhov chyb:

e Chyba prvého druhu (hladina vgznamnosti testu) (o). Zamietneme Hy
napriek tomu, ze H plati. Ttato chybu si volime.

e Chyba druhého druhu () je chyba, ktorej sa doptustame, ak nezamiet-
neme H, v pripade, ze Hy neplati. Hodnota 1 — 3 sa nazyva sila testu.

Medzi oboma chybami je nasledujici vztah:
ak zmensime «, tak sa zvacsi
ak zvac¢sime «, tak sa zmensi 3.
Na obrazku 1.6.1 je znézornena situacia, ked rozhodujeme na zaklade
experimentu o strednej hodnote n.p. X ~ N(pu, 1). Predpokladame, Ze stredna
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Skutocénost’ Skutoc¢nost’
Rozhodnutie Hy plati Hy neplati
Zamietame H « nedopist’ame sa chyby

s pravdepodobnostou
(istotou) 1 — «
nedopust’ame sa chyby |

s pravdepodobnostou
(istotou) 1 — 3

Nezamietame H

Tab. 1: a — chyba prvého druhu, 5 chyba druhého druhu

hodnota nie je mensia ako 10. Postavime nulovii a alternativnu hypotézu:

Hy: pn=10 a Hy: p<10.

Na zéklade vysledku testu nezamietame Hy, ale Hy neplati (v skutoc¢nosti
p=_8).

Zamietame Hp Nezamietame Hy

Pravda plati Hy TN

Vysledok testu T \

Fig. 3: Chyby pri statistickom rozhodovani.
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p-hodnota je pravdepodobnost, Ze na zéklade napozorovanych hodnot
hypotézu H, zamietame, napriek tomu, ze plati. Nech S je testovacia Sta-
tistika a s* je hodnota Statistiky S, vypocitana na zaklade napozorovanych
hodnét. Potom p-hodnota p je definované

pre pravostranny test:
p=P(S < s"[Hy)

pre Tavostranny test:

pre obojstranny test:
p =2 -min{P(S < s*|Hy), P(S > s*|Hp)}.

To znamena, ze ak nami zvolena hladina vyznamnosti testu a je mensia, alebo
sarovna p (p < a), tak hypotézu Hy na hladine vyznamnosti o zamietame, v
opacnom pripade Hy na hladine vyznamnosti o nezamietame. To znamené,
7e p-hodnota je vlastne odhad chyby prvého druhu, ktora bola vypocitana
na zaklade napozorovanych tidajov. V dnesnej dobe sa uprednostnuje na
rozhodovanie vypocet p-hodnoty pred rozhodovanim na zaklade subjektivne
zvolenej hladiny vyznamnosti testu.

Druhy Statistickych testov: V matematickej statistike bolo odvode-
nych velmi vela Statistickych testov pre rozne situacie, ked musime prijat
nejaké rozhodnutie na zaklade pozorovania resp. merania. Rozdelujeme ich
do dvoch zakladnych skupin: parametrické a neparametrické testy. Paramet-
rickymi testami rozhodujeme o zakladnych parametroch (strednej hodnote,
rozptyle, standardnej odchylke kvantitativneho znaku, resp. podiele kvalita-
tivneho znaku). Okrem toho su testy, ktoré sa zaoberaju len jednym déato-
vym siborom (jednovyberové), alebo viacerymi datovymi sibormi (dvoj a
viac vyberové testy). Iné klasifikicia testov je napr. podla metody, ktoré sa
pouzila pri stanoveni testovacieho kritéria atd’. Existuje aj mnozstvo testov,
ktoré sa zaoberaju vztahmi medzi sledovanymi objektmi. Dolezitymi testami
su aj testy dobrej zhody, ktoré testuji, ¢ rozdelenie nameranych tdajov
zodpovedd vhodnému teoretickému pravdepodobnostnému rozdeleniu.

1.7 Testy pre parametre normalneho rozdelenia

Pre testy o parametroch plati, Ze mnozina Hy sa zhoduje s intervalom spolahlivosti
pre odhadovany parameter.
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Testy pre stredna hodnotu p

Nech X, ..., X,, je ndhodny vyber z N(u, 0?). Chceme si overit predpoklad o
strednych hodnotach: u = pg, kde g je teoreticka stredna hodnota. Posta-
vime si nulova (Hy) a alternativnu hypotézu (H;):

Hy : p = pio Hy:tp#po (> po) (1< o)
a zvolime si hladinu vyznanosti a. Ak plati Hy, potom

a) v pripade, Ze o2 pozname

U:MNN(O,D

o

I

2

b) v pripade, Ze 0° nepozname

(7— /io)\/ﬁ

T:
S

kde n je pocet merani a
g2 1 > (z—7)
' n—1 — ’

je nevychyleny odhad rozptylu. V oboch pripadoch (a) a (b) ak 1o padne do
prislusného intervalu spolahlivosti, hypotézu H, nezamietame, v opa¢nom
pripade zamietame.

Testy pre rozptyl

Nech X7, ..., X,, je ndhodny vyber z N(u,0?). Chceme si overit’ predpoklad
o rozptyloch: 02 = o3, kde o je teoreticky rozptyl. Postavime si nulovii (Hy)
a alternativnu hypotézu (Hy):

Hy: 0 =0} Hy:0*#0; (0°>0) (0°<0])

a zvolime si hladinu vyznanosti a. Ak plati Hy, potom



1 Statistika (O.Nanasiova) 18

a2) v pripade, Ze p pozname, tak Statistika

i=1

b2) v pripade, Ze 1 nepozname, tak Statistika

Q=" D5 -,
0

kde n je podet merani, S? je odhad rozptylu vypoéitany podla vzorca:

Obojstranny test
Postup:

a2) Vypocitame S3 a hodnotu étatistiky Qo. V tabulkich pre x*(n) naj-
deme kvantily A = X (n) ( ) aB = X( ) ( ) Ak Qo € (A, B), potom
Hjy nezamietame na hladine vyznamnosti a.

b2) Vypocitame S? a hodnotu Statistiky Q. V tabulkach pre x?(n — 1)
najdeme kvantily A = X (1) (2)aB= X(n 0 (1-2).AkQ € (A, B),

potom Hjy nezamietame na hladine vyznamnosti a.

V oboch pripadoch dostaneme ten isty vysledok, ak pouzijeme obojstranné
intervaly spol'ahlivosti pre o2 (OIS). Rovnako budeme postupovat aj pri jed-
nostrannych hypotézach.

Jednostranné testy
Postup:
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a2)

b2)

Vypocitame Sz. V pripade
Hy: 0 =0} Hy : 0% > o2,

vlastne testujeme, ¢i teoretickd hodnota o je vyrazne mensia ako od-
hadnut4 hodnota S3. Vypocitame

115 = (Gt o0).
Ak 02 ¢ LIS, potom H, zamietame.
Analogicky v pripade
Hy: 0 =0} Hy:0® <o,

vlastne testujeme, ¢i teoretickd hodnota of je vyrazne vicsia, ako od-
hadnuté hodnota Sg. Vypo&itame

PIS = (0, Z—Sg) .
Xn(c)
Ak o2 ¢ PIS, potom H, zamietame.
Vypod&itame S?. V pripade
H0202:O'(2) H1:02>0(2),

vlastne testujeme, ¢ teoretickd hodnota o3 je vyrazne mensia, ako od-
hadnuta hodnota S7. Vypoéitame

nS?
LIS = —1, oo> )
<X%1<1 — )

Ak o2 ¢ LIS, potom H, zamietame.
Analogicky v pripade

Hy: 0% =0} H,: 0% < o},

vlastne testujeme, ¢i teoretickd hodnota of je vyrazne visia, ako od-
hadnuta hodnota S7. Vypoéitame

2
PIS = (0, L) |

Xoo1 (@)

Ak o2 ¢ PIS, potom H, zamietame.
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Jednovyberovy Wilcoxonov test

Nech
Xq,..., X,

je ndhodny vyber z nejakého spojitého rozdelenia, ktorého funkcia hustoty
je symetricka okolo medianu

ft—a)=f{t+a)
a existuje kone¢na stredné hodnota E(X;) = a. Nech
X ={x1,..., 2.}

je jeho realizacia. Ozna¢me symbolom X vyberovy median.
Obojstranny test:

Hy: X =x H12)?7£$0
Jednostranné testy:

(a) H()Z)?Sl'o Hl:)?>:c0
(b) HQI)?Z.CL’Q H12)2<.T0

Predpoklad: Pre v8etky hodnoty = € X plati, Ze x # zo. Ak by sa stalo,
Ze existuje hodnota x € X s vlastnostou, ze z = xy, potom hodnotu x zo
suboru vyucime a budeme pracovat’ so siborom o rozsahu n — 1.

Postup:

1. Vytvorime nova ndhodnt premenni Y; = X; — zy dostaneme ich reali-
Zaciu y; = x; — To.

2. Usporiadame podla velkosti hodnoty |y;| a jednotlivym realizaciam
priradime poradia premennej |y;| nasledovne: R ak y; > 0 a R; ak
y; < 0.

3. Vypocitame

St=>"Rf, S =) R

yi>0 ;<0
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I'ahko sa da overit’, ze
n

+ e nn+1) .
sres om0t _gh,
i=1

Idedlny stav je, ak

S+:S_:n(n+1)
—

4. V tabulkach pre Wilcoxonov test (Tab. ??) najdeme kvantil w,(«). Ak
min(S*,57) < w,(a),
potom hypotézu Hy na hladine vyznamnosti o zamietame.

5. V roku 1967 Hajek a Sidék dokazali, ze ST mé asymptoticky normalne
rozdelenie, a teda pre vel'ké n modzeme namiesto Specialnych tabuliek
pouzit’ tabulky pre N(0, 1). Pretoze

1 1)(2 1
E(S+):n(n+ ) D(S+):n(n+ )(2n +1)
4 24
potom nahodna premenna
+ _ p(S+
v=""EED N,
D(ST)

Nech ®~!(a) je kvantil z N(0,1). V pripade obojstranného testu, ak
U] < ¢(a)

potom H, zamietame na hladine vyznamnosti o. V pripade jednostran-
nych testov, ak

(a) U<¢(l—a)
(b) U < ¢(a)
potom Hj zamietame na hladine vyznamnosti a.

Poznamka 2:
Hypotéza Hy sa zamietne aj vtedy, ak median je naozaj xq, ale funkcia hus-
toty je vyrazne nesymetricka.
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Priklad 5:
Chceli sme zistit, ako 'udia odhaduju jednu minatu. Pokus sme urobili na
desiatich respodentoch n = 10. Ideme riesit’ ilohu:

Hy: X =60 H :X+#60

Vysledky st v nasledujicej tabulke (v sekundach). Vysleky st usporiadané
podla velkosti.

Respondent | 1 2 3 4 |5 (6 |7 |8 |9 |10
odhad x; 45 |48 |50 | 51 |53 |55 |56 |58 |63 |68

yi=x1—60 [-15 |[-12 |-10 |-9 |-T |-5 |4 |-2 |3 |8
|| 15 |12 |10 |9 |7 |5 |4 3 |8
Poradie 10 19 8 7 /5 |4 |3 |1 |2 |6
R 2 |6

Teda ST = 2 + 6 = 8. l'ahko sa da overit’, Ze S~ = 48. Tabulkova hodnota
w10(0,05) = 8. Pretoze
min(7,48) =7 < 8,

tak hypotézu H, zamietame.
Aproximécia norméalnym rozdelenim: Pretoze

10.11 10.11.21
E(SY)= ——=21,5  D(5")=— = =96,25,
tak Statistika 7 o7 5
U=-——"2_2 (8955.
/96.25 ’
V tabul'kach pre N(0,1) najdeme ¢(0,975) = 1, 96.

Zaver:

U| = 2,08955 > 1,96,

a teda Hy zamietame.

Znamienkovy test pre median

Nech
Xi,..., X,
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je ndhodny vyber z nejakého spojitého rozdelenia a
X =A{xy,...,x}

je jeho realizécia. Ozna¢me symbolom X oznac¢me teoreticky median. To
znamena, ze

P(X;<X)=P(X;>X)=0,5

pre kazdé i = 1,...,n. Predpoklad: Vsetky hodnoty x € X plati, ze x # z.
Ak by sa stalo, Ze existuje hodnota z € X, potom hodnotu x zo suboru
vyucime a budeme pracovat’ so sitborom o rozsahu n — 1.

Ideme riesit’ ulohu:

H[)ZX:JZO le)N(#:vg
Postup:
1. Vytvorime novi ndhodnt premennt

=0 z; <x
Yi
=1 x; > Zg.

2. Oznacime Y = ), Y;. Pretoze ndhodna premennd Y ~ Bi(n, 3), tak
E(Y)=1%aD(Y)=7%. Oznacme
Y - E(Y
U= A
D(Y)

Nech ®~!(a) je kvantil z N(0,1). Ak
U] = ¢(a),
potom H, zamietame.

Priklad 6:
Chceli sme zistit, ako l'udia odhaduji jednu mintatu. Pokus sme urobili na
desiatich respodentoch n = 10. Ideme riesit’ ilohu:

Hy: X =60  H;:X #60
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Vysledky st v nasledujicej tabulke (v sekundach). Vysleky st usporiadané
podl’a velkosti.

Respondent |1 |2 |3 [4 |5 |6 [7 |8 |9 |10
x; 45 | 48 | 50 | 51 | 53 | 55 | 56 | 58 | 63 | 68
Yi 0 |0 [0 {0 O O[O [0 |1 |1
Teda Y = 2.
E(Y):E:E) D(Y):1—022,5
2 4
tak Statistika
U= 2-5 >~ —1,89737.
2,5
V tabulkach pre N(0,1) najdeme ¢(0,975) = 1, 96.

Zaver:
\U| =1,89737 < 1,96

a teda Hy nezamietame. Aj ked’ sa to nezda, ale tato vzorka nezamieta, ze me-
dian by mohol byt’ 60 sekund. Ak vS8ak pocitame presne podla binomického
rozdelenia, tak rychlo zistime, Ze

P(Y < 2) =0,0546875 > 0,025

P(Y <1)=0,010742188 < 0, 025.

Teda hypotézu by sme zamietli na hladine vyznamnosti « = 0,05 ak Y < 1.

Test pre binomické rozdelenie

Nech Y ~ Bi(n, p), pricom p nepozname. Na hladine vyznamnosti o« budeme
testovat”

Hy:p=po Hy :p # po,

kde py je predpokladana hodnota.
Pre dané a vypocitame najvacsie celé cisla k;, kde ¢ = 1,2 aby platilo

Py <k =3 (0)1 = <

i

| o
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P(Y = ky) = Xn: (?)pé(l —po)" T < S

1=ko

Hypotézu Hy zamietneme, ak Y < k; alebo Y > ks.

| e

Priklad 7:
Podl’a vysledkov celoslovenského prieskumu sa zistilo, Ze 69,2 % obyvatel'ov
pije na ranajky kavu. Ndhodne sme vybrali 62 vysokoskolskych ucitelov a z
nich 37 uviedlo, zZe na ranajky pije kavu. Na hladine vyznamnosti o = 0,05
chceme zistit’, ¢i podiel uc¢itel'ov pijucich na ranajke kavu je taky isty, ako v
celej dospelej populacii.

Ideme teda na hladine vyznamnosti 0, 05 testovat:

Hy:p=0,692 Hy:p#0,692,

Ak plati Hy, potom ndhodna premenné Y pocet ucitelov pijucich kavu,
mé binomické rozdelenie Y ~ Bi(n,p), kde n = 62 a p = 0,692.

k1
62 . .
P(Y <hk)=>_ ( Z >0, 692°(1 — 0,692)"~" < 0,025

=0

7 binomického rozdelenia 'ahko zistime. Ze

P(Y <35)=0,023096247 < 0,025

P(Y <36) = 0,041626452 > 0, 025.
Z toho vyplyva, ze k; = 35. RieSime tlohu: najst také najmensie ky, aby

platilo

" (62 , .
P(Y > k)= ( . )0,6921(1 —0,692)"" < 0,025.

i=kso
Pretoze

a z binomického rozdelenia zistime, Ze
1—P(Y <49)=1-0,969018281 = 0,030981719 > 0,025

1—P(Y <50)=1-0,0,984954961 = 0,015045039 < 0,025,
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tak ]{?2 = 51.

Zaver:

Ak Y € {36,37,...,50} tak Hy nezamietame. V nasom pripade teda mo-
zeme skonstatovat’, Zze na zaklade prieskumu ucitelia v pripade pitia kavy na
ranajky sa spravaji rovnako, ako celd slovenska populacia.

1.8 Test nezavislosti pre kategorialne data

Sledujeme dva znaky A a B. Znak A méa k trovni a znak B ma n drovni.
Pricom mame N pozorovani. Teda data sa (x;,y,) t = 1,..., N. Oznacme
pocetnosti n; pocetnost’ i-tej urovne znaku A, n; pocetnost’ j-tej trovne
znaku B a n,;; pocetnost’ i-tej trovne znaku A a zaroven pocetnost’ j-tej
irovne znaku B. Chceme zistit’ ¢i st A a B nezavislé.

Hy : znaky A a B st nezavislé H, : Hy neplati

k n 2
(nij - n;]) 2
G = g E — N " Xe-ne-1p
i1 j=1
kde S
,o T Ty
n;; = N
Priklad 8:

Prieskum pozastaval z dvoch otézok respondentom:
A: Stuhlasite, aby olympijské hry boli vo Vysokych Tatrach?

A ano
Ay neviem
Az nie
B: Porovnajte troven cestovania vlakom v SR a CR
By ovela lepSie v SR
B, ovela lepsie v CR
Bj je to rovnaké

B, neviem porovnat’
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A/B B: | B, | B; | B, | Marginalne A
A, 10 | 10 | 4 5 29
A, 12 |5 8 11 || 36
As 10 |7 |8 10 || 35

| Marginalne B | 32 [ 22 [ 20 | 26 | 100

Tab. 2: Vysledky prieskumu

Opytali sme sa 100 respondentov. Vysledky su v tabulke 2:
Teda k=3, n=4a N = 100.

A n | ny | ns
29 |36 | 35
B|ni|ns|n3|ng
32 122 |20 | 26
Ocakavané pri nezavislosti:
n;; | 32 22 20 | 26
29 19,28 6,38 (5,8 7,54
36 | 11,52 | 7,92 |7,219,36
35 | 11,2 | 7,7 |7 9,1
Napriklad ny, = 222 =9 28

100

(n11 —ny)* + - + (ngg — nyy)?

G:

100
(10—9,28)2 +--- 4+ (10 —9,1)?

=0, 39141

100

Najdeme kvantil x25(0,95) (ak o = 0, 05). Pretoze

0,39141 = G < x2(0,95)" = 12,5916

tak Hy nezamietame. V tabulkach najdeme p-hodnotu:

1 — x2(0,391408) = 0, 9989.
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Zaver: Na hladine vyznamnosti 0,95 mozeme povedat, Ze odpovede na
otazky A a B si nezavislé. Pretoze p hodnota je velmi vysoka, skoro so
100 %-tnou istotou moézeme povedat’, Ze nie je ziaden vzt'ah medzi tym, ¢i
respondent sthlasi s OH vo VT a jeho hodnotenim porovnania cestovania po
Zeleznici v SR a CR.

2 Testy dobrej zhody

Pri rieseni tloh c¢asto predpokladame urcity typ pravdepodobnostného roz-
delenia zakladného stiboru. Testami dobrej zhody je mozné overit do akej
miery zodpovedé empirické rozdelenie pravdepodobnosti teoretickému prav-
depodobnostnému rozdeleniu. V tejto casti st uvedené dva zakladné testy:
x2-test dobrej zhody a Kolmogorov-Smirnov test dobrej zhody.

2.1 y*-test dobrej zhody

Nech X je ndhodna premenna a X, ..., X, je jej nahodny vyber a C1, ..., Cy
st disjunktné mnoziny s vlastnost'ou, ze I'ubovolna realizacia nahodnej pre-
mennej X padne do niektorej mnoziny C;, j = 1,..., k. Oznacme

p; = P(X € (j),

teoretickt pravdepodobnost’ a n; pocet merani (realizacii), ktoré padni do
mnoziny Cj, j = 1,..., k. NaSim cielom je overit’ predpoklad, Ze nahodna
premenna X ma dané teoretické rozdelenie pravdepodobnosti. To znamena

Hy : P(X € Cj) =p;, prekazdé j=1,...k
H, : existuje asponi jedno j € {1,...k} s vlastnostou, ze P(X; € C;) # p;

Ak ozna¢ime Y, nahodnu premennt, ktord predstavuje pocet merant,
ktoré pri n-nasobnom opakovani pokusu padni do C;, potom Y; ~ Bi(n,p;),

pre j =1,..., k. Z vlastnosti binomického rozdelenia vieme, ze
E(Y;) = np; a D(Y)) = np;(1 — p;).
Ozna¢me
Yj —np;

=
np;(1 —p;)
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potom E(U;) =0 a D(U;) = 1. Pre velké n ndhodna premenna

np;(1 — pj)

st n(l—p;) 1 np;
Potom plati [?, 7]
_ - Y; —np;)? 2
U= iy Y 9
)
Q=3 S ) (14)
=3 ¥ —np,)” ;;W ~ (k= 1) (15)

Ako testovacia Statistika v y*-teste sa pouZiva nahodna premenna C. V&im-
nime si, ze v pripade idedlnej zhody vyraz v ¢itateli sa rovné 0. To znamen4,
7e ¢im je Statistika C' bliz8ie k nule, tym viac data zodpovedaju teoretickému
rozdeleniu.

Postup — diskrétne data
1. Urobime frekvenc¢ni tabulku z napozorovanych hodnét.

2. Stanovime hypotézy Hy, H; a hladinu vyznamnosti a. Vypocitame te-
oretické pravdepodobnosti p;, ktoré¢ zodpovedaju teoretickému rozde-
leniu pravdepodobnosti z hypotézy H.
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3. Vypocitame testovaciu Statistiku C'.

4. V statistickych tabulkach si ndjdeme kvantil z x? rozdelenia pre zod-
povedajuci pocet stupiiov vol'nosti (x3 ;)(1 — «) resp. p-hodnotu p =

Xz—1(0)~

5. Rozhodnutie: Ak C' > (x2_,)(1 — a) resp. p < «, potom hypotézu H,
na hladine vyznamnosti o zamietame.

Priklad 9:

Testujeme, ¢i hracia kocka je regularna. Urobili sme 600 pokusov. Hypotéza
Hy je, ze kocka je v poriadku, oproti alternative H; — kocka je falosna. To
znamena, ze predpokladame

Pretoze n = 600 a p; = 1/6, potom np; = 100 pre j = 1,2,...6. V nasledu-
jucej tabulke st uvedené pocetnosti.

i [1 2 [3 T[4 [5 6
n; | 104 |92 | 109 |93 | 101 | 101
A4 [=8 [9 |7 |1 |1

2
= 0,16 | 0,64 | 0,81 | 0,49 | 0,01 | 0,01

100

kde A; = n; —np; = n; — 100. Statistika C' je stcet hodnot v poslednom
riadku tabulky:

C =2,12 < 11,07049775 = (x2)~*(0,95),

preto Hy na hladine o = 0,05 nezamietame. VSimnime si, ze p-hodnota je
pomerne vysoka p = x2(2,12) = 0, 832.
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e =212
Ho
HIi
010
T ey
[} 2 4 & 2 10 12

Fig. 4: Kritick4 oblast

Priklad 10:

Pokus pozostaval z piatich nezavislych hodov mincou a ndhodna premenné
X je pocet padnutych znakov. Urobili sme 30 pokusov. Vysledky st uvedené
vo frekvencnej tabulke. Ak predpokladame, ze X ~ Bi(5;0,5), to znamena,
ze

Hy, : X ~ Bi(5;0,5) H, :Hy neplati

Ak Hj plati, potom teoreticki pravdepodobnost’ vypoéitame podla vzorca
pre binomické rozdelenie pravdepodobnosti:

5
pj = Pit1 = (Z.)O, 5°

pre : =0,1,...,5. Hodnoty st v nasledujtcej tabulke:

] 1 2 3 4 5 6
X 0 1 2 3 4 5
n; 1 5 5 10 8 1
P; 0,03125 | 0,15625 | 0,3125 | 0,3125 | 0,15625 | 0,03125
30.p; | 0,9375 | 4,6875 | 9,375 | 9,375 | 4,6875 | 0,9375
A(z;) | -0,0625 | -0,3125 | 4,375 | -0,625 | -3,3125 | -0,0625
% 0,0042 | 0,02083 | 2,0417 | 0,0417 | 2,3408 | 0,00417
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Statistika C je sticet hodnot v poslednom riadku tabulky C' = 4, 4533. Kvan-
til (kriticktt hodnotu) hl'addme v tabulkach pre x? rozdelenie s 5 stuphami
volnosti pre a = 0,05: (x2)71(0,95) = 11,07. Pretoze C' = 4,4533 < 11,07
tak Hjy na hladine o = 0, 05 nezamietame.

Ak nadhodnéa premenné je spojita, tak najskor musime stanovit’ triedne
intervaly, do ktorych budeme namerané, resp. napozorované hodnoty za-
del'ovat’. Vacsinou volime ekvidistatna dizku intervalov (cj,ci+dl,j=1,... k—
2,d>0.

Postup — spojité data

1. Urobime zakladnti popisnu Statistiku, roztriedime data do triednych
intervalov, urobime frekvenc¢nu tabulku.

2. Stanovime hypotézy Hy, H; a hladinu vyznamnosti o.

3. Vypocitame teoretické pravdepodobnosti p;, ktoré zodpovedaji teore-
tickému rozdeleniu pravdepodobnosti z hypotézy H.

4. Vypocitame testovaciu statistiku C'.

5. V gtatistickych tabulkich si ndjdeme kvantil z x? rozdelenia pre zod-
povedajuci pocet stupnov volnosti v resp. p-hodnotu p.

6. Rozhodnutie: Ak C' > v resp. p < « hypotézu Hy na hladine vyznam-
nosti o zamietame.

Priklad 11:
Merali sme teplotu vody v podzemnom prameni. Merania sme nezavisle po
sebe zopakovali 100-krat. Predpokladame, ze tdaje pochadzaja z N(12;1).

RieSenie pr. 11: Sformulujeme Statistické hypotézy
Hp : X ~ N(12;1) H; :Hj neplati

V naledujuicej tabulke je uvedeny vysledok intervalového triedenia:
Statistika C' je stucet posledného riadku v tabulke 3

C = 3,448 < 12,5916 = (x2) *(0.95),

preto nulovi hypotézu na hladine vyznamnosti o = 0, 05 nezamietame .
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j 1 2 3 4 5 6 7
tr.int. | < 10 | (10] | (10,5] | (11] | (1L,5] | (12] | > 12,5
n; 3 7 9 16 18 14 33

;i 0,023 10,044 | 0,002 | 0,15 | 0,101 | 0,192 | 0,308
100p; 2,3 |44 |92 |15 19,1 | 19,2 |30,8
A, 0,7 126 |-02 |1 11 |52 |22
A? 049 |6,76 | 0,04 |1 121 | 27,04 | 4,34
onij 0,213 | 1,536 | 0,004 | 0,0667 | 0,0634 | 1,4083 | 0,1571

Tab. 3: (a] = (a, a+0,5] a A; = n; — 100.p;.

Poznamka 3:

V pripade, Ze niektory z parametrov teoretického rozdelenia nahradzame jeho
odhadom, potom znizujeme stupne volnosti o jeden pre kazdy parameter.
Napriklad, ak v Priklade 11 odhadneme strednti hodnotu a smerodajnt od-
chylku z nameranych hodnot, tak kvantil hladdme v tabulkach x3 , , = x3.

2.2 K-S test dobrej zhody

Kolmogorov-Smirnov (K-S) test [?] je na vypocet vel'mi jednoduchy a déava
dobré vysledky. Tento test je zalozeny na testovani najvécsej odchylky te-
oretickej distribu¢nej funkcie a empirickej distribuc¢nej funkcie. Oznac¢me si
F,(x) empiricka distribuéni funkciu pre ndhodny vyber rozsahu n a F(x)
prislusnu teoretickd distribu¢nii funkciu. Rozoznavame tri testy:
Obojstranny test:

a) Hy: F,(r)= F(z) oproti alternative Hy :  F,(x) # F(x).

Jednostranné testy:

b) Hy: F,(x) < F(z) oproti alternative Hy :  F,(x) > F(x).
c) Hy: F,(x)> F(z) oproti alternative H, :  F,(z) < F(x).

V pripade jednotlivych testov budeme pouzivat nasledujtce Statistiky:
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a) T = sup, |F(x) — F,(z)|.
b) Tt = sup,(F(x) — F,(z)).
) T~ = sup,(Fn(z) — F(2)).

Je zrejmé, ze Statistiky T, 7", T~ mozu nadobudat hodnoty len z intervalu
(0, 1).

Podl'a charakteru funkcie F'(z), mame dva pripady: F(z) je spojié, alebo
F(z) je diskrétna. Budeme sa zaoberat pripadom, ked F(x) je spojita dis-
tibucné funkcia. Korekcie pre p-hodnotu v pripade diskrétnej ndhodnej pre-
mennej je mozné najst napriklad v |?|

Nech F(x) je spojita. Potom v pripadoch (b), (¢), ak plati Hy, tak T" a
T~ maja rovnaku distribu¢nu

funkciu

(=), NG iV
Fylz)=1— 1—z—2 7
io=1-e T () (en) ()
7=0
kde [n(1—=x)] je najvicsie celé ¢islo mensie, alebo rovné n(1—z) ([5, 78] = 5).
Napriklad

(10(1-0,81)] 10 j 10—j j j—1
Fi0(0,81) =1 — 0,81 1-0,81— = 0,814+ =
DY (V) (1-0s-%)  (os14 )
[10(0,19)] .\ 10—j o\ -1
10 7 7
=1-0,81 0,19 — — 0,814+ =
w3 (5)0e=5) (one5)

[1,9]

10 j 10—j j j—1

=1—-0.81 0.19 — — 0.81 + =
a3 (V) (o0 55) (0 5)
1 .\ 10—j N

10 J J

=1—-0.,81 0,19 — — 0,81+ =
a3 (F) (00 55) (s )

0,190
:1—0,81( ’ +10-o,099)

0,81

Pre n — oo distribu¢né funkcia pre /n-T" a y/n-T~) ma tvar

x 2
F =limF,|—=)=1-— —2z%
) o (ﬁ) ‘
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Aproximativna distribu¢éné funkcia pre 1" je dand vztahom
P(T < z) = (F,(z))*.
Pouziva sa pre n > 40.

1.0

0.8
0.6

04

0.2 04 0.6 0.8 1.0

Fig. 5: F,,(z) = P(X <), pre n € {5, 10, 15, 20}
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Ak plati Hy, potom
P(mazx|F,(z) — F(z)| > Dy(a)) = a

kde D, (n) je kvantil (kritickd hodnota), vypoé¢itana z teoretického rozdelenia
pravdepodobnosti Kolmogorovom |[?]. Hodnoty D, («) pre niektoré

a=0,05;0,01;0,1

st uvedené napr. v [?].
Ak plati Hy, potom

P(max(F,(z) — F(x)) < Dy(a)) =

kde D, (n) je kvantil (kritickd hodnota), vypoéitana z teoretického rozdelenia
pravdepodobnosti Kolmogorovom |?, ?|. Tabulka pre K-S test nie je uvedena,
ale odporiame radsej vypocitat p-hodnotu p. V pripade obostranného testu
p=2-F,(KS), v pripade (a)

Postup:

1. Namerané hodnoty usporiadame podl'a velkosti

T S X S-S

.
a stanovime hodnoty empirickej distribu¢nej funkcie F,(z).

2. Pomocou nameranych tudajov odhadneme parametre pre predpokla-
dant teoreticki distribu¢na funkciu a vypocitame hodnoty teoretickej
distribuénej funkcie F(x).

3. Zistime maximalnu hodnotu absolatneho rozdielu medzi teoretickou a
empirickou distribu¢nou funkciou

KS =max;|F(x;) — F,(z;)|.

4. 'V statistikej tabulke pre K-S test pre zvolent hladinu vyznamnosti
najdeme a pre dany rozsah suboru n si najdeme kvantil D, («).

5. Ak KS > D, («a), potom hypotézu Hy o zhodnosti distribu¢nych funkeii
zamietame na hladine vyznamnosti o . V opa¢nom pripade neméame k
zamiestnutiu hypotézy H, dostatocné dovody.
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Priklad 12: (Pr. 11

Namerané udaje z prikladu 11 teraz spracujeme pomocou K-S testu. Statis-
tické Hypotézy su také isté:

Hp : X ~ N(12;1) H, :H, neplati

Merali sme 10 krat teplotu a namerali nasledujice teploty (udaje sme uspo-
riadali podl'a vekosti:

j 1 2 3 4 5

x; 10,49 | 10,85 | 10,92 | 11,05 | 11,96
FIO(Ij) 0,1 0,2 0,3 074 0,5
F(z;) 0,066 | 0,125][0,14 [0,171 [ 0,484
| A(z;) ]0,034]0,075]0,16 | 0,229 | 0,016 |

j 6 7 8 9 10

x; 12,06 [ 12,61 | 13,1 | 13,55 | 13,58
Fi(z;) |06 [07 [08 [09 |1
F(z;) 10,524 10,729 [ 0,864 [ 0,939 | 0,943
| A(z;) 0,076 | 0,029 | 0,064 | 0,039 | 0,057 |

kde A(z;) = |Fio(z;) — F(x;)]. Statistika
KS = maxj(|F10(xj) — F(QZJ)D = O, 229

a v tabulkach pre K-S D0(0,05) = 0,409. Pretoze K.S < D1,(0,05) tak Hy
teda na hladine vyznamnosti a = 0, 05 nezamietame.

3 Priklady

Priklad 13:

Nech mnozina A = {1,2,3} a {2 je mnozina vsetkych trojcifernych ¢isel.

a) Kolko prkov ma mnozina Q7

b) Kolko prkov mé& mnozina ;: kazdé ¢islo mozeme pouzit len raz?

c¢) Kolko prkov ma mnozina s: kazdé ¢islo, okrem 1, moézeme pouZit len raz?

RieSenie pr. 13: a) 27. b) 6. ¢) 13.
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Priklad 14:
Vieme ze pristupovy kod sa sklada, z desiatich réznych znakov, ktoré po-
zname. Ak4 je pravdepodobnost’, Ze na prvy krat uhddneme pristupovy kod?

Riesenie pr. 14: P(uhadne kod na prvy krat ) = 10, = 2,75573-107".

Priklad 15:

V urne mame 10 loptic¢iek oznacenych 1,2,3,...,10. Tahame postupne po
jednej lopticke. Vytiahnutu lopticku nevraciame do urny. Toto opakujem do-
vtedy, kym urna nebude prazdna. Aka je pravdepodobnost, Ze ich vytiahneme
v poradi 1,3,2,4,5,6,7,8,10,97

RieSenie pr. 15: P(1,3,2,4,5,6,7,8,10,9)) = 10, = 2,75573-1077

Priklad 16:

V urne mame 10 lopti¢iek oznacenych tak, ze 5 z nich ma znak 1 a zvysné
2,3,4,5,6. tahame postupne po jednej lopticke. Vytiahnuttu lopticku nevra-
ciame do urny. Toto opakujeme dovtedy, kym urna nebude prazdna. Ak4 je
pravdepodobnost, Ze ich vytiahneme v poradi 1,3,2,4,5,6,1,1,1,17

Riesenie pr. 16: P(1,3,2,4,5,6,1,1,1,1) = = 3,30688 - 1075

Priklad 17:

V urne mame 12 lopticiek oznacenych 1, 2,3, tak, ze 5 z nich je oznacenych
¢islom 1, ¢islom 2 st oznacené 4 a zvysné cislom 3. Tahéme postupne po
jednej lopticke. Vytiahnuta lopticku nevraciame do urny. Toto opakujeme
dovtedy, kym urna nebude prazdna. Aka je pravdepodobnost, Ze ich vytiah-
neme v poradi 1,2,2,2,2,3,1,1,1,1,3,37
Riesenie pr. 17: P(1,2,2,2,2,3,1,1,1,1,3,3) =
Priklad 18:

V urne mame 12 lopticiek oznacenych 1,2, 3, tak, ze 5 z nich je oznaceznych
¢islom 1, 4 st oznacené cislom 2 a zvysSné cislom 3. Tahame postupne po
jednej lopticke. Vytiahnuti lopticku nevraciame do urny. Toto opakujeme 4
krat. Aka je pravdepodobnost’ ze vSetky buda oznacené ¢islom 17

= 5.TedaP(1,1,1,1) = ;3 = 0,0101

30240

s = 3,6075 - 107

RieSenie pr. 18: =

Priklad 19:

Mame udalosti A a B. Nech P(A) = 0,3 a P(B) =0,6. Nech 0 < P(ANB) <
0,5.

a) Najdite intervaly, do ktorych padnt hodnoty P(A|B), P(B|A).

b) Mo6zu byt A, B navzajom nezavislé?

41 11
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Riesenie pr. 19:a) 0 < P(A|B) <0,5a0 < P(B|A) < 1. b) Ano.
Priklad 20:

Bayesova formula: Priestor nahodnych udalosti je rozdeleny na 5 ¢asti Hy, ..., Hs
(navzajom sa vylucujucich) a je dana nahodna udalost A. Ak pozname P(A|H;)
a P(H;) prei=1,...,5 ako vypocitame P(A) a P(H3|A)?

Riesenie pr. 20: P(A) = 3=, P(H;)P(A|H;) a P(Hj|A) = P

Priklad 21:

V roc¢niku je 100 studentov, ktori st rozdeleni do piatich skupin. Vypocitajte
kol'ko dievéat je v roéniku. Ak ndhodne vyberieme jedno dievca, aké je prav-
depodobnost, Ze patri do tretej skupiny? Rozdelenie Studentov je v tabulke
4:

Skupiny H1 H2 H3 H4 H5
percento Studentov v skupine | 10% | 30% | 10% | 20% | 30%
percento dievcat v skupine 50% | 10% | 10% | 0% | 10%

Tab. 4: Studenti (Pr. 21)
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RieSenie pr. 21: V ro¢niku je 12 dievéat a a P(H;| dievéa) = 5.

Priklad 22:

V jednej krabici je 10 modrych a 5 ¢ervenych balénov. V druhej krabici je
osem bielych a 12 modrych balénov.

a) Nahodne si zvolime jednu krabicu a vyberieme z nej 1 balon. Aka je prav-
depodobnost, ze nebude modry?

b) Néhodne vyberieme jednu krabicu. Aka je pravdepodobnost, Ze z nej vy-
tiahnuty balén bude biely?

c¢) Z oboch krabic vyberieme po jednom baléne. Aka je pravdepodobnost, Ze
oba budt modré?

Riesenie pr. 22: a) 0,36, b) 0,2, c) 0,4.

Priklad 23:

V lietadle je 20% cestujucich zo SR. Je zname, ze 60% obyvatel ov SR pije
po obede pivo, kym obyvatelia inych statov vypiju pivo po obede len v 20%.
a) Aké percento cestujucich v lietadle neuprednostiuje pivo po obede?

b) Cestujuci si po obede vypyta pivo. S akou pravdepodobnost'ou je to ob¢an

SR?

Riesenie pr. 23: a) 72%, b) 0,42857.

Priklad 24:
Je zname, ze 25% obyvatelstva je Tavakov. Ak je pravdepodobnost, Ze na
seminéari kde je 30 ucastnikov st maximalne traja Tavaci?

RiesSenie pr. 24: =0,03745.

Priklad 25:

Nikto nie je neomylny: obvodny lekar urci v 50% pripadoch spravnu diagnozu,
v 20% pripadoch nespravnu diagnézu a v 30% pripadoch odporuéi pacienta
na vysetrenie k Specialistovi na polikliniku. Specialista uréi v 60% spravnu
diagnozu, v 15% nespravnu a pri 25% posle pacienta na konzilidrne vySetrenie
k primérovi. Primar uréi spravnu diagnézu v 85% a nespravnu v 15%. a) Aka
je pravdepodobnost, Zze obvodny lekar uréi diagnézu spravne?

b) Aké je pravdepodobnost, Ze pacient bude mat nespravne urcent diagnozu?

RieSenie pr. 25: a) 0,5, b) 0, 25625.
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Priklad 26:

Mame tri kosiky. Kazdy z troch kosikov obsahuje jednu bielu a dve cierne
gul6¢ky. Z prvého kosika ndhodne vyberieme gulicku a vlozime do druhého.
Z, druhého kosika vybierieme nahodne jednu gulicku a vlozime do tretieho.
Aké je pravdepodobnost, Ze z tretieho kosika nédhodne vytiahneme ¢iernu
gulicku?

RieSenie pr. 26: 0,6

Priklad 27:

Dva zavody vyrabaju okenné ramy. Prvy zavod vyraba 45% celkovej pro-
dukcie, druhy 55%. Z produkcie prvého zavodu: 90% I.kategorie, 10% II.
kategorie; druhého zavodu: 95% 1. kategorie, 5% II. kategorie, Urcte pravde-
podobnost toho, Ze ndhodne vybrany ram je 1. kategorie.

RieSenie pr. 27: Podmienena pravdepodobnost, veta o uplnej pravdepodob-
nosti, Bayesova veta.

Priklad 28:

Pét krat hadzem mincou. N.p. X je ,,pocet hldv minus pocet znakov®.
a) Aké hodnoty moze nadobudat n.p. X.

b) Napiste vSetky elementarne udalosti pre pripad X (w) = 3.

Riesenie pr. 28:a) X € {-5,-3,—1,1,3,5}.b) (H,H,H,H, Z), (H,H,H, Z, H),
(HH,Z,H,H), (H,Z,H,H,H), (Z,H,H,H,H).

Priklad 29:

N.p. X je rozdiel "pocet hlav minus pocet znakov"pri trojnasobnom hode
mincou.

a) Aké hodnoty moéze n.p. X nadobudat?

b) Najdite pre n.p. X prislusné elementarne udalosti.

c¢) Urcite rozdelenie pravdepodobnosti a distribu¢ni funkciu pre n.p. X.

RieSenie pr. 29: a) X € {-3,—1,1,3};

b) Xﬁl(_3> = {(Zv Z, Z)}7 Xﬁl(_1> = {<H7 Z, Z)’ (Z’ H, Z)) (Z> Z, H)}7
Xﬁl(_l) = {(H’ H, Z)’ (Ha ZvH)v (Zv H7H)}7 Xﬁl(?’) = {(Hv H7H)};

C) Px = {(—3, 0, 125), (—1 0, 375), (1, 0,375), (30, 125)},

Fyx = {(—3, 0, 125), (—1, 075), (1, 0, 875), (3, 1)}

Priklad 30:
N.p. X nadobuda hodnoty z mnoziny {1,2,...,10} a jej pravdepodobnostné
rozdelenie je dané v tabulke:
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x| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pi | 0,05(0,05}0,1/0,1/0,1{0,1(0,1(0,1]0,2]0,1

Vypocitajte stredni hodnotu E(X) a disperziu D(X).
Riesenie pr. 30: E(X) =6,25a D(X) = 7,2875.

Priklad 31:

Advokatova obhajoba je tispesna s pravdepodobnostou p = 0, 8. Pri tispesnej
obhajobe dostane 2000EUR, pri netspesnej obhajobe musi zaplatit sidne
trovy vo vyske 500EUR.

a) Aky vysoky je priemerny zisk obhéjcu?

b) Keby obhajca vydal 800EUR navySe na pripravu obhajoby, aky by bol
jeho ocakavany zisk?

RieSenie pr. 31: a) 1500EUR b) 7T00EUR.

Priklad 32:

Hrac si zvoli ¢islo medzi 1 —6 a hodi tromi kockami. Ak vSetky 3 kocky ukazu
to isté zvolené ¢islo, vyhra 3EUR. Ak toto ¢islo ukazu 2 kocky, vyhrava 2EUR
a ak iba 1 kocka vyhrava 1EUR. Ak ani jedna kocka neukaze zvolené ¢islo,
potom musi zaplatit IEUR. Ndhodnéa premenné X znamena vysku vyhry.
a) Aké hodnoty nadobuda n.p. X?

b) Zistite pravdepodobnostné rozdelenie n.p. X a vypocitajte jej stredni
hodnotu a disperziu.

RieSenie pr. 32: a) X € {—1,1,2,3}, b) P(X = —1) = 125/216, P(X =
1) = 75/216, P(X = 2) = 15/216, P(X = 3) = 1/216, E(X)= — 0,079,
D(X)=1, 24.

Priklad 33: Semafor na krizovatke ukazuje 25% c¢asu cervenu. Aka velka je
pravdepodobnost, Ze z 5 ndhodne prechadzajucich aut

a) nemusi ¢akat ani jedno auto;

b) musi ¢akat nanajvys jedno auto;

c) musia Cakat prave tri auté;

d) musia ¢akat maximélne dve auta?

Riesenie pr. 33: a) 0,237305, b) 0,633, c¢) 0,088, d) 0, 896.

Priklad 34:
Pri majstrovstvach v tenise hra hra¢ A proti hracovi B tolko po sebe idicich
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setov, kym jeden z hrac¢ov nevyhra tri sety. Vysledky setov st od seba ne-
zéavislé a hra¢ A vyhra set s pravdepodobnostou 0,6. N.p. X oznacuje pocet
hranych setov.

a) Urcte hodnoty n.p. X a najdite elementérne udalosti prislichajice X = 4.
b) Urcte rozdelenie pravdepodobnosti n.p. X.

c¢) S akou pravdepodobnostou sa zapas skonéi po piatom sete?

d) Aka je pravdepodobnost, Ze na vitazstvo jedného z nich si potrebné ma-
ximéalne 4 sety? e) Aka je pravdepodobnost’, Ze na vitaztsvo hraca A su
potrebné maximalne 4 sety?

RieSenie pr. 34: a) X € {3,4,5}, AABA, ABAA, BAAA, BBAB, BABB,
ABBB;b) Px = {(3, 0,28), (4, 0,3744) , (5, 0,3456) , }: ¢)0, 3456; d) 0, 6544;
e) 0,4752.

Priklad 35:
Méme dané rozdelenie pravdepodobnosit n.p. X:

Px ={(0,0,1),(1, 0,2), (2, 0,3), (3, 0,4)}.

a) Nakreslite graf distribu¢nej funkcie n.p. X. b) Zistite modus. c¢) Uréte
strednta hodnotu a disperziu n.p. X.

RiesSenie pr. 35: b) Mox =3;c¢) E(X) =2, D(X) = 1.

Priklad 36:

Udalost A sa vyskytuje pri experimente s pravdepodobnost'ou P(A) = 0, 4.
Pokus sa opakuje dovtedy, kym sledovana udalost A nastane. Aka je pravde-
podobnost, Ze budeme potrebovat zopakovat 37

Riesenie pr. 36: 0, 144.

Priklad 37:

Infekcia sa prenésa kontaktom. Pravdepodobnost prenosu infekcie na zdra-
vého ¢loveka pri prvom kontakte je 0, 4.

a) Jeden infikovany ma kontakt s piatimi zdravymi ludmi. Ur¢ite rozdelenie
n.p. X, pricom n.p. X znamena pocet osob, ktoré ochoreji.

b) Vypocitajte E(X), D(X), P(X =0), P(X < 3).

Riesenie pr. 37: a) Bi(5;0,4), b) 2; 1,2; 0,07776; 0, 68256.
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Priklad 38:

Prieskum verejnej mienky ukazal, ze 80% obyvatelov podporuje zékaz vy-
stavby v lokalite Véelin. Aka je pravdepodobnost, Ze z dvadsatich ndhodne
oslovenych obyvatelov je maximalne 12 za zakaz vystavby v lokalite Vcelin?

Riesenie pr. 38: 0,03214.

Priklad 39:

Len 30% l'udi vo velkom meste si mysli, Ze verejna doprava v meste (MHD)
je uspokojiva. Nahodne vyberiem desat osob.

a) Aké je pravdepodobnost, Ze najviac 5 z nich si mysli, ze MHD je uspoko-
jiva?

b) Ak4 je pravdepodobnost, ze prave 6 si mysli, ze MHD je uspokojiva?

Riesenie pr. 39: a) 0,4164; b) 0, 1916.

Priklad 40:

Basketbalovy hra¢ ma osobnu Statistiku tuspesnych hodov 70%.

a) Ak4 je pravdepodobnost’, Ze pri desiatich hodoch trafi 8 krat?

b) Aka je pravdepodobnost’, ze pri sto pokusoch trafi menej ako 60 krat?

RieSenie pr. 40: a) X ~ Bi(10;0,7) ariesime P(X = 8); b)X ~ Bi(100;0,7)
a riesime P(X < 60).

Priklad 41:

V krabici s 20-timi fixkami na bielu tabulu sa nachadzaju 3 vadné. U¢itel si
vyberie 5. N.p. X predstavuje pocet vadnych fixiek.

a) Aké je rozdelenie pravdepodobnosti n.p. X7

b) Aka je pravdepodobnost, Ze minimalne jedna z jeho piatich fixiek je vadna?

Riegenie pr. 41: a) Py = {(0, 0,3991), (1, 0,4605), (2, 0, 1316), (3,, 0,0088)};
b) 0, 6009.

Priklad 42:

Vypoéitajte E(X) a D(X) n.p. X a nakreslite graf rozdelenia pravdepobod-
nosti a graf distribu¢nej funkcie, ak ma nasledujice rozdelenie pravdepodob-
nosti:

Px = {(27 0, 1)7 (37 0, 3)7 (47 0, 3)7 (57 0, 2)7 (67 0, 1)} .
RieSenie pr. 42: F(X)=3,9a D(X) =1,29.
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Priklad 43:
Nech X je n.p. a

Px ={(-1,0,1),(-1/2,0,2),(0, 0,4), (1, 0,2),(2, 0,1)}.
Vypocitajte p(X, X?).
Riesenie pr. 43:  p(X, X?) = 0, 74053.
Priklad 44:

Vedenie obchodnej firmy zaujimalo, ¢i je rozdiel medzi vysledkami ich zamest-
nancov (predajcov) v jednotlivych skupinach Statisticky vyznamny. Zames-
tanci boli rozdeleni do nasledujucich skupin podla oblasti, v ktorych posobia:
A (Staré mesto); B ( Petrzalka); C ( Dubravka); D (Ruzinov). V kazdej ¢asti

posobilo 20 dilerov. X; je priemerny zisk a s; je odhad smerodajnej odchylky
v skupine za tyzden, i = 1,2, 3, 4.

mestksé cast’ X; Si

A (Staré mesto) | 1253,2 EUR | 150 EUR
B (Petrzalka) 1085,4 EUR | 148 EUR
C (Dabravka) | 1120,2 EUR | 152 EUR
D (Ruzinov) 1990,2 EUR | 170 EUR

Zistite, ¢i je Statisticky vyznamny rozdiel medzi jednotlivymi skupinami
dilerov.

Riesenie pr. 44: (ANOVA). Otestujte najskor rovnost rozptylov.

Priklad 45:
Zistoval sa pocet deti v rodine. Prieskum bol urobeny v 200 rodinach. Vy-
sledky st v nasledujucej frekvenc¢nej tabulke:

Pocet deti v rodine | 0 1 |2 |3 |4
Pocet rodin 50 | 67 | 23 | 15 | 45

a) Zistite modus., median, dolny a horny kvartil. b) Nac¢rtnite krabicovy
graf. ¢) Vypocitajte odhad strednej hodnoty a disperzie.

RieSenie pr. 45: a) Modus = 0, median = 1, dolny kvartil = 0,5 a horny
kvartil = 4; ¢) u =7 = 1,69, 0% = S? = 0, 056.



3 Priklady

Priklad 46:

Urobilo sa 20 merani obsahu dusika vo vodnej nadrzi. Vypocitali sme oboj-
stranné konfiden¢né intervaly pre stredd hodnotu a rozptyl na réznych hla-
dinach vyznamnosti o € {0, 1; 0,05; 0,01}. Prirad'te jednotlivym intervalom
ich hladiny vyznamnosti a rozhodnite ¢i strednd hodnota sa rovna 0,253
oproti alternative, ze sa nerovna 0,253 a ¢i rozptyl sa rovna 0, 025 oproti al-
ternative, Ze sa nerovna 0,024 na jednotlivych hladinach vyznamnosti. Aky

aritmeticky priemer pre obsah dusika bol vypocitany?

2

IS pre p o, | Ho:p=po | IS pre o? Qg2 | Hy:0? =0}
(0,22; 0,26) (0,018; 0,023)
(0,21; 0,27) (0,017; 0,025)
(0,23; 0,25) (0,009; 0,032)
RieSenie pr. 46: T = 0,24 a IS v tabulke 5
IS pre p o, | Ho:p=pp|IS pre o? Qg2 | Hy: 0% =0}
(0,22; 0,26) | 0,05 | NHO (0,018; 0,023) | 0,1 | ZHO
(0,21; 0,27) | 0,01 | NHO (0,017; 0,025) | 0,05 | ZHO
(0,23 0,25) | 0,1 | ZHO (0,009; 0,032) | 0,01 | NHO

Tab. 5: NHO — nezamietame Hy a ZHO — zamietamme H|
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Priklad 47:
Vedenie fakulty sa rozhodlo, ze odmeni studentov za vysledok zo skiisky z
Matematiky 1 (tabulka 6).

Vysledok skusky A |B C D |E
X: Odmena v EUR | 25 | 15 10 5 0
Px 0,10,15]0,25]0,21(0,3

Tab. 6: Py je pravdepodobnost s akou znidmkou student ukonéi skigku. Pravdepo-
dobnost sa zistila dlhodobym sledovanim vysledkov skusky z Matematiky.
Do tvahy sa nebrala znamka FX.

V roc¢niku je 100 Studentov. Pre planovanie financii je potrebné vediet,
kolko EUR budu asi potrebovat, ak predpokladame, Ze vysledky zo skusky
budu zodpovedat predchédzajicim ro¢nikom.

Riesenie pr. 47: Odhad strednej hodnoty n.p. X je ocakdvani odmena v
priemere na jedného Studenta a smerodajné odchylka predstavuje variabilitu.

4 Zakladné statistické tabul'ky
1. Np. X ~ N(0, 1): F(t) = P(X <t) = (D(t)), pre t € R
2. Nop. X ~ N(0, 1): F~Y(a) = P(X < t) = (®(t)), pre t € R
3. N.p. T ~ t(n): t,; () je a-kvantil pre n.p. T. To znamena
FY(t; () = P(T < t,'(a)) = a,

kde o € {0,75; 0,9; 0,95; 0,975: 0,99; 0,995} an € {1, 2,...,35, 40, 60}.

XNN(MaUQ)
Pravidlo 3o: ay =pu—k-0, bp=p+k-o

110,159 0,841 0,683
210,023 0,977 0,954
30,001 0,999 0,997
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X ~ N(0,1)

Vybrané hodnoty kvantilu: P(X < Q,) = a:

«

0,500

0,900

0,950

0,975

0,990

0,995

0,999

Qa

0,000

1,282

1,645

1,960

2,326

2,576

3,001
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Tab. 7: Ak X ~ N(0,1) a P(X <t+r), potom P(X < 1,55) = 0,93943,

pre t + k =1,55.

t/k

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

o

0,50399

0,50798

0,51197

0,51595

0,51994

0,52392

0,52790

0,53188

0,53586

0,1

0,54380

0,54776

0,55172

0,55567

0,55962

0,56356

0,56749

0,57142

0,57535

0,2

0,58317

0,58706

0,59095

0,59483

0,59871

0,60257

0,60642

0,61026

0,61409

0,3

0,62172

0,62552

0,62930

0,63307

0,63683

0,64058

0,64431

0,64803

0,65173

0,4

0,65910

0,66276

0,66640

0,67003

0,67364

0,67724

0,68082

0,68439

0,68793

0,5

0,69497

0,69847

0,70194

0,70540

0,70884

0,71226

0,71566

0,71904

0,72240

0,6

0,72907

0,73237

0,73565

0,73891

0,74215

0,74537

0,74857

0,75175

0,75490

0,7

0,76115

0,76424

0,76730

0,77035

0,77337

0,77637

0,77935

0,78230

0,78524

0,8

0,79103

0,79389

0,79673

0,79955

0,80234

0,80511

0,80785

0,81057

0,81327

0,9

0,81859

0,82121

0,82381

0,82639

0,82894

0,83147

0,83398

0,83646

0,83891

0,84375

0,84614

0,84849

0,85083

0,85314

0,85543

0,85769

0,85993

0,86214

1,1

0,86650

0,86864

0,87076

0,87286

0,87493

0,87698

0,87900

0,88100

0,88298

1,2

0,88686

0,88877

0,89065

0,89251

0,89435

0,89617

0,89796

0,89973

0,90147

1,3

0,90490

0,90658

0,90824

0,90988

0,91149

0,91309

0,91466

0,91621

0,91774

1,4

0,92073

0,92220

0,92364

0,92507

0,92647

0,92785

0,92922

0,93056

0,93189

1,5

0,93448

0,93574

0,93699

0,93822

0,93943

0,94062

0,94179

0,94295

0,94408

1,6

0,94630

0,94738

0,94845

0,94950

0,95053

0,95154

0,95254

0,95352

0,95449

1,7

0,95637

0,95728

0,95818

0,95907

0,95994

0,96080

0,96164

0,96246

0,96327

1,8

0,96485

0,96562

0,96638

0,96712

0,96784

0,96856

0,96926

0,96995

0,97062

1,9

0,97193

0,97257

0,97320

0,97381

0,97441

0,97500

0,97558

0,97615

0,97670

0,97778

0,97831

0,97882

0,97932

0,97982

0,98030

0,98077

0,98124

0,98169

2,1

0,98257

0,98300

0,98341

0,98382

0,98422

0,98461

0,98500

0,98537

0,98574

2,2

0,98645

0,98679

0,98713

0,98745

0,98778

0,98809

0,98840

0,98870

0,98899

2,3

0,98956

0,98983

0,99010

0,99036

0,99061

0,99086

0,99111

0,99134

0,99158

2,4

0,99202

0,99224

0,99245

0,99266

0,99286

0,99305

0,99324

0,99343

0,99361

2,5

0,99396

0,99413

0,99430

0,99446

0,99461

0,99477

0,99492

0,99506

0,99520

2,6

0,99547

0,99560

0,99573

0,99585

0,99598

0,99609

0,99621

0,99632

0,99643

2,7

0,99664

0,99674

0,99683

0,99693

0,99702

0,99711

0,99720

0,99728

0,99736

2,8

0,99752

0,99760

0,99767

0,99774

0,99781

0,99788

0,99795

0,99801

0,99807

2,9

0,99819

0,99825

0,99831

0,99836

0,99841

0,99846

0,99851

0,99856

0,99861

0,99869

0,99874

0,99878

0,99882

0,99886

0,99889

0,99893

0,99896

0,99900

3,1

0,99906

0,99910

0,99913

0,99916

0,99918

0,99921

0,99924

0,99926

0,99929

3,2

0,99934

0,99936

0,99938

0,99940

0,99942

0,99944

0,99946

0,99948

0,99950

3,3

0,99953

0,99955

0,99957

0,99958

0,99960

0,99961

0,99962

0,99964

0,99965

3,4

0,99968

0,99969

0,99970

0,99971

0,99972

0,99973

0,99974

0,99975

0,99976

3,5

0,99978

0,99978

0,99979

0,99980

0,99981

0,99981

0,99982

0,99983

0,99983
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Tab. 8: Ak T ~ t(n) a P(T < r) = p, potom P(T < 1,53321) = 0,9, pre

T ~ t(4).

n/p 0,75 0,9 0,95| 0,975 0,99| 0,995 0,999
1| 1,00000| 3,07768| 6,31375|12,70620 | 31,82052 | 63,65674 | 318,30884
2| 0,81650| 1,88562| 2,91999| 4,30265| 6,96456| 9,92484| 22,32712
3| 0,76489| 1,63774| 2,35336| 3,18245| 4,54070| 5,84091| 10,21453
4| 0,74070| 1,53321| 2,13185| 2,77645| 3,74695| 4,60409| 7,17318
5| 0,72669| 1,47588| 2,01505| 2,57058| 3,36493| 4,03214| 5,89343
6| 0,71756| 1,43976| 1,94318| 2,44691| 3,14267| 3,70743| 5,20763
7| 0,71114| 1,41492| 1,89458| 2,36462| 2,99795| 3,49948| 4,78529
8| 0,70639| 1,39682| 1,85955| 2,30600| 2,89646| 3,35539| 4,50079
9| 0,70272| 1,38303| 1,83311| 2,26216| 2,82144| 3,24984| 4,29681
10| 0,69981| 1,37218| 1,81246| 2,22814| 2,76377| 3,16927| 4,14370
11| 0,69745| 1,36343| 1,79588| 2,20099| 2,71808| 3,10581| 4,02470
12| 0,69548| 1,35622| 1,78229| 2,17881| 2,68100| 3,05454| 3,92963
13| 0,69383| 1,35017| 1,77093| 2,16037| 2,65031| 3,01228| 3,85198
14| 0,69242| 1,34503| 1,76131| 2,14479| 2,62449| 2,97684| 3,78739
15| 0,69120| 1,34061| 1,75305| 2,13145| 2,60248| 2,94671| 3,73283
16| 0,69013| 1,33676| 1,74588| 2,11991| 2,58349| 2,92078| 3,68615
17| 0,68920| 1,33338| 1,73961| 2,10982| 2,56693| 2,89823| 3,64577
18| 0,68836| 1,33039| 1,73406| 2,10092| 2,55238| 2,87844| 3,61048
19| 0,68762| 1,32773| 1,72913| 2,09302| 2,53948| 2,86093| 3,57940
20| 0,68695| 1,32534| 1,72472| 2,08596| 2,52798| 2,84534| 3,55181
21| 0,68635| 1,32319| 1,72074| 2,07961| 2,51765| 2,83136| 3,52715
22| 0,68581| 1,32124| 1,71714| 2,07387| 2,50832| 2,81876| 3,50499
23| 0,68531| 1,31946| 1,71387| 2,06866| 2,49987| 2,80734| 3,48496
24| 0,68485| 1,31784| 1,71088| 2,06390| 2,49216| 2,79694| 3,46678
25| 0,68443| 1,31635| 1,70814| 2,05954| 2,48511| 2,78744| 3,45019
26| 0,68404| 1,31497| 1,70562| 2,05553| 2,47863| 2,77871| 3,43500
27| 0,68368| 1,31370| 1,70329| 2,05183| 2,47266| 2,77068| 3,42103
28| 0,68335| 1,31253| 1,70113| 2,04841| 2,46714| 2,76326| 3,40816
29| 0,68304| 1,31143| 1,69913| 2,04523| 2,46202| 2,75639| 3,39624
30| 0,68276| 1,31042| 1,69726| 2,04227| 2,45726| 2,75000| 3,38518
31| 0,68249| 1,30946| 1,69552| 2,03951| 2,45282| 2,74404| 3,37490
32| 0,68223| 1,30857| 1,69389| 2,03693| 2,44868| 2,73848| 3,36531
33| 0,68200| 1,30774| 1,69236| 2,03452| 2,44479| 2,73328| 3,35634
35| 0,68156| 1,30621| 1,68957| 2,03011| 2,43772| 2,72381| 3,34005
60| 0,67860| 1,29582| 1,67065| 2,00030| 2,39012| 2,66028| 3,23171
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Tab. 9: Q ~ x?*(n) a P(Q <r) = p. Napriklad P(Q < 9,48773) = 0,95, pre
Q ~ x*(4).

0,25 0,75 0,5 0,1 0,9 0,05 0,95
0,10153| 1,32330| 0,45494| 0,01579| 2,70554| 0,00393| 3,84146
0,57536| 2,77259| 1,38629| 0,21072| 4,60517| 0,10259| 5,99146
1,21253| 4,10834| 2,36597| 0,58437| 6,25139| 0,35185| 7,81473
1,92256| 5,38527| 3,35669| 1,06362| 7,77944| 0,71072| 9,48773
2,67460| 6,62568 | 4,35146| 1,61031| 9,23636| 1,14548|11,07050
3,45460| 7,84080| 5,34812| 2,20413|10,64464| 1,63538|12,59159
4,25485| 9,03715| 6,34581| 2,83311|12,01704| 2,16735|14,06714
5,07064|10,21885| 7,34412| 3,48954|13,36157| 2,73264|15,50731
5,89883|11,38875| 8,34283| 4,16816|14,68366 | 3,3251116,91898
6,73720|12,54886| 9,34182| 4,86518|15,98718| 3,94030 |18,30704
7,5841413,70069 | 10,34100| 5,57778|17,27501 | 4,57481|19,67514
8,43842|14,84540|11,34032 | 6,30380|18,54935| 5,22603|21,02607
9,29907|15,98391|12,33976| 7,04150|19,81193| 5,89186|22,36203
10,16531|17,11693 | 13,33927| 7,78953|21,06414| 6,57063 | 23,68479
11,03654 | 18,24509 | 14,33886 | 8,54676(22,30713| 7,26094|24,99579
11,9122219,36886 | 15,33850 | 9,31224|23,54183| 7,96165|26,29623
12,79193|20,48868 | 16,33818 | 10,08519 | 24,76904 | 8,67176 |27,58711
13,6752921,60489|17,33790 | 10,86494 | 25,98942 | 9,39046 | 28,86930
14,5620022,71781|18,33765|11,65091 | 27,20357 | 10,11701 | 30,14353
15,45177 | 23,82769 | 19,33743 | 12,44261 | 28,41198 | 10,85081 | 31,41043
16,34438|24,93478|20,33723 | 13,23960 | 29,61509 | 11,59131 | 32,67057
17,23962 | 26,03927 | 21,33704 | 14,04149 | 30,81328 | 12,33801 | 33,92444
18,1373027,14134 | 22,33688 | 14,84796 | 32,00690 | 13,09051 | 35,17246
19,0372528,24115 | 23,33673 | 15,65868 | 33,19624 | 13,84843 | 36,41503
19,93934 | 29,33885 | 24,33659 | 16,47341 | 34,38159 | 14,61141 | 37,65248
20,84343|30,43457 | 25,33646|17,29188 | 35,56317 | 15,37916 | 38,88514
21,7494031,52841 | 26,33634 | 18,11390 | 36,74122 | 16,15140 | 40,11327
22,65716|32,62049 | 27,33623 | 18,93924 | 37,91592 | 16,92788 | 41,33714
23,56659 | 33,71091 | 28,33613 | 19,76774 | 39,08747 | 17,70837 | 42,55697
24,47761 | 34,79974 | 29,33603 | 20,59923 | 40,25602 | 18,49266 | 43,77297
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Tab. 10: Q ~ x*(n) a P(Q < r) = p. Napr. P(Q < 2,55821) = 0,01, pre
Q ~ x*(10).

>
~
el

0,025

0,975

0,01

0,99

0,005

0,995

0,001

0,999

0,00098

5,02389

0,00016

6,63490

0,00004

7,87944

0,00000

10,82757

0,05064

7,37776

0,02010

9,21034

0,01003

10,59663

0,00200

13,81551

0,21580

9,34840

0,11483

11,34487

0,07172

12,83816

0,02430

16,26624

0,48442

11,14329

0,29711

13,27670

0,20699

14,86026

0,09080

18,46683

0,83121

12,83250

0,55430

15,08627

0,41174

16,74960

0,21021

20,51501

1,23734

14,44938

0,87209

16,81189

0,67573

18,54758

0,38107

22,45774

1,68987

16,01276

1,23904

18,47531

0,98926

20,27774

0,59849

24,32189

2,17973

17,53455

1,64650

20,09024

1,34441

21,95495

0,85710

26,12448
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21,66599
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29,81947
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8,90652

32,85233
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36,19087

6,84397

38,58226

5,40682

43,82020

N
o

9,59078

34,16961

8,26040

37,56623

7,43384

39,99685

5,92104

45,31475

N
-

10,28290

35,47888

8,89720

38,93217

8,03365

41,40106

6,44668

46,79704

N
N

10,98232

36,78071

9,54249

40,28936

8,64272

42,79565

6,98297

48,26794

N
w

11,68855

38,07563

10,19572

41,63840

9,26042

44,18128

7,52924

49,72823

N
H

12,40115

39,36408

10,85636

42,97982

9,88623

45,55851

8,08488

51,17860

N
v

13,11972

40,64647

11,52398

44,31410

10,51965

46,92789

8,64934

52,61966

N
o)}

13,84390

41,92317

12,19815

45,64168

11,16024

48,28988

9,22213

54,05196

N
~

14,57338

43,19451

12,87850

46,96294

11,80759

49,64492

9,80278

55,47602

N
0o

15,30786

44,46079

13,56471

48,27824

12,46134

50,99338

10,39088

56,89229

N
©

16,04707

45,72229

14,25645

49,58788

13,12115

52,33562

10,98605

58,30117

w
o

16,79077

46,97924

14,95346

50,89218

13,78672

53,67196

11,58795

59,70306




