Nahodné udalosti a pravdepodobnost

1 Nahodné udalosti:
e ista udalost Q) — mnoZina vietkych moznych vysledkov pokusu.
e w € ) sa nazyva elementarna ndhodna udalost — l'ubovolny prvok mnoZiny .
e A C Q) sa nazyva ndhodna udalost — podmnoZina mnoZiny (.

e () sa nazyva nemozna udalost.

Vyrokova logika a ndhodné udalosti

e A asifasne B <—> ANB.

e Aalebo B <—> AUB

o Aneplati <> A°={weQ; w¢A}

Vlastnosti:

)" =
AN B)¢ = A°U B¢
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(AU B)® = A° N B
(ANB)UC = (AUC) N (BUC);
5. (AUB)NC = (ANC)U(BNC);
6. A= (ANB)U(ANB°).
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ANB)U

7. ak A C B, tak B¢ C A°.
vskip 1pc

Definicia 1:
Nech 2 je neprazdna mnozina; Systém podmnozin & mnoziny €2 s vlastnostami:

(s1) 0,2 € S;

(s2) ak A € S, potom A€ € S;

(s3) ak A1, As,... € S, potom U;A; € S;
sa nazyva mnozinovd o-algebra.

Definicia 2:
Nech © je neprazdna mnozina a a S je jej mnozinova o-algebra. Potom dvojica (€2, S) sa nazyva meratelny priestor.

Tvrdenie 1:
Nech (9, S) je meratelny priestor. Potom pre VA, B € S plati, ze AN B € S.

Dokaz. Nech A, B € S. Potom z (s2) vyplyva, ze A°, B¢ € S. Teda z (s3) dostaneme, 7e A°U B¢ € S. Z (s2) vyplyva,
ze (A°U B°)° € S. Pretoze pre mnoziny plati (A°UB°)°=ANDB,tak ANB€S. o



Priklad 1:

Nech Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Zistite, ktoré z nasledujticich systémov podmnozin Q tvoria o-algebru:
a) S ={0,9Q,{1},{2, 3,4, 5, 6} };

b) Se = {0,{1},{2, 3, 4, 5, 6} };

c) Sz =1{Q, {l}v {3}7 {4}7 {27 3, 4,5, 6}};

d) S, =1{0,9,{1, 2},{3, 4},{5, 6}, {1, 2, 3, 4},{1, 2, 5, 6},{3, 4, 5, 6} }.

RieSenie pr. 1: a) a d) Systémy podmnoZin S, Sy st o-algebry.
b) Sy nie je o-algebra, pretoze tam chyba €.
¢) 83 nie je o-algebra, pretoze chybaji napriklad mnoziny {1, 3}, {1, 4}.

Priklad 2:
Nech Q ={1,2,3,4,5,6} a (2, S) je meratelny priestor. Ukazte, ze ak {3,4,5,6},{1,2,3,4} € S, potom {3,4} € S.

RieSenie pr. 2: Ak {3,4,5,6},{1,2,3,4} € S, potom z (s2) vyplyva, ze {1,2},{5,6} € S. Z (s3) vyplyva, Ze,
{1,2} U {5,6} = {1,2,5,6} € S. Nakoniec z (s2) dostaneme, Ze {1,2,5,6}° = {3,4} € S.

Poznamka 1:
Ak Q je nejakd neprazdna mnoZina, potom symbolom 2% sa oznacuje systém vsetkych podmnozin mnoziny €.

Priklad 3:
Nech Q = {1,2,3}. Napiste vietky prvky 2.

Riegenie pr. 3: 29 = {0, {1,2,3}, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3} }.

2 Pravdepodobnost

Definicia 3:
Nech Q # () a S je o-algebra podmnozin mnoziny Q. Pravdepodobnostnd miera (resp. pravdepodobnost) sa nazyva
funkcia P : S — [0,1] s vlastnost’ami:

(p1) P(Q) =1;
(p2) ak Ay € S, k=1,2,... a A;NA; =0 pre i # j, potom P(UpAr) =, P(Ag).

Definicia 4:
Nech Q # (), S je o-algebra podmnozin mnoziny Q a P je pravdepodobnost. Potom trojicu (9,8, P) nazyvame
pravdepodobnostny priestor.

Pre pravdepodobnostni mieru plati vela uZito¢nych vlastnosti. Uvedieme si len niektoré. Skiste dokazat, Ze plati:
Tvrdenie 2: Nech (Q, S, P) je nejaky pravdepodobnostny priestor. Potom plati:
1. P() =0;
2. pre VA € S plati P(A°) =1 — P(A);
3. ak A C B, potom P(A) < P(B);
4. pre VA, B € S plati P(A) = P(AN B) + P(AnN B°);
5. pre YA, B € S plati P((A°NB°¢))=1—- P(AU B);
6. pre VA, B € S plati P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB)

Nech B je nejakd mnozina. Symbolom |B| sa oznaluje pocet prvkov (kardinalita) mnoziny B.

Poznamka 2:

Nech Q # 0, |2] =n < co a S = 2. Potom funkcia P : S — [0, 1] definovana vztahom: P(A) = il‘ ma vlastnosti

pravdepodobnostnej miery a (£2,2, P) je pravdepodobnostny priestor. V tomto pripade plati, ze P({w}) = % pre
Yw € €.
Ide o $pecialny pripad pravdepodobnostného priestoru, ktory sa pouziva pomerne ¢asto.



Priklad 4:

V roé¢niku je 100 studentov, z toho 10 z nich ma krstné meno Jozef a 15-tim z nich sa krstné meno za¢ina na M. Kazdy
z nich ma prave jedno krstné meno. Nahodne vyberieme jedného Studenta. Vypocitajte:

al) Aka je pravdepodobnost, Ze sa bude volat Jozef?

a2) Aka je pravdepodobnost, Ze krstné meno Studenta bude Jozef, alebo sa bude za&inat na pismeno M?

a3) Aka je pravdepodobnost, Ze krstné meno Studenta nebude Jozef a bude sa za¢inat na pismeno M?

ad) Aka je pravdepodobnost, Ze krstné meno Studenta nebude Jozef a nebude sa za¢inat na pismeno M?

RieSenie pr. 4: Nech 2 je mnozina vSetkych Studentov z ro¢nika, A je mnozina tych Studentov z ro¢nika, ktorych
krstné meno je Jozef a B je mnozina vSetkych Studentov z roc¢nika, ktorych krstné meno sa za¢ina na pismeno M.
Vieme, Ze

|2] =100, |A]=10, |B|=15, ANB=10

a kazdy zo $tudentov mé rovnaka pravdepodobnost’, Ze bude vybrany. To znamené, ze P({w} = 0,01, pre Vw €  a
preto plati:

al) P(A) =10/100 =0, 1.

a2) P(AUB)=P(A)+ P(B)=0,1+0,15=0,25;

a3) Pretoze AN B =0, tak B C A°. Teda

P(BN A°) = P(B) = 0,15
ad) Pretoze B°N A° = (AU B)°, tak
P(B°NA°) =1— P(AUB) = 0,75.
(Vsimnime si, ze plati G(AUB) = G(A)+ G(B)-1=10,94+0,85-1=0,75.)

Priklad 5:
HadZzeme hracou kockou, ktorej steny si oznacené ¢islami 1, 2,--- | 6 a vysledok nevidime. Vysledok oznamuji dvaja
asistenti X a Y podla nasledujucich pravidiel:
X : A ak padne ¢islo mensie ako 4, B ak padne ¢islo vacsie ako 3.
Y : C ak padne péarne ¢islo, a D ak padne neparne ¢&islo.
Popiste mnozinu  a vypocitajte P(w) pre kazdé w € Q.

RieSenie pr. 5: Ozna¢me y mnozinu vSetkych moznych vysledkov na hracej kocke. To znamena, Ze
Q0 =1{1,2,3,4,5,6}

a Py(w) = 1/6 pre Yw € Qq. Z hladiska vysledku hodu teda mame pravdepodobnostny priestor (£, 2%, Pp).
Ak zapiSeme hlasenie asistentov ako usporiadané dvojice (X,Y"), potom Q = {(4,C), (4, D),(B,C),(B,D)}. To
znamend, Ze | =4 a

PU(A,C)} = Po({1,2,3} 1 {2,4,61) = Ao({2}) = .

P4 D)} = Ro({1,2:3} 1 {1,3,5)) = Ro({1,3}) = =,
PU(B,C)} = Pol{4:5,61 1 {2.4,61) = Po({4.6}) = .
PU(B,D)} = Po({4,5,61 N {1,3,5}) = Po({5) = 5.

Trojica (€, 2%, P) je pravdepodobnostny priestor, kde |©2| = 4 a ak oznaéime w; = (A, C), ws = (A, D), w3 = (B,C)

a wy = (B, D), potom plati
1 1
P(w) = Plwd) = ¢, Plwz) = Plws) = 3.

Priklad 6:

Modifikujme priklad 5 nasledovne: Mame dve kocky a kazdy z asistentov hlasi vysledok na svojej kocke podla nasle-
dujucich pravidiel:

X : A ak padne ¢islo mensie ako 4, B ak padne ¢islo vicsie ako 3.

Y : C ak padne pérne ¢&islo, a D ak padne neparne ¢islo.

Popiste mnozinu ) a vypocitajte P(w) pre kazdé w € Q.



RieSenie pr. 6: Ozna¢me Qx a Qy mnoziny vSetkych moznych vysledkov na hracich kockach. Teda Qx = Qy =
{1,2,3,4,5,6} a pre kazdé wx € Qx a pre kazdé wy € Qy plati:

Px(wx) = Py(a)y) = %

Méame dva pravdepodobnostné priestory: (Qx, 29X, Px), (Qy, 2%, Py) a plati

Px(4) = Px(B) = Py(C) = Py(D) = .

Vsetky mozné vysledky dvoch hodov st uvedené v tabulke 1.

Qx/Qy | 1 2 3 1 5 6

1 (L1 (1,2) ] (1,3 |14 ] @5 | (L6)
2 2D 2223 @425 ] (@26
3 B, 1) (3,233 | (3.4](35) 36
1 40 [ (4,2 | (43) | @4 45 |46
5 3,1 1 (5,2) | 5,3) | (5. 4) | (5, 5) | (5,6)
6 (6,1) | (6,2) | (6,3) | (6,4) | (6,5) | (6,6)

Tab. 1: Vsetky mo#né vysledky pri hode dvomi kockami (Pr. 6)

Ak zapiSseme hlasenie asistentov ako usporiadané dvojice (X,Y), potom Q = {(A,C),(A, D), (B,C),(B,D)} a
|2] = 4. V tabulke 2 st uvedené vietky mozné pripady:

Qx/Qy | D c D C D C

A (A,D) | (A4,0) | (A,D) | (4,0) | (A, D) | (4,0)
A (A,D) | (A4,C) | (A, D) | (A4,C) | (A, D) | (4,0)
A (A,D) | (A,C) | (A, D) | (4,C) | (A, D) | (4,0)
B (B.D) | (B,C) | (B,D) | (B,C) | (B,D) | (B,C)
B (B.D) | (B,C) | (B,D) | (B,C) | (B,D) | (B,C)
B (B.D) | (B,C) | (B,D) | (B,C) | (B,D) | (B,C)

Tab. 2: Vsetky moZné hlasenia asistentov (X,Y) (Pr. 6)

PretoZe kazda z dvojich v tabulke méa rovnakiu pravdepodobnost nastatia, tak

P((4,€)) = P((4, D)) = P((B,C)) = P(B,D)) = 5= = ¢

Trojica (€, 2%, P) je pravdepodobnostny priestor, kde |2| = 4 a ak ozna¢ime w; = (A, C), we = (A, D), w3 = (B,C)
a wyq = (B, D), potom plati
1
P(w1) = P(wy) = P(w2) = Plws) = T

Poznamka 3:
Pre lepgie pochopenie problematiky je dobré si porovnat priklady 5 a 6.

3 Kombinatoricka pravdepodobnost

Kombinatorickou pravdepodobnostou nazyvame pravdepodobnost, ktort poc¢itame pomocou kombinatoriky. Najskor
si vysvetlime zakladné pojmy.

Definicia 5:

Nech A je mnozina a |A| = n. Potom permutdcia sa nazyva kazda usporiadand n-tica pozostavajica z navzajom
roznych prvkov mnoziny A.

Nech |A| = n, n > 0. Kol'ko n-tic moézeme zostavit z prvkov mnoziny A, ak kazdy prvok smieme pouzit prave raz? Mame
teda n-prazdnych poli¢ok, na ktoré budeme postupne umiestiiovat prvky z mnoZiny A. Hladame v8etky permutécie
(x1,22,...,%y), kde z; € A a pre Vi # j plati z; # z;.



Postup: Ak za¢neme tvorit n-tice od prvého policka, tak na prvé policko méame n moznosti, na druhé n—1 moznosti
%td’., aZ nakoniec na posledné poli¢ko nam zostane prave jeden prvok. Takze mame n-(n—1)----- 2 -1 roznych n-tic.
Cislo ktoré dostaneme, oznacime n! a volame n-faktoridl. To znamena, Ze

n=n-(n—1) - 2.1
a0l =1.

Priklad 7:
Napiste v8etky trojciferné ¢isla, ktoré sa daja zostavit z ¢isel 1,2, 3 tak, Ze kazdé &islo pouZijeme prave raz.

Riegenie pr. 7: 123, 132, 213, 231, 312, 321.

Definicia 6:
Nech A je mnozina a |A| = n. Potom skupina k-prvkov bez ohladu na usporiadanie v skupine (k < n), pri¢om kazdy
prvok sa moze vyskytovat v skupine len raz, sa vola kombindcia k-tej triedy z n réznych prvkov bez opakovania.

Ak |A| = n a Q je mnoZina vietkych kombinacii k-tej triedy bez opakovania prvkov z mnoziny A, potom

-t~

Cislo (Z) volame kombinacéné ¢éislo.

Priklad 8:
Ak A = {1,2,3} a k = 2, potom mnoZina vSetkych dvojic ¢isel z mnoZiny A, pri¢om kazdé &islo moze byt pouzité

najviac jedenkrat, je
Q={{1,2},{1,3},{2,3}}

3 3!
Q = = == 9J.
i <2) ST

Priklad 9:
Mame skupinu piatich studentov

A = {Boris (B), Elena (E), Igor (I), Jana (J), Tana (T)}
Zistite, kolko dvojic a kol'ko trojic z nich je moZno zostavit a vypiste ich.

RieSenie pr. 9: PretoZze |A| =5 a k1 = 2 a ko = 3. Potom pocet vietkych dvojic je

5 51 5.4
<2)3!-2!210‘

5 51 5.4
<3)3!-2!210'

Oznacme 27 mnozinu vSetkych moznych dvojic studentov a Qs mnozinu vSetkych moznych trojic studentov. Potom

a pocet vSetkych trojic je

Q, = {BE,BI,BJ,BT,EI,EJ,ET,1.J,IT, JT}

Q. = {BEI,BEJ, BET, BIJ, BIT, BJT, EIJ, EIT, EJT,1JT}.

Definicia 7:
Nech A je mnozina a |A| = n. Potom skupina k-prvkov z mnoziny A bez ohladu na usporiadanie v skupine, pri¢om
prvky mnoziny A sa mozu v skupine opakovat, sa vola kombindcia k-tej triedy z n-réznych prvkov s opakovanim.

Ak |A| = n a Q je mnoZina v8etkych kombinacii k-tej triedy s opakovanim prvkov z mnoziny A, tak

n+k—1
)



Priklad 10:
Ak A=1{1,2,3} a k =2, potom

O ={{1,1},{1,2},{1,3},{2,2}{2,3}, {3, 3} }.

3+2-1\ /4 4 _@_6
2 \2) 2120 2 T
Priklad 11:

Mame k dispozicii 10 vzoriek vody oznaenych vy ..., v19. Ndhodne vyberieme 3 vzorky. Aka je pravdepodobnost, Ze
vyberieme {v1,vs, vg}?

RieSenie pr. 11: Mnozina A = {v;...,v19} a mnoZzina Q je mnozina vsetkych trojic vytvorenych z mnoziny A tak,
7e na poradi nezalezi. To znamené, Ze

10 100 1098
Q= = =~ —120.
i ( 3 ) 3732 0

KedZe kazda z trojic méa rovnakiu pravdepodobnost’ vytiahnutia, tak

1
P({Ulvv?)avﬁ}) = m

Priklad 12:
Traja kontrolori ¢istiarni odpadovych vod maji urobit v jeden dent po jednej kontrole. Cistiarni je 10. Kazdy si ndhodne
vyberie jednu. Ak4 je pravdepodobnost, Ze vSetci budu kontrolovat tu istu Cistiaren?

RieSenie pr. 12: Mnozina A = {c1,...,c10} a mnoZina ) je mnoZina vSetkych trojic vytvorenych z mnoziny A tak,
7e na poradi nezalezi. To znamené, Ze

1 -1 12!
0] = ( 0*33 >220.

Pocet trojic typu {c;,¢i,cit, i =1,...,10 je 10, teda

10 —
— = 0,04545.
O )

P({{ci,ci,ci}; 1=1,...,10}) =
22
Definicia 8:
Nech A je mnoZzina a |A| = n. Potom usporiadané k-tica (k < n) prvkov mnoziny A, pri¢om kazdy prvok moze byt v
k-tici len raz, sa vola varidcia k-tej triedy z n-roznych prvkov bez opakovania.

Nech |A| = n, n > 0. Kolko k-tic méZeme zostavit z prvkov mnoziny A, ak kazdy prvok smieme pouZit prave raz? Mame
teda k prazdnych poli¢ok, na ktoré budeme postupne umiestiiovat’ prvky z mnoziny A. Hladame vSetky permutécie
(1,2,...,21), kde z; € A a pre Vi # j plati z; # ;.
Postup: Ak zac¢neme tvorit’ k-tice od prvého policka, tak na prvé policko mame n moznosti, na druhé n — 1 moZnosti
atd., aZ nakoniec, pretoZe sme uz pouzili k¥ — 1 prvkov na k-té policko nam zostane n — (k — 1) prvkov. TakZe mame
n-(n—1)-----n—(k—1) roznych k-tic.

Teda ak oznac¢ime €2 mnozinu vSetkych variacii k-tej triedy prvkov z mnoziny A, tak

Q=n-(n—1)---- n—(k—l):%:k!-(Z).

Priklad 13:
Ak A=1{1,2,3} a k=2, potom Q = {12,21,13,31,23,32} a

Q] =3-2=6.

Definicia 9:
Nech A je mnozina a  |A| = n. Varidcia k-tej triedy z n-réznych prokov s opakovanim sa nazyva usporiadana k-tica
prvkov mnoziny A, pri¢om prvky mnoziny A sa mozu v k-tici vyskytovat aj opakovane.

Ak |A| = n a Q je mnoZina vSetkych variacii k-tej triedy s opakovanim prvkov z mnoziny A, tak

Q| = n*.



Priklad 14:
Ak A=1{1,2,3} a k =2, potom
Q = {11,22,33,12,21,13, 31,23, 32}

alQ=32=09.

Priklad 15:

Kontrolér ma urobit’ 3 kontroly v &istiarfiach odpadovych vod v presne stanovenom poradi. Cistiarn{ je 10, pri¢om
Ziadnu nebude kotrolovat’ viackrat. Nahodne vyberie tri z nich. Aka je pravdepodobnost’, Ze bude kontrolovat ¢istiarne
odpadovych vod ¢, ¢4, cg v poradi (ca, cg,cq)?

RieSenie pr. 15: Mnozina A = {¢;...,c¢10} a mnoZina ) je mnozina vsetkych trojic vytvorenych z mnoZiny A tak,
ze na poradi zélezi. To znamena, Ze
[ =10-9-8 = 720.

a teda
1

P({(02706704)}) = ﬁ

Priklad 16:

Kontrolér mé urobit’ pocas troch tyzdiiov 3 kontroly v é&istiarhach odpadovych vdéd v presne stanovenom poradi.
Cistiarni je 10, pri¢om moze kontrolovat tu istu viackrat. Nahodne vyberie tri. Akd je pravdepodobnost, Ze bude
kontrolovat 3-kréat ta istu Cistiaren?

RieSenie pr. 16: Mnozina A = {¢;...,¢10} a mnoZina ) je mnozina vsetkych trojic vytvorenych z mnoZiny A tak,
Ze na poradi zélezi. To znamena, Ze
Q| = 10°
Pocet trojic typu (¢;, ¢i,¢i), i =1,...,10 je 10, teda
. 10
P({(c,ci,¢); i=1,...,10}) = 1000 = 0,01.

Nech mnozina A pozostava z n navzajom roznych prvkov. V tabulkich 3 a 4 st zhrnuté jednotlivé pripady, ktoré
riesia otazku:

Kolko k-tic mozeme vytvorit z prvkov mnoziny A, ak |[A| = n?

Kombinatorika

Kombiné4cie
nezélezi na poradi

Variacie
zélezi na poradi

Prvky sa nemozu opakovat, ( k < n)

Definicia 6

Definicia 8

Prvky sa mozu opakovat

Definicia 7

Definicia 9

Tab. 3: Kombinatorika — moZnosti

Kombinatorika

Kombinéacie
nezélezi na poradi

Variacie
zéleZi na poradi

Prvky sa nemozu opakovat, ( k£ < n)

n
k

oY

Prvky sa mo6zu opakovat

)

nk

Tab. 4: Kombinatoricka — vzorce




