Matematicka Statistika

Cvi€enie 8 — Intervalovy odhad strednej hodnoty a rozptylu

Zdkladné pojmy

Strucny prehlad ,,néstrojov*, ktoré¢ budeme pouzivat. Urcite si pozrite aj uvedené odkazy na
wikipedii — aspoii obrazky (grafy).

Normalne rozdelenie
— uZ pozname

Studentovo rozdelenie / t-rozdelenie
— v tabul’kach alebo cez online kalkulacky

https://en.wikipedia.org/wiki/Student%27s_t-distribution

Vel'mi zjednodusene povedané, ide o zovSeobecnenie normalneho rozdelenia tak, aby sa dalo pracovat’
(a dopracovat’ sa k Statisticky hodnotnym zaverom) aj s mensimi sibormi dat. Cudova povest’ hovori,
ze t-rozdelenie vymyslel kontrolor kvality piva ako zlepSovak, aby sa pri testovani vzoriek neotvorilo
privel’a flia§ a aby kontrolori ostali dlhSie triezvi.
Faktom je, ze t-rozdelenie odvodil W.S. Gosset — naozaj zamestnanec pivovaru (Guiness), a
asi kvoli utajeniu know-how pred konkurenciou publikoval vysledky pod pseudonymom Student.
Distribu¢na funkcia t-rozdelenia sa meni v zavislosti od parametra k=(n-1), kde n je pocet
vzoriek/dat v stibore. Pre rastlice n t-rozdelenie konverguje k normalnemu rozdeleniu N(0,1).
V starsich tabul’kach sa preto uvadzali hodnoty len pre k do 30, pripadne 50. Pri vys$sich hodnotach sa
uz preslo na normalne rozdelenie.

chi-kvadrat / »
— v tabul’kach alebo cez online kalkulacky

https://en.wikipedia.org/wiki/Chi-square distribution

Rozdelenie chi-kvadrat ma vyuzitie pri odhadovani rozptylu. Podobne ako pri t-rozdeleni je zavislé od
parametra k (stupeni vol'nosti), ktory stvisi s po¢tom dat. V tabul’kach sa uvadzaju hodnoty pre k
vi¢sinou do 30 alebo 50. Pre rastuce k rozdelenie x> konverguje k normalnemu rozdeleniu N(k,2k).

Bodovy odhad
Bodovy odhad je najlepsi mozny odhad nezndmeho parametra rozdelenia. Zo Statistického hl'adiska
vsak nie je jasné, do akej miery sa mu da verit’.

Intervalovy odhad

Intervalovy odhad vymedzuje interval, v ktorom sa neznamy parameter nachadza, a zarovein urcuje
spolahlivost’, tj. pravdepodobnost’, nakol'ko sa tomu odhadu da verit’. Je vcelku pochopitelné, Zze ¢im
chceme byt presnejsi (uzsi interval), tym menej sa nam da verit, a naopak, ¢im vys$siu spolahlivost’
odhadu chceme garantovat’, o tol’ko SirS§im intervalom sa poistime.


https://en.wikipedia.org/wiki/Student%27s_t-distribution
https://en.wikipedia.org/wiki/Chi-square_distribution

Riesené priklady

Priklad 1:
Nahodna veli¢ina ma normélne rozdelenie N(,62) s nezndmymi parametrami. Pri 10
pokusoch dostaneme datovy vektor

x=[34789 11 12 13 16 17]

Néjdite intervalové odhady a) strednej hodnoty a b) rozptylu
so spol'ahlivost’ou 0.9 a 0.99.

Riesenie:
Aritmeticky priemer ¢isel v x je m=10. Je to bodovy odhad nezname;j strednej hodnoty.
Bodovy odhad rozptylu: s ="Yan (Zicr...10 (xirm)?) = 22

.....

Pri vypocte delime ¢islom (n-1), ked’ze datovy vektor je len vyberom z celku, nie celok sam (preto tiez
m nie je stredna hodnota, len jej odhad).

a) Spolahlivost’ 0.9

Vzhl'adom na to, ¢o je k dispozicii, musime pouZit’ t-rozdelenie s parametrom 9 (lebo 10-1). Hodnotu
0.9 ako plochu pod grafom funkcie hustoty vyberieme pekne simerne zo stredu, od nejakého -u po u:

-4 -2 4

Cela plocha pod krivkou je 1. Oba odignorované ,,chvosty* musia mat’ po 0.05. Pre h'adané u musi
preto platit’:
-u = to.05,9 a u=109s9

V tabulkéch ndjdeme u = to.95, 9 = 1.8331. Faktor toos,9 je fakticky kvantilova funkcia (inverzna
k distribu¢nej).

Dalej pokracujeme uz podl'a vzorcov z prednasky.
Najdené u je ,,8ité na mieru“ pre rozptyl 1. Vypocitame preto hodnotu d, ktora bude zodpovedat’
odhadovanému rozptylu v nasej tlohe:

d=u*s/Vn =2.7189

A sme doma. Stredna hodnota veli¢iny realizovanej vo vektore x je na 90% v intervale 10 + 2.7189.
Z posledného vzorca vidno, Ze mensi rozptyl alebo viac pokusov vedia zuzit' interval odhadu.



Spol’ahlivost’ 0.99

Len zmenime par drobnosti .
u = tog9s,9 = 3.2498

d=4.82

Stredna hodnota veli€iny realizovanej vo vektore x je na 99% v intervale 10 + 3.2498 .
Vsimnime si, ako vyssi tlak na spolahlivost’ vysledku vedie nutne k SirSiemu intervalu odhadu.

b) Spol'ahlivost’ 0.9

Bodovy odhad rozptylu uz pozname, staci si pripomenut’ :
§2=22

Budeme pracovat’ s rozdelenim chi-kvadrat, stupen volnosti 9 (lebo 10-1).
Spol'ahlivost’ 0.9 musime “vystrihnat™ ako plochu pod grafom funkcie hustoty, a to zase pekne zo
stredu. Ked’ze graf nie je symetricky, “zo stredu” tu chapeme iba kvantitativne, t.j. Ze oba
odignorované chvosty musia mat’ po 0.05.
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Vyfarbena plocha siaha od u; = x%0.0s.0 = 3.33 po u> = y%0.9s,0 = 16.92 (ndjdeme v tabulkéch).
Pokracujeme dosadenim do zékladnych vzorcov:
o’ € (L,P)

kde L=(n-1)*s*u, =11.7
P=(n-1)*s’/u; =59.46

Rozptyl skiimanej ndhodnej veli¢iny sa na 90% nachadza v intervale (11.7, 59.46) .
Spolahlivost’ 0.99
Zmenia sa iba hodnoty u, a to nasledovne (z tabuliek): ui = %%0.00s,0 = 1.73 po w2 = ¥%0.995,0 = 23.59.
Nasledne
L=28.39
P= 114.45

Rozptyl skiimanej ndhodnej veli¢iny sa na 99% nachédza v intervale (8.39, 114.45).
Za vyssie istoty zaplatime $ir§im intervalom.



Priklad 2a:

Néhodna veli¢ina mé& normalne rozdelenie N(i1,22) s neznamym parametrom i, ktorého
bodovy odhad na zdklade 10 dat je m=10.

N4jdite intervalovy odhad strednej hodnoty so spol'ahlivostou 0.9.

RiesSenie:

Priklad je urceny iba na precvicenie vzorcov, v praxi sa tazko stretnete so situdciou, Ze mate

k dispozicii presnu hodnotu rozptylu, ale nepoznate presne strednt hodnotu. A uz vobec nie pri 10
udajoch v datovom vektore.

Ak pozname presne 6%, pouZzijeme normélne rozdelenie. Postup je rovnaky ako vysSie.
u=F10.95) = 1.645.
d=u*s/Vn =2.4399

Stredna hodnota veli¢iny je na 90% v intervale 10 + 2.44.

Priklad 2b:

Nahodna veli¢ina ma normélne rozdelenie N(10,6%) s nezndmym parametrom 62, ktorého
bodovy odhad na zéklade 10 dat je s*=22.

N4jdite intervalovy odhad rozptylu so spol'ahlivost'ou 0.9.

RiesSenie:
Budeme pracovat’ s rozdelenim chi-kvadrat, stupen volnosti 10 (!! lebo p madme presné).
Pocitame

ur = y%0.0s, 10 = 3.94

w2 = %2095, 10 = 18.31

Pokracujeme dosadenim do zakladnych vzorcov:
o’ € (L,P)

kde L= n*s*u, =12.015
P=n*s?/u, =55.838

Rozptyl skiimanej ndhodnej veli¢iny sa na 90% nachédza v intervale (12.015, 55.838) .
Poznamka.

V priklade 2 sme mali rovnaké hodnoty ako v priklade 1. Vysledky sme vSak dostali presnejsie
(mensie intervaly). Je to vd’aka tomu, Ze vstupné hodnoty boli “kvalitnejsie” (presné, nie odhady).



Priklad 3:
Nahodn4 veli¢ina ma normalne rozdelenie N(u,6°) s nezndmymi parametrami. Pri 1000
pokusoch dostaneme datovy vektor, z ktorého ur¢ime bodové odhady

m=11, s2= 49
N4jdite intervalové odhady a) strednej hodnoty a b) rozptylu so spolahlivostou 0.95.

Riesenie:
Ak by sme chceli postupovat’ tak, ako v predoslom priklade, vel'mi rychlo narazime na limity tabuliek.
Tade cesta nevedie. Vychodiska su dve.

L

Ak mame k dispozicii dobry softvér alebo pripojenie na internet, potrebné hodnoty si ndjdeme tam, na
internete je dnes skoro vietko.!

a) Studentovo t-rozdelenie, stupeii vol'nosti 999, 0.975-kvantil :

v = 999
T — 196234 P-1x] <X < [x])= ~ |0.95
0.4
03
B 02
0.1
0.0
3 2 1 0 1 2 3
X
p=EX)=0 o=S5D(X)=1001 o= Var(X)= 1002

Mame teda u =t 0975, 999 = 1.96234.
Odtial dostavame d = 1.96234 * 7/999 = 0.4346
Strednt hodnotu teda na 95% odhadujeme v intervale 11 + 0.4346

b) Poéitajme u; = Xzo_ozs, 999 = 913.301
U = X20,975, 999 = 1088.48707

V = 999 v =999

T = 913.301 P(X<x)= v 0.025 s
T = 108848707 P(X<x)= v 0.975
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Odtial mame L =999*49 /1088.48707 =44.975
P =999%49 /913.301 =53.598

Rozptyl skiimanej nahodnej veli¢iny sa na 95% nachadza v intervale (44.975, 53.598) .

! Vyuzivam https://homepage.divms.uiowa.edu/~mbognar/applets/



https://homepage.divms.uiowa.edu/~mbognar/applets/

II.
Ak nemame k dispozicii dobry softvér ani pripojenie na internet, potrebné hodnoty najdeme
aproximaciou pomocou normalneho rozdelenia.

a) Pri tisicke dat si m6zeme dovolit’ pracovat’ s s?>=49 ako s presnou hodnotou rozptylu. Vtedy je
namieste pouzit’ normalne rozdelenie.

u=F1(0.975)=1.96
d=1.96 *7/41000 =0.4338645

Strednu hodnotu teda na 95% odhadujeme v intervale 11 + 0.434

Ak porovname tento vysledok s tym presnejsim v Casti L., vidime, ze rozdiel je zanedbatelny.

a) Namiesto chi-kvadratu pouzijeme normalne rozdelenie N(1000,2000). Zaroven odhad stredne;j
hodnoty budeme povazovat’ za presny a pouzijeme tomu prislichajici vzorec s n=1000.

Pocitajme: F(u)=0.025
Fa( (11-1000) / ¥2000 ) = 0.025 /0.025 je menej ako 0.5, musime aplikovat’ fintu
1-Fu( ~(u1-1000) / ¥2000 ) = 0.025
Fu( -(11-1000) / V2000 ) = 0.975
~(u1-1000) / V2000 = F,'(0.975)
~(u1-1000) / V2000 = 1.96
u; =-1.96%72000 + 1000 = 912.35

F(u2) =0.975

Fa( (12-1000) / ¥2000 ) = 0.975
(u2-1000) / V2000 = F,'(0.975) = 1.96
w = 1.96*v2000 + 1000 = 1087.7

Ziskané hodnoty u;, dosadime:

L =1000*49 /1087.7 =45.0492
P =1000*49 /912.35 =53.7075

Rozptyl skiimanej nahodnej veli¢iny sa na 95% nachadza v intervale (45.004 , 53.654) .
Porovnanie s presnym vysledkom z Casti I ukazuje vskutku nepodstatné odchylky.

Poznamka:

Obdivuhodne presné vysledky ziskané cestou aproximacie vd’acia za svoju kvalitu hlavne velkému

mnozstvu dat (1000). Ak by ich bolo iba 100, odchylky budu trochu vacsie, avSak stale to bude
pouzitelné.



Neriesené priklady

1. Je dand nahodn4 veli¢ina X ~ N(u,6%) s nezndmymi parametrami. V 12 pokusoch sme
ziskali ako jej konkrétnu realizaciu vektor hodndt x=[223344445557].

a) N4jdite bodovy odhad p, o2 . 4,2)

b) Néjdite intervalovy odhad p, 6? so spol'ahlivostou 0.9 a 0.95.
(pre 0.9: 4+0.7332,[1.1179, 4.8140])

¢) Ak spolahlivost’ ma intervalovy odhad p s dizkou intervalu 2.6 ? (0.99)

d) Akt spol’ahlivost’ m4 intervalovy odhad o2, ak hornd hranica intervalu je
desatnasobkom dolnej hranice? (0.99)

2. Je dana nahodna veli¢ina X ~ N(p,6%). V 12 pokusoch sme ziskali ako jej konkrétnu
realizaciu vektor hodnot x.

a) Najdite intervalovy odhad p so spol’ahlivostou 0.9 a 0.95, ak viete, Ze 6> = 2
(presne) a m = 4 (bodovy odhad).

b) Né4jdite intervalovy odhad o so spolahlivostou 0.9 a 0.95, ak viete, Ze pu=4
(presne) a s*> = 2 (bodovy odhad).

3. Je dana nahodna veli¢ina X ~ N(p,6%) s nezndmymi parametrami. V 144 pokusoch sme
ziskali ako jej konkrétnu realizaciu vektor hodnét x s bodovym odhadom strednej hodnoty
m=5 a variancie s*=9
a) N4jdite intervalovy odhad p, 6> so spol’ahlivostou 0.9 , 0.95 a 0.99.
(pre 0.9: 5+ 0.41125, [7.487, 11.057])

b) Akt spolahlivost ma intervalovy odhad p s dizkou intervalu 0.4? (0.5762)

¢) Aku spolahlivost’ ma intervalovy odhad 6° , ak horna hranica intervalu je
dvojnasobkom dolnej hranice? (0.995)
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