Matematicka Statistika

Cvi€enie 6 — Dvojrozmerné nahodné veli€iny

Kovariancia
cov(X,Y) = E(X*Y) - E(X)*E(Y)

Korela¢ny koeficient
PX,Y) = cov(X,Y) / (D(X)*D(Y))"?

Vel'mi povrchne povedané, kovariancia je polotovar na d’alSie vypocty.
Korela¢ny koeficient je miera linearnej zavislosti (pre zaciatok) dvoch veli¢in.
Cim blizgie k 1, tym viac priama imernost,
¢im blizsie k -1, tym viac nepriama imernost,
¢im blizsie k 0, tym menej linearne (!) zavislé.

Niekol’ko uzitoénych vzorcov, pomocou ktorych sa dé pracovat’ s disperziou a kovarianciou.

cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) cov(aX+b, Y) =a cov(X,Y)
cov(X,X) =D(X) cov(X+Y, Z) = cov(X,Z) + cov(Y,Z)

cov(X,Y) = cov (Y,X) D(X+Y)=D(X) + 2cov(X,Y) + D(Y)



Riesené priklady

Priklad 1:

V krabici je 10 mysi, 7 samic a 3 samce. Nahodne vyberieme 5 jedincov. Pocet samcov vo
vybere oznac¢ime m, pocet samic f. Prislu§né ndhodné veli¢iny nazveme M a F.

a) Aké hodnoty nadobudaju veli¢iny M a F?

b) Zostavte pravdepodobnostnu tabul’ku pre M a F osobitne.

¢) Zostavte pravdepodobnostnt tabul’ku pre jednotlivé dvojice hodnot [m,f].

d) Vypocitajte kovarianciu a korela¢ny koeficient.

Riesenie:
a) M nadobuda hodnoty m v rozsahu 0 az 3. F nadobuda hodnoty f v rozsahu 2 az 5. Menej ako 2 sa
ned4, lebo do poctu 5 sa to aspont dvoma samicami musi doplnit’.

b) Pravdepodobnosti budi mat’ v menovateli C(10,5) = 252.

0 samcov vo vybere = 5 samic, vieme ich vybrat' C(7,5) = 21 sp6sobmi

1 samec vo vybere = aj 4 samice, vieme ich vybrat' C(3,1)*C(7,4) = 105 sposobmi
2 samce vo vybere = aj 3 samice, vieme ich vybrat' C(3,2)*C(7,3) = 105 spésobmi
3 samce vo vybere = aj 2 samice, vieme ich vybrat’ C(3,3)*C(7,2) = 21 spésobmi

M |0 1 2 3 spolu

Pwm 21/2522 1/12 105/252: 5/12 105/252: 5/12 21/252: 1/12 1

Hodnoty v tabul’ke pre F nemusime pocitat’, uz ich mame (ako, kde a preco?) :

F |2 3 4 5 spolu

Pr 21/252: 1/12 105/252: S/12 105/2522 5/12 21/252: 1/12 1

Preco musia byt’ pravdepodobnosti v oboch tabul’kach rovnaké? Lebo M a F s v tomto priklade
navzajom Uplne zavislé. Ak pozname hodnotu m, vieme presne ur€it’ f a naopak — m+f=>5.

c) Cista zavislost’ sa prejavi aj v tabul’ke zdruZenej pravdepodobnostnej funkcie.

F\M | 0 1 2 3

2 0 10 |0 |

0 0 a2 | 0

3
4 0 ha | 0 0
5

Y121 0 0 0
d) Hadajme/pocitajme postupne: EM)=1.5, E(F)=3.5 (uhadnuté vd’aka symetrii)
D(M) = (0*1+1*542/2%5+3/2%1)/12 - 1.5"2 = 7/12
D(F) = (2"2*143/2*5+4/2%5+5"2*1)/12 - 3.5"2 =7/12 (pre M a F rovnaké hodnoty!)

cov(M,F) = (2#3*143%2%5+4* 545%0*1)/12 - 1.5%3.5 = -7/12

p(M,F) =-1 (Cista nepriama imernost’)

Vysledok -1 sa dal ocakavat’.



Priklad 2:

V krabici je 8 mysi, 4 Cierne, 3 biele a 1 strakatd. Nahodne vyberieme 4 jedince. Pocet
¢iernych vo vybere oznacime €, pocet bielych b a pocet strakatych s. Prislusné nahodné
veli¢iny nazveme C, B a S.

a) Aké hodnoty nadobudaju veli¢iny C, B a S?

b) Zostavte pravdepodobnostni tabulku pre C, B a S osobitne.

¢) Zostavte pravdepodobnostné tabul’ky pre jednotlivé dvojice hodnét [E,b], [E,s], [b,s].

Riesenie:
a) C: ¢=0,1,2,3.4
B: b=0,1,2,3
S: s=0,1
b) Vsetkych moznosti je spolu C(8,4) = 70.

0 ¢iernych vo vybere = 4 iné, vieme ich vybrat’ jedinym spdsobom (vSetky necierne)
1 ¢ierna vo vybere = aj 3 iné, vieme ich vybrat’ C(4,1)*C(4,3) = 16 sposobmi

2 Cierne vo vybere = aj 2 iné, vieme ich vybrat’ C(4,2)*C(4,2) = 36 sposobmi

3 ¢ierne vo vybere = aj 1 ina, vieme ich vybrat’ C(4,3)*C(4,1) = 16 sposobmi

4 ¢ierne vo vybere = Ziadne iné, vieme ich vybrat’ C(4,4)= jedinym sposobom

0 bielych vo vybere = 4 iné, vieme ich vybrat’ C(5,4) =5 sp6sobmi

1 biela vo vybere = aj 3 iné, vieme ich vybrat’ C(3,1)*C(5,3) = 30 spdsobmi
2 biele vo vybere = aj 2 iné, vieme ich vybrat’ C(3,2)*C(5,2) = 30 spdsobmi
3 biele vo vybere = aj 1 in4, vieme ich vybrat’ C(3,3)*C(5,1) = 5 spoésobmi

0 strakatych vo vybere = 4 iné, vieme ich vybrat’ C(7,4)= 35 spdsobmi
1 strakata vo vybere = aj 3 iné, vieme ich vybrat’ 1*C(7,3)= 35 spdsobmi

(O] 1 2 3 4 spolu
Pe | Y70 | 70 | %0 | 0 | Vo | 1
B |0 1 2 3 spolu

Pe | 370 | %70 | %0 | 30| 1

S |0 1 spolu

P | 370 | ¥/ | 1




c)

Vztah C a B:

Potrebujeme vyplnit tabul’ku 5x4. Za¢nime polickami, kde bude nula, teda nemozné kombinécie.

presiahol v sucte hodnotu 4. Do takych poli¢ok vpiSeme nulu.

musi byt’ preto nutne aspon 3.

Predovsetkym, ak tahame 4 mysi, nie je mozné aby pocet bielych a ¢iernych vo vybere

Podobne, ak je strakata iba 1, vo vybere 4 ks musia byt aspon tri biele alebo ¢ierne. Stucet ¢+b

B\C 0 1 2 3 4 spolu
0 0 0 0

1 0 0 0

2 0 0 0

3 0 0 0

spolu

Ostalo nam vyplnit’ 8 poli¢ok. Vieme, ze v menovateli bude stale 70. Vycislime Citatele:

4 ¢ierne a 0 bielych: C4,4)=1

3 Cierne a 0 bielych, doplnené 1 strakatou C4,3)=4

3 Cierne a 1 biela: C4,3)*C(3,1)=12

2 ¢ierne a 1 biela, doplnené 1 strakatou C4,2)*C(3,1)=18

2 Cierne a 2 biele: C(4,2)*C(3,2)=18

1 ¢ierna a 2 biele, doplnené 1 strakatou C4,1H)*C3,2)=12

1 ¢ierna a 3 biele: C4,1)*C3,3)=4

0 ¢iernych a 3 biele, doplnené 1 strakatou C(4,0)*C3,3)=1

B\C 0 1 2 3 4 spolu
0 0 0 0 /10 Y10

1 0 0 /70 /7 0

2 0 12/ 70 18/ 70 0 0

3 20 470 0 0 0

spolu

Nakoniec urobime kontrolné stiéty po riadkoch a stipcoch.

B\C 0 1 2 3 4 spolu
0 0 0 0 /70 Y10 /70

1 0 0 18/20 /7 0 3%
2 0 12/ 70 18/ 70 0 0 30/ 70

3 1/70 4/ 70 0 0 0 5/ 70
spolu Y70 /70 36/79 /70 Y70 1

Vysledné (tzv. marginalne) sucty su presne tie hodnoty, ktoré sme mali v tabul’kach v Casti b). To
samozrejme neprekvapuje. Ide zaroven o dobru rychlu kontrolu spravnosti vypoétu. Pri troche

skusenosti mozeme do tabul’ky vopred vyplnit’ marginalne sucty a usetrit’ si po€itanie.
Ukazeme si to na d’alsej tabul’ke.




Vztah SaC:

Doplnime to tabul’ky nuly — stucet ¢+s nesmie byt viac ako 4, ale zdroven nesmie byt 0 (Iebo st len 3
biele na doplnenie do 4). Ostava 8 policok na pocitanie.

S\C 0 1 2 3 4 spolu
0 0

1 0

spolu

Doplnime marginalne hodnoty.

Zaroven bez osobitného pocitania vieme doplnit’ do tabul’ky dve hodnoty.

S\C 0 1 2 3 4 spolu
O O 1/ 70 35/ 70

1 1/ 70 0 35/ 70
spolu 1/70 16/70 36/70 16/70 1/70 1
0 strakatych a 1 ¢ierna, doplnime 3 biele: C4,1)*C(3,3)=4

Napiseme do tabul’ky a hned’ vieme doplnit’ aj hodnotu pod tym.

S\C 0 1 2 3 4 spolu
0 0 */70 /70 /10

1 Y70 /70 0 370
spolu 1/70 16/70 36/70 16/70 1/70 1

0 strakatych a 2 ¢ierne, doplnime 2 biele:
Napiseme do tabul’ky a hned’ vieme doplnit’ aj hodnotu pod tym. Zaroven vSak uz vieme vyplnit’ aj

stipec vpravo.

C(4,2)*C(3,2) = 18

S\C 0 1 2 3 4 spolu
0 0 */70 "8/70 /79 /70 /10

1 /70 "2/70 "%/70 */70 0 /70
spolu /70 /70 *5/20 /79 /70 1

Statilo teda vyratat’ 2 hodnoty z 8 a ostatné sa uz len podopifali.




VztahBaS:

Radi by sme doplnili do tabul’ky nuly, ale také policka tu aktualne nie su. Tak aspoi nahodime

marginalne sucty.

B\S 0 1 spolu
0 5/70

1 30/70

2 30 /7 0

3 °/70
spolu 33/70 33/70 1

Budeme musiet’ vyratat’ 3 hodnoty, ostatné sa budu dat’ doplnit’.

Biele Strakaté Ci Moznosti:

0 0 4 C3.,00*C4.4) =1
1 0 3 C3,H)*C4,3)=12
2 0 2 C(3,2)*C(4,2)=18
B\S 0 1 spolu

0 70 3/70

1 12/29 30

) 8/ 30/

3 5/70

SpOlll 35/ 70 35/ 70 1

Zvysnych 5 uz vieme doplnit™:

B\S 0 1 spolu

0 20 470 3/70

1 2/ 18/ 30/20

) 8/, [ 30/

3 4/70 /70 3/70

SpOlll 33/70 33/70 1




Priklad 3 5
Pre dvojice B a S, B a C n4jdite kovarianciu a korela¢ny koeficient.

Riesenie:
Iba dosadime do zndmych vzorcov.

Clo0 1 2 3 4 spolu

Pe | Y70 | 70 | *%70 | 0 | Vo | 1

E(C)=2

D(C) = (0%1 + 1¥16 + 436 + 9%16 + 16¥1) /70 - 4 = 32/7 - 4 = 4/7
B |0 1 2 3 spolu

Pe | /70 | %0 | 3% | 0| 1

EB)= 1.5

D(B) = (0*5 + 1*30 + 4*30 + 9*5) /70 - 2.25 =32/7 - 4 =15/28
S |0 1 spolu

Pe | ¥/ | ¥ ] 1

ES) = 0.5

D(S) = (0%35 + 1*35) /70 - 0.25 = 1/4

DvojicaB a S
Kovarianciu pocitame z tabul’ky zdruZenej pravdepodobnostnej funkcie pre B a S.

B\S 0 1 spolu
0 /20 */70 >/70

1 30/70
2 30/70

3 4170 /70 3/70
spolu /70 /70

COV(B,S) = (0*0* 1+0% 1 *124+0%2% | 8+0* 34+ 1 *0*4+1* [ *18+1*2% [ 2+1%3*)/70 — 0.5%1.5 = -3/28
p(B,C) = cov(B,S) / (D(B)*D(S))"? = -3/(105)2 = -0.29

Korela¢ny koeficient hovori o slabSej (uroven 0.29 z max. 1) nepriamej umernosti. V tabulke je
naznacend farebne.



DvojicaBa C
Kovarianciu pocitame z tabul’ky zdruzenej pravdepodobnostnej funkcie pre B a C.

B\C 0 1 2 3 4 spolu
0 0 0 0 4/70 Y70 >0

1 0 0 0 3979

2 0 0 0 3939

3 Y70 0 0 0 0 370
spolu Y70 /20 36/7 /20 Y70 1

Prejdeme sa po vSetkych polickach s nenulovou pravdepodobnostou a tiez vynechiame prvy riadok a
prvy stlpec, v ktorych sa takisto nasobi nulou.

E(B*C) = (1*¥2%18 + 1*3*12 + 2% 1%12 + 2*2*18 + 3*1*4) / 70 = 18/7
cov(B,C) = E(B*C) - E(B)*E(C) = -3/7

Korela¢ny koeficient

p(B,C) = cov(B,C) / (D(B)*D(C)) 2 = -(3/5)"2=-0.7746

Korela¢ny koeficient hovori o nepriamej umernosti, linedrna vizba ma silu 0.77 z 1, zvySnych 0.23 je

(192

Sum”.




Priklad 4
Nahodna veli¢ina (X,Y) je dand zdruzenou funkciou hustoty nasledovne:

f(x,y) = 1-xty na [0,1]x[0,1]
0 inde

N4jdite funkcie f(x), f(y) — analogie k marginadlnym suctom.
Vypocitajte strednti hodnotu a disperziu samostatne pre X, Y.
Vypocitajte kovarianciu a korela¢ny koeficient pre dvojicu X a Y.

RiesSenie:

Zdruzena funkcia hustoty f(x,y) je analogiou tabul’ky zdruzenej pravdepodobnostnej funkcie.
Funkcie hustoty pre samostatné veli¢iny X, Y musime néjst’ integrovanim ako analégiou

k marginalnym suctom.

fx) =J .1y f(xy) dy =Jo. 1y 1xcty dy = [(1-x)y +y2/2]' = 3/2 - x

f(y) = 0.0 f(xy) dx =[ 0.1 1-x+y dx = [(1+y)x - x"22]o' = 112 +y

E(X) = J 0.1 x*f(x) dx = J (0. 1) x*(3/2-x) dx = [0.75x"2-x3/3]o! = 5/12
E(Y) =] 0.1 y*f(y) dy = [ 0, 1) y*(1/2+y) dy = [0.25y"2-y"3/3]o' = 7/12
D(X) = J 0.1y x**f(x) dx — (5/12)> = 11/144

D(Y) =[ 0.1, y?**f(y) dy — (7/12)* = 11/144

cov(X,Y) = J o) [ 0.1y xy(1-x+y) dxdy — 5/12%7/12 = (36-35)/144 = 1/144
p(X,Y) = (1/144) / (11/144*11/144)2=1/11 = 0.090909...

Vo vztahu veli¢in X, Y mdzeme konstatovat’ iba zanedbatel'né stopy linearnej zavislosti — priame;j
umernosti.



Priklad 5

a) Dokazte, ze plati D(aX) = a’ D(X)
cov(aX, bY) =ab cov(X,Y)
b) Dokazte, ze plati cov(X, U+V) = cov(X,U) + cov(X,V)
b) Zjednoduste cov(aX+bY, cU+dV)
Riesenie:

Postupujeme podla vzorcov. Uvadzame detailny rozpis krokov, po porozumeni principu vSak bude
zrejmé, Ze ide o samozrejmosti, ktoré nie je nutné takto otrocky vypisovat’. Ciel'om je, aby ste tomu

rozumeli a zbyto¢ne nevypisovali...

a)

b)

D(aX) = cov(aX,aX) = a cov(X,aX) = a cov(aX,X) = a’ D(X)

cov(aX, bY)=acov(X,bY)=a cov(b¥,X) = ab cov(Y,X) = ab cov(X,Y)
cov(X, U+V) = cov(U+V,X) = cov(U,X) + cov(V,X) = cov(X,U) + cov(X,V)
cov(aX+bY, cU+dV) = cov(aX,cU+dV) + cov(bY,cU+dV) =

= cov(aX,cU) + cov(aX,dV) + cov(bY,cU) + cov(bY,dV) =

=ac cov(X,U) + ad cov(X,V) + bc cov(Y,U) + bd cov(Y,V)

Na zapamaitanie si vSetkych pravidiel staci, ak si predstavite cov ako nasobenie a D ako druhu
mocninu. VSetky upravy maju rovnaky charakter ako tradi¢né roznasobovanie a umociovanie.

Priklad 6
Je dand dvojica ndhodnych veli¢in X, Y. Vieme, Ze

D(X)=1.21, D(Y)=0.96, cov(X,Y)=1

Vypocitajte, Comu sa rovna

a) D(2X-Y)

b) cov(2X+Y, X-2Y)

Riesenie:

a)  D2X-Y) = cov(2X-Y,2X-Y) = 4D(X) - 4cov(X,Y) + D(Y) = 4.84 - 4+ 0.96 = 1.8
b)  cov(2X+Y, X-2Y) = 2D(X) - 3cov(X,Y) - 2D(Y) = 2.42 -3*1 -1.92=-2.5

Ak treba, napiSte si postup Gprav po mensich krokoch.



Neriesené priklady

1. Vo vrecku su (na hmat zhodné) kocky — 5 bielych, 3 zelené a 2 modré. Naslepo t'ahame 4
kocky. Sledovanymi veliCinami st

B — pocet bielych kociek,

Z — pocet zelenych kociek

M - pocet modrych kociek vo vybere.

a) Aké hodnoty nadobudaju B, Z, M ? Napiste ich pravdepodobnostné tabul’ky.

b) Zostavte tabul’ky pravdepodobnosti pre B X Z, B x M, Z x M.

b*) Kto sa prili§ nudi, méze aj 3D-tabulkupre BxZxM )

¢) Vypocitajte charakteristiky veli¢in B, Z, M a po dvojiciach ich vzajomnu kovaranciu /
korelacny koeficient.

2. HadZeme dvojicou hracich kociek (zelena a modra). Sledujeme ndhodné veli¢iny M =
maximum z oboch ¢isel a S = sucet oboch ¢isel.

a) Aké hodnoty nadobtidaji M a S ? NapiSte ich pravdepodobnostné tabul’ky.

b) Zostavte tabul'ku pravdepodobnosti pre M x S.

c¢) Vypocitajte charakteristiky veli¢in B, S a ich vzdjomnu kovaranciu / korela¢ny koeficient.

3. Je dané dvojica ndhodnych veli¢in X, Y.

Vieme, Ze
E(X)=3 D(X)=4
E(Y)=2 D(Y)=9
cov(X,Y)=3
Vypocitajte, Comu sa rovna
D(2X+3Y)
D(7Y-2X)

cov(2X-3Y, 3X+2Y)

4. Je dana trojica ndhodnych veli¢in X, Y, Z. Vieme, Ze

E(X)=3 D(X)=4

E(Y)=2 D(Y)=9

E(Z2)=4 D(Z)=12
cov(X,Y)=3
cov(X,Z)=5
cov(Y,Z) =8

Vypocitajte, Comu sa rovna
D(X+Y+Z)
D(2X-3Y-7)

cov(2X-3Y, Y+3Z7)
cov(X+2Z, 3X+Y-27)
cov(3X-2Y-Z, -X+3Y+4Z7Z)
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