Matematicka Statistika

Cvi€enie 3b — Nahodna veli€ina — spojita

Pri spojitej ndhodnej veli¢ine mame nekonecne (nespocitatel'ne) vel'a moznych hodndt
(elementarnych udalosti), ktorych pravdepodobnost’ je v podstate nulovd. Menime preto uhol
pohl'adu a budeme skiimat’ nahodné udalosti, ktoré budu pozostavat’ z intervalov alebo
rozliénych kombinacii intervalov. Napr. nebudeme sa pytat’ na pravdepodobnost’, ze Betka
pride na rande presne o 14tej, ale na pravdepodobnost’, Ze sa dostavi povedzme medzi 13.55 a
14.05.

Miesto tabuliek hodnét a ich pravdepodobnosti budeme mat’ mnozinu M moznych
elementarnych udalosti x (najcastejSie interval) a funkciu hustoty f, ktora im priradi hodnotu
f(x). Pozor, jej hodnoty nie su (!!) pravdepodobnosti tak ako to bolo pri P(x).

Distribuc¢na funkcia F(x) ( v distrétnom pripade kumulativna suma hodnét P(x) ) bude
integralom z f(x) od pociatku po x. Podobne jednotlivé charakteristiky budeme pocitat’ cez
integraly. Predpoklada sa, ze integrovat’ viete ...

X:
X EM, kde M je napr. [a, b] alebo (-0, b] a pod.
f(x) — funkcia hustoty
F(x) = [(o.x f(t) dt  — distribu¢na funkcia

Musi platit’ o, ) f(x) dx =1 (preo?)
Pri integrovani méZeme znaky -co, oo nahradit” hranicami intervalu, v ktorom je f nenulova.
Stredna hodnota

E(X) = [, o) tHf(t) dt

Rozptyl (disperzia, variancia)
D(X) = var(X) = o* (X) = E((X-E(X))*) = E(X*) - (E(X) )’

= Jwo0) £¥f(1) dt - (E(X) )

Koeficient Sikmosti
1= E((X - B(X))* ) /(D(X))*? = Jwo, ) (x - E(X))* *f(x) dx / ( D(X) ) *?

Koeficient Spicatosti
2= E((X-EX))*)/(D(X))?- 3
= [0, (x - E(X))* *f(x) dx / ( D(X) )2 - 3



Riesené priklady

Priklad 1:
Je dana ndhodna veli¢ina X s funkciou hustoty

f(x)= k*x*> na]0, 2]
0 na R\[0,2] tato vetva sa ¢asto nepise, ale implicitne tam je vzdy

a) Urcte hodnotu k.

b) Najdite F(x)

c¢) Nakreslite graf f a F a vyznacte v nich P(0.5<x<1.5)

d) Vypocitajte E(X), D(X) a pripadne d’alSie charakteristiky.

e) Najdite kvantilova funkciu. Vypocitajte median a 0.83-kvantil.
f) Ngjdite modus.

Riesenie:
Na zaciatok ndjdeme primitivnu funkciu k f.

[ f(x) dx =] k*x> dx =k* [ x2 dx = k*x3/3

a) Vieme, Ze musi platit’ Ji, . f(x) dx = Jj0,2; f(x) dx = 1.
Konkrétne teda k*[x*/3]j0,21= 1,
k*8/3=1

odkial’ dostavame k=3/8

b) Vypocet:
F(x) = Jjo.x f(t) dt = 3/8% x3/3 =x3/8
Odpoved
Fx) = x*/8 na [0, 2]
0 na (-, 0)
1 na (2, ©) 2. a 3. vetva sa Casto nepisu, ale implicitne tam st vzdy




Zobrazenie pravdepodobnosti P(0.5<x<1.5) v grafe funkcie f vychadza zo vzorca
P(0.5<x<1.5) = J(05, 1.5) f(x) dx
a je to teda plocha pod krivkou. Zobrazenie v grafe F sa opiera o vzorec
P(0.5<x<1.5) = F(1.5) - F(0.5) = 13/32
a je to rozdiel prislusnych funkénych hodnét (Cervenou).
d) E(X) = Jj0. 2 f(x)*x dx = 3/8 Jj0.27 x> dx = 3/2
D(X) = 3/8 Jj0.27 x* dx - (3/2)* = 3/20
Dalsie charakteristiky sa v tomto priklade pogitaji sice 'ahko, ale dost zdihavo.

e) Kvantilova funkcia je inverzna k F:

F: y=x/8
F x=2 y'?
Median: qos = F1(0.5)=1.5874
0.83- kvantil: qoss = F1(0.83) = 1.87956

f) Vidime, Ze f je rastuca, najvyssiu hodnotu nadobuda v krajnom bode 2. Takze 2 je modus.



Priklad 2:
Je dana ndhodna veli¢ina s distribu¢nou funkciou

F(x) = '/ (1-x%) na [-d, 0]
U (14x%) na [0, d]

a) Doplitte do kompletnej definicie F chybajuce vetvy.
b) N4jdite d, f(x), F' . N4jdite median a 0.6-kvantil.
c¢) Nakreslite graf f a F a vyznacte v nich P(-0.5<x<0.5)

d) Vypocitajte E(X), D(X) a pripadne d’alSie charakteristiky.
e) Urcte modus.

Riesenie:

b) Musi platit’ F(d)-F(-d) = 1, to znamena 1/2(d*+d?*) = d* = 1.
Odtial’ mame d=1 (moznost -1 nie je v sulade so zadanim).

fx)=F'(x)= -x nal-1, 0]
x na [0, 1]
0 inde

Kvantilova funkcia — inverznt funkciu k F hl'adame osobitne pre [-1, 0] a [0, 1].

Fl(y) = ~(12y)"  na[0,0.5]
(-1+2y)"2 na [0.5, 1]

Median (pocitany z ktorejkol'vek vetvy) je 0.
0.6-kvantil ratame z druhej vetvy 0.4472135955.

¢) Jednoduché.

d)
E(X) = j[_], i fx)*x dx = I[—I,O) (-x)*x dx + j[o, px*xdx=0

D(X) = Ji-1.0) (x)*x? dx + [jo, 1y x*x? dx = 1/2
Yi= I[-], 0) (-x)*x3 dx + I[o, 1 x¥x3 dx /(D(X) )¥?=0

v2= [i10) (x)*x* dx + Jjo, y x*x* dx /(D(X) )2 -3 =(1/3)/ (1/2)2-3 = -1.6667
O ¢om hovori dost’ velka zaporna hodnota y, ?

e) Modus je dvojvrcholovy, x=-1 a x=1.



Neriesené priklady

1. Nahodna velicina je dana funkciou hustoty f(x) = 2/(x+1) na [0, d]
a) Najdite d, F, F'  (exp(1/2)-1, 2In(x+1), exp(y/2)-1)
b) Nakreslite grafy fa F a vyznacte v nich pravdepodobnost’ P( 0.2 <x <0.5)(...)
¢) Vypocitajte E(X), D(X) (0.29744, 0.035)
d) Vypocitajte median a oba kvartily, najdite modus.

2. Nahodna veli¢ina je dand distribu¢nou funkciou F(x) = x*/4 na [0, d]
a) Najdite d, f, F! (2; x/2; 2y)
b) Nakreslite grafy fa F a vyznacte v nich pravdepodobnost’ P( 0.6 <x <1.4)
¢) Vypocitajte E(X), D(X)  (4/3;2/9)
d) Vypocitajte median a oba kvartily, najdite modus.

3. Nahodna veli¢ina je dana funkciou hustoty
fix)= / x+1 na [-d, 0]
\ I-x na [0, d], inde 0.
a) Najdite d, Fa FL. (1; x+-x22+1/2 ; NQy) -1 ]| 1 -(@2-2y) )
b) Nakreslite grafy f, F. Vypocitajte P (-0.5 <x <0.5) a zn4zornite ju v grafoch.
¢) Vypocitajte E(X), D(X), y1,y2.  (0; 1/6; 0; -0.6)
d) Vypocitajte median a oba kvartily, najdite modus.

4. Néhodna veli¢ina je dana distribu¢nou funkciou

/ 3kx na [0, 1]
F(x)= — 2kx+a na[l, 2]
\ kx+b na [2, 3]

a) Zistite hodnoty k, a, b. (1/6, 1/6, 1/2)

b) N4jdite f, F! (3/6 12/6 | 1/6, 2y | 3y-1/2 | 6y-3)

c¢) Nakreslite grafy fa F a vyznacte v nich pravdepodobnost’ P( 0.5 <x <2.5) (...)
d) Vypocitajte E(X), D(X), y1, y2.  (7/6, ...)

e) Vypocitajte medidn a oba kvartily, najdite modus.



