Matematicka Statistika

Cvicenie 3a — Nahodna velicina — diskrétna

Doteraz sme sa zaoberali ndhodnymi udalost’ami. Tie m6zu bud’ nastat’ alebo nenastat’.

Nahodna veli¢ina je komplexnejSia, ide o systém viacerych ndhodnych udalosti. Kazda
z udalosti mé svoju ¢iselnt hodnotu, ktord bud’ vyplyva ,,z podstaty veci®, alebo je priradena
definiciou . Pri svojej realizacii (pokuse, merani, ankete, teste) ndhodna veli¢ina nadobuda
niektoru zo svojich moznych hodnét, a to vzdy s nejakou pravdepodobnostou.

Tabul'ka moznych hodnot a ich pravdepodobnosti sa nazyva pravdepodobnostna
funkecia a je diskrétnou obdobou distribu¢nej funkcie (pri spojitych veli¢inach).

X X1 | X2 | ... | Xn

PX=x)|[pi|p2]..|pPn

Sucet pravdepodobnosti vSetkych moznych hodnot ndhodnej veli¢iny musi byt 1.

Distribu¢na funkcia je kumulativnym su¢tom hodnot P(x).

X X1 | X2 X3 e | Xn

F&X) [ p1 | pitp2 | pitpatps | ... | prtpatpstpn

Stredna hodnota
Strednt hodnotu veli¢iny X ozna¢ime E(X). V principe ide o ,,vaZeny priemer* hodnoét x;, kde
vahami st pravdepodobnosti p;.

E(X)=xi1p1 + xop2+ ... + Xnpn
Rozptyl (disperzia, variancia)
Rozptyl , oznadovany D, var alebo 62, je hodnota, ktora opisuje mieru ,,rozhadzanosti* hodnot
xi okolo E(X).

D(X) = var(X) = o* (X) = E((X-E(X))*) = E(X?) - (E(X) )’

=x1%p1 + x2?p2+ ... + Xn’pn- ( E(X) )



Koeficient Sikmosti

v1= B((X-EX))*) /(DX))**

Y,>0 'YlTO 1.<0

Koeficient Spicatosti

v2= E((X-EX))*)/(DX))?*- 3

Obrazky st zo stranky
https://wikisofia.cz/wiki/%C5%A0ikmost a %C5%A 1pi%C4%8Datost

Cf.
https://en.wikipedia.org/wiki/Skewness
https://en.wikipedia.org/wiki/Kurtosis



https://wikisofia.cz/wiki/%C5%A0ikmost_a_%C5%A1pi%C4%8Datost
https://en.wikipedia.org/wiki/Skewness
https://en.wikipedia.org/wiki/Kurtosis

Modus

Modus je ,,typicka hodnota®, teda hodnota, ktora sa vyskytuje najCastejsie.

V pripade ndhodnych veli¢in, ktoré st zadané pravdepodobnostnou funkciou (diskrétne) alebo
funkciou hustoty (spojité), ide o ti z moznych hodnot, ktord ma najvyssiu pravdepodobnost’.
Modus nemusi byt’ uréeny jednoznacne (!).

Kvantil

Cislo qp, teda p-kvantil, kde p je &islo z intervalu (0,1), je taka spomedzi moznych hodnot
nahodnej veli¢iny X, Ze

P(x<qp) 2 p
P(x>qp) = 1p

Ak by vzorcu vyhovovali az dve hodnoty, za p-kvantil sa povazuje ich aritmeticky priemer.

Specialne kvantily:
0.5-kvantil = median
0.25-kvantil = dolny kvartil
0.75-kvantil = horny kvartil



Riesené priklady

Priklad 1:

HéadZeme naraz 2 hracimi kockami (¢ervena a modrd). Ako nahodnu veli¢inu X budeme
sledovat’ a zaznamenavat’ maximum z oboch ,,padnutych* hodnét. Tj. bud’ vacsie z oboch
Cisel, alebo ak je hodnota na oboch rovnaka, vystupom bude t4 hodnota.

a) Zostavte tabul’ku pravdepodobnostnej funkcie P a distribu¢nej funkcie F.

b) Zistite hodnotu P(x je parne), P(x<3).

C) Najdite X1,

d) Vypocitajte E(X) a D(X), koeficienty Sikmosti a Spicatosti.

Riesenie:
Vsetky mozné dvojice ¢isel na dvoch kockach (36 moznosti) si vieme usporiadat’ do tabul’ky.

[€m]

¢\m |1 |2 |3 |4 |5 |6
1 1112113114 |15] 16
2 21 122231242526
3 3113233343536
4 41 |42 143144 |45 | 46
5 51 15253 |54]55]56
6 61 16263 ]64]|65]| 66

V d’al$ej tabul’ke kazdu z moznosti prepiSeme hodnotou veliciny X, teda ponechame tam maximum
z oboch ¢isel. Tento ,,prepis” elementarnych udalosti na hodnoty X si mézeme predstavit’ ako
zobrazenie, a to konkrétne X : {1,2,3,4,5,6}* — {1,2,3,4,5,6} .

[X]

5

A\ [N |9 [N [ | B¢
N[N [ B WD [ [
NI EN IS
AN DN | |W|W|W|W
N TIENEN FN NN
AN N[ |n ||
NS

Poznamka: Uvedené tabul’ky si pomdckou, aby sme si vedeli lepSie predstavit’ situaciu. Na rieSenie
prikladu vSak nie su nutné a da sa prejst’ priamo k veci.

a) Na zaklade poslednej tabul’ky X uz vieme napisat’ pravdepodobnostna funkciu nahodnej veli¢iny X.
Té& nadobuda hodnoty od 1 do 6. Jednotlivé pravdepodobnosti budi mat’ v menovateli 36 (pocet
vsetkych moznosti) a v Citateli poCet vyskytov danej hodnoty v tabul'ke vyssie.

X 1 2 3 4 5 6

P(X=x) | 1/36 | 3/36 | 5/36 | 7/36 | 9/36 | 11/36

F (x) 1/36 | 4/36 | 9/36 | 16/36 | 25/36 | 36/36

X je oznacenie nahodnej veli¢iny, x st konkrétne hodnoty, ktoré X nadobtda.
X=x : Néhodna veli¢ina X nadobudne hodnotu x.



b) P(x je parne) = (3+7+11)/36 = 21/36 = 7/12
P(x<3) = (1+3+5)/36 =9/36 = 1/4  resp. z distrib. funkcie F(3)=9/36

¢) Zobrazenie X! (inverzné zobrazenie k X) nam ku kazdej hodnote x prezradi, ktoré elementéarne
udalosti za fiou stoja.

X(1) = {11}

X1(2) = {12,22,21}

X1(3) = {13,23,33,32,31}

X1(4) = {14,24,34,44,43 42,41}

X1(5) = {15,25,35,45,55,54,53,52,51}
X1(6) = {16,26,36,46,56,66,65,64,63,62,61}

d) E(X) = 1*1/36 + 2*3/36 + 3*5/36 + 4*7/36 + 5%9/36 + 6¥11/36 = 161/36 = 4.47222222222
D(X) = 12*1/36 + 22*3/36 + 32*5/36 + 42*7/36 + 57%9/36 + 6**11/36 - (161/36 )* =
=2.0825617284

Doplnime tabul’ku:

X 1 2 3 4 5 6
X-EX) | -34722 | -2.4722 | -1.4722 | -0.4722 | 0.5278 | 1.5278
P 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36
1= E((X-EX))*) /(D(X) ) = -0.58539

Vysledok dostavame dosadenim do vzorca. Postup vypoctov uvedieme tak, ako bol vysvetleny
aplikacii Octave (v Matlabe to ide podobne):

x=1:6 hodnoty, ktoré nadobuda X
xme = x-161/36 X -EX)

(xme."3)*p'/ (2.0825617284)(3/2) dosadenie do vzorca

ans = -0.58539 vysledok

v2= BE((X-EX))*)/(DX))?- 3 = -0.81032
Postup vypoctov:

(xme.)*p'/((2.0825617284)(2)) - 3
ans = -0.81032



Priklad 1++:

Pokracovanie prikladu 1 — najdite modus, median a oba kvartily.

Riesenie:
- Modus je hodnota s najvyssou pravdepodobnostou (11/36), teda 6.

- Medién (= 0.5-kvantil) bude ta hodnota, kde distribu¢na funkcia prekroc¢i hranicu 0.5.
A to je Cislo 5. Overme si, ¢i ,,sedi vzorec*:

P(x < 5) = P(1)+P(2)+P(3)+P(4)+P(5) = F(5) = 25/36 > 0.5
P(x > 5) = P(5)+P(6) = 1 - F(4) = 20/36 > 0.5

— Najdime d’alej 0.75-kvantil (tzv. horny kvartil):
Cislo 25/36 = 0.69444 je mensie ako 0.75, az v 6-tke sa prekona 0.75.

P(x < 6) = P(1)+P(2)+P(3)+P(4)+P(5)+P(6) = F(6) = 1 > 0.75
P(x > 6) = P(6) = 11/36 = 0.30555 > 0.25

Néjdime este 0.25-kvantil (tzv. dolny kvartil).

Zdanlivo potesujuci fakt, ze F(3) = 9/36, teda presne 0.25, predstavuje v skuto¢nosti
komplikaciu. Podl'a vzorca totiz plati:

P(x <3)=F(3)=025 > 0.25
P(x > 3) = 1-F(2) = 32/36 = 0.88888 > 0.75

P(x <4)=F(4) = 16/36 = 0.4444 > 0.25
P(x > 4)=1-F(3) =27/36 =0.75 > 0.75

Slovne vyjadrené, vzorcu vyhovuje hodnota 3 aj 4, teda v zmysle prvotnej definicie 0.25-
kvantil nie je uréeny jednoznacne. Tato situacia sa riesi podl'a Siroko akceptovanej dohody tak, Ze sa
vezme presny stred medzi moznymi hodnotami, tj. v tomto priklade (3+4)/2=3.5.



Priklad 2:
Mame tri hracie kocky (¢ervend, modra, zelend) upravené tak, ze na kazdej sa nachadzaju po
dve jednotky, dve dvojky a dve trojky. HadZzeme naraz tymito 3 kockami. Ako nahodnu
veli¢inu X budeme sledovat’ a zaznamenavat’ sucet dvoch vécsich (v zmysle >) z troch
»padnutych* hodndt. Inymi slovami, z troch hodnoét Skrtneme jednu — minimum, a zvys$né
dve sc¢itame.

a) Zostavte tabul’ku pravdepodobnostnej funkcie P a distrib. funkcie F.

b) Najdite X!,

C) Vypocitajte E(X) a D(X).

d) N4jdite median, kvartily a modus.

Riesenie:
a) Najprv si v tispornej forme rozpiseme elementarne udalosti a im prislichajiice hodnoty X.

Elem. udalosti X

111 1+1=2
211 (3 permutacie) 1+2=3
221 (3 permutacie) 2+2=4
222 2+2=4
311 (3 permutécie) 1+3=4
321 (6 permutacii) 2+3=5
322 (3 permutacie) 2+3=5
331 (3 permutacie) 3+3=6
332 (3 permutacie) 3+3=6
333 3+3=6

Veli¢ina X nadobuda hodnoty 2,3,4,5,6. VSetkych elementarnych udalosti je 27 (3*3*3) — to bude
menovatel’ v pravdepodobnostiach. Citatel’ bude pocet elem. udalosti s prislusnou hodnotou x.

X 2 3 4 5 6

P(X=x) | 1/27 | 3/27 | 7/27 | 9/27 | 7/27

F (x) 1/27 | 4/27 | 11/27 | 20/27 | 27/27

by X'(Q2)= {111}

X1(3) = {211, 121, 112} = Perm(112)

X1 (4) = {221,212, 122,222, 311, 131, 113} = Perm(122) U{222}U Perm(113)
X1(5) = {321,312, 213, 231, 132, 123, 322, 232, 223} = Perm(123) U Perm(223)

X1(6) = {331, 313, 133, 332, 323, 233, 333} = Perm(133) U Perm(233) U {333}

Zdihavé vypisy sme &iastoéne zostru¢nili zhrnutim permutacii trojice &isel do jedného vyrazu.
c) E(X) = 126/27 = 4.66666
D(X) = (4+9*3+16*7+25%9+36*7)/27 - (126/27)"2 = 1.18518518519

d) Jednoduché.



Priklad 3:
Mame dve dvojeurovky a tri jednoeurovky. VSetkych 5 minci hodime na stdl (tak, aby
neuleteli na zem) a spocitame ¢isla, ktoré budi navrchu (opacna strana mince sa rata za nulu).
Tento sucet bude ndhodna veli¢ina X.

a) Zostavte tabul’ku pravdepodobnostnej funkcie P a distr. f. F.

b) Najdite X!,

C) Vypocitajte E(X) a D(X).

d) N4gjdite median, 0.15-kvantil a modus.

Riesenie:
a) Najprv si v tspornej forme rozpiseme elementarne udalosti a im prisliichajiice hodnoty X.

2€ 1€
x=0  0+0+ 0+0+0 1 1
x=1  0+0+ 1+0+0 3 permutacie
x=2  0+0+ 1+1+0 3 permutécie

0+2+ 0+0+0 2 permutacie 5
x=3  0+0+ 1+1+1 1

2+0+ 1+0+0 2*3 permutacie 7
x=4  2+0+ 1+1+0 2*3 permutacie

2+2+  0+0+0 1 7
x=5  2+0+ 1+1+1 2 permutacie

2+2+  1+0+0 3 permutécie 5
x=6  2+2+ 1+1+0 3 permutécie
x=7  2+2+ 1+1+1 1 1

Vsetkych elementarnych udalosti je 32, na kazdej z 5 minci su 2 moZnosti.

X 0 1 2 3 4 5 6 7

P(X=x) | 1/32 | 3/32 | 5/32 | 7/32 | 7/32 |5/32 |3/32 | 1/32

F (x) 1/32 | 4/32 1 9/32 | 16/32 | 23/32 | 28/32 | 31/32 | 32/32

b) Vsetko podstatné k tejto tlohe najdeme v rozpise v bode a), staci to len vhodne ,,naforméatovat™.

¢) Dosadime do vzorca tak ako doteraz.

d) Modus v tomto priklade, to st hodnoty 3 a 4. (Modus nemusi byt urceny jednoznacne.)

Median: 'ahko sa presved¢ime, ze vzorcu vyhovuju x=3 aj x=4.
Za median preto vyhlasime kompromisnu hodnotu 3.5 .

Hrladajme 0.15-kvantil. V riadku s distribu¢nou funkciou vidime, ze 4/32 je eSte malo, ale uz 9/32
hranicu 0.15 prekona. Hladanym kvantilom je qo.1s= 2. Ubezpecte sa, Ze ,,vzorec™ je splneny.



Priklad 4:

Mame jednoeurovku. Hodime ju na st6l dvakrat po sebe a s¢itame hodnoty. Aké ¢islo vyjde,
tol'’kokrat este hodime. Velicinou X bude celkovy sucet.

N4jdite pravdepodobnostni funkciu X.

Riesenie:
Rozpiseme vSetky mozné scenare vyvoja do diagramu. VSetky vetvy maji pravdepodobnost’ 0.5 —
nebudeme to pisat’ do obrazku.

Start
/ \
0 1
/ \ / \
0 0 1 0 1
/ \ / \ / \
0 (x=1) 1 (x=2) 0 (x=1) 1 (x=2) 0 1

/A / \
002 163 (g (=3) 1 (=4

Pravdepodobnosti v tabul’ke musime vypocitat’ z diagramu, nebude to v§ade rovnaky menovatel’.

X 0 1 2 3 4

P(X=x)]0.25]0.25]|0.3125 | 0.125 | 0.0625

Priklad 5:
Dvaja basketbalisti A, B na striedacku (zac¢ina A) hadzu z uctivej vzdialenosti na kos.
Pravdepodobnost’ zasahu je pri hracovi A 0.8, pri B je to 0.7. Nahodna veli¢ina bude poradie
hodu, pri ktorom prvykrat padol kos.

N4jdite pravdepodobnostnt funkciu pre X.

Riesenie:
Moznych vysledkov je nekonecne vela. Kto ma chut’, nech vypise vSetky. LepSie vSak bude skusit’
najst’ nejaky vSezahtnajuci Sikovny vzorec.

Prvy hod: P(1)=0.8 (hadze A, len od neho to zavisi)
Druhy hod: P(2)=0.2*0.7=0.14 (A netrafi, po iom B trafi)
Treti hod: P(3)=0.2*0.3*0.8 = 0.046 (A netrafi, B netrafi, A trafi)

Stvrty hod: ~ P(4) = 0.2*0.3%0.2*0.7 = 0.0096
P(5) = 0.2%0.3*0.2*0.3*0.8 = 0.00288
P(6) = 0.2%0.3%0.2*0.3%0.2*0.7 = 0.000504

PQ2k) = 0.2k % 0.3%1 * 0.7
PQk+1)=  0.25*0.3k*0.8

Nasli sme vSeobecny vzorec pre pravdepodobnostni funkciu na neohrani¢enom intervale. Ako vSak
vidno z vy¢islenych hodndt, P(i) vel'mi rychlo klesa. Vsetko podstatné sa takmer urcite udeje na
zacCiatku. Ak jednotlivé pokusy nie su oddelené reklamnou prestavkou, kupovat’ k tomu pukance sa
neoplati.



Neriesené priklady

1. HadZeme naraz 3 hracimi kockami (Cervend, modra, zelend). Ako ndhodnu veli¢inu X
budeme sledovat’ a zaznamenavat maximum z troch ,,padnutych* hodnot.

a) Zostavte tabul’ku pravdepodobnostnej funkcie P.  ( (k"3-(k-1)"3)/216)

b) Najdite X1 ()

c) Vypocitajte E(X) a D(X). (4.9583, 1.30878)

d)** Hadzme n kockami a sledujme maximum z hodnoét. N3jdite funkciu P.

2. Rieste priklad 2 (z rieSenych prikladov) pre 3 bezné (neupravené) kocky. Optimalizujte
postup tak, aby ste sa vyhli (kde to je mozné) zdlhavému vypisovaniu.
([1,3,7,12,19,27,34,36,34,27,16]/216 )

3. Hadzeme dve hracie kocky (Cervena, zelend). Ako ndhodnu veli¢inu X zaznamenavame
rozdiel (v absolutnej hodnote) oboch ,,padnutych* hodnét.

a) Zostavte tabul’ku pravdepodobnostnej funkcie P.  ( [6,10,8,6,4,2]/36 )

b) Najdite X1, (...)

c) Vypocitajte E(X) a D(X). (70/36; 2.0525)

4. HadZeme tri hracie kocky (€ervena, modra, zelena). Ako ndhodnu veli¢inu X
zaznamenavame rozdiel (v absolutnej hodnote) maxima a minima ,,padnutych* hodnét.
a) Zostavte tabulku pravdepodobnostnej funkcie P.  ( [6,30,48,54,48,30]/216 )
b) Vypocitajte E(X) a D(X). (...)

5. Mame nasledovné ¢eské mince: jednu 1-korunacku, 2 dvojkoruny, jednu 5-korunu a dve

10-koruny. HadZeme tuto sadu minci na stol a sledujeme X = stcet padnutych hodnot (znak =

0). Aké hodnoty nadobtida X a s akou pravdepodobnostou?
([1,1,2,2,1,2,1,2,2,1,3,2,4,4,2,4,2,4,42.3,1,2,2,1,2,1,2,2,1,1]/ 64)

6. Hadzeme naraz 2 jednoeurovkami, 2 dvojeurovkami a jednou hracou kockou (1...6). X =
sucet padnutych hodnot. Aké hodnoty nadobuda X a s akou pravdepodobnostou?
([1,3,6,10,13,15,15,13,10,6,3,1]1/96)

7. Rieste priklad 4 (z rieSenych uloh) pre tri/Styri hody mincou na zadiatku.

(..)

8. Dvaja basketbalisti A, B hadzu na koS v takomto porad: ABBAAABBBB.
Pravdepodobnost’ zasahu je pri hracovi A 0.4, pri B je to 0.2. Néhodna veli¢ina bude poradie
hodu, pri ktorom prvykrat padol kos.

N4jdite pravdepodobnostnt funkciu pre X. ( trividlne)

9. Dvaja basketbalisti A, B hadzu striedavo na koS, kazdy 2-krat, zacina A. Pravdepodobnost’
zasahu je pri hracovi A 0.6, pri B je to 0.4. Néahodna veli¢ina bude pocet koSov, ktoré sa
zadaria pocas tych 4 hodov.

N4jdite pravdepodobnostnt funkciu pre X. ( 0.0576, 0.2496, 0.3856, 0.2496, 0.0576 )



10. Vypocitajte E(X), D(X), y1, y2 pre ndhodnu veli¢inu danu tabul’kou.
N4jdite modus, median a oba kvartily.

X

0

2

4

6

8

P

1/10

1/10

3/10

2/10

3/10

(5, 6.6,-0.42,-0.81,
modus 4 a 8, med. 5, kvartily 4 a 8)

11. Vypocitajte E(X), D(X), y1, y2 pre ndhodnu veli¢inu danu tabulkou:

X

4

-2

0

2

4

P

1/10

2/10

1/10

3/10

3/10

(1,7.4,-047,-1.1118
modus 2 a 4, med. 2, kvartily -2 a 4)

11. Vypocitajte y1, v2 a ndjdite modus, median, kvartily pre nahodnu veli¢inu
z nerieSenych prikladov 1, 3, 4.



