MODEL PREKRYVAJUCICH SA GENERACII

Zaklady makroekonomickej teérie



PREDPOKLADY MODELU

model je postaveny na mikroekonomickych zakladoch;
rieSi otazku déchodkového zabezpecenia

ide o priklad ekonomiky, v ktorej konkurencné ekvilibrium
nemusi byt totozné s ekvilibriom volenym centralnym
planovacom; je tu moznost nie Pareto-optimalne;j
rovnovahy, ktora je stabilna

model pracuje s diskrétnym ¢asom
uvazujeme uzavretu jednotovarovid ekonomiku

firmy funguju v prostredi dokonalej konkurencie a vyrabaju
podla produkénej funkcie s vlastnostami blizSie
Specifikovanymi uz pri predchadzajucich modeloch

vystupuju tu jednotlivci zijuce dve periddy: mladi, stari
vSetci aktéri maju perfektnu informéciu o buducnosti

velkost populécie sa riadi podfa vztahu:
Nir1 = (1 4 gn)Nt, kde gy - rychlost rastu populécie



FIRMY A JEDNOTLIVCI

rovnako ako v predchadzajucom sa da odvodit, ze pre
cenu kapitalu a cenu prace na dokonale konkurenénom
trhu plati:

ro= f'(k) (1)
w o= f(k)— kf'(k) )

mladi, narodeni v ¢ase t, maju v Case t spotrebu na hlavu:
Cit

stari, narodeni v Case t, maju v ¢ase t + 1 spotrebu

na hlavu: cot. 1

Uzitok zo spotreby maju mladi aj stari rovnaky, vyjadreny
funkciou uzito¢nosti u(c), ktord mé vlastnosti Specifikované
v predchédzajucich modeloch



MAXIMALIZACIA CELOZIVOTNEHO UZITKU
ZO SPOTREBY

¢ jednotlivec maximalizuje celoZivotny Uzitok zo spotreby:

u(cyt) u(Coty1),

’
e
kde 0 < 115 < 1 je diskontny faktor

e v mladosti (produktivnom veku) dostava jednotlivec mzdu
w, ktoru rozklada medzi spotrebu a Uspory na starobu, tj.:

Cit + St = Wy, (3)

kde s; - Uspory v Case t
e v starobe spotrebuje vSetok kapital, ktory ma k dispozicii,
tj.:
Cot1 = (1 + ri1)st, (4)
kde ri,1 - Urokova miera v Case t + 1



ULOHA MAXIMALIZACIE

e ked'ze platia vztahy (3) a (4), jednotlivec maximalizuje:

u(we — st) + u((1+ rie1)st) (5)

1

1446
volbou s;

e postavme derivaciu (5) podfa s rovnu nule, dostavame:

1‘|‘rt+1 /
150 u'(Cots1) (6)

0=—u(cn)+

e z (6) vyplyva, ze optiméalne s; v Case t je funkciou w; a ry, 1,
zapiSeme: s; = s(Wi, iy 1)



OPTIMALNE USPORY

o parcialne derivacie s podfa w a r potom spifiaju:

S/ _ ﬁ _ U//(C1t) (7)
= =
ow u'(cip) + (1+ft+1) U"(Cots1)
— 1
g = @ _ ﬁul(Cm_H) - T—C;1 (CZt‘H )S (8)
Tor

1
u(crr) + O (1)

e pre s,, plati: 0 < s, < 1, tj. pri nemennom r s rastom
miezd rastu aj Uspory

e kym pre s, nevieme urcit, ¢i s, > 0 alebo s, < 0, zavisi to
od konkrétnej volby funkcii u a f



KAPITAL

kapitél sa vyvija podfa pravidla: investicie=uspory, teda:
Kir1 — K = s(Ws, re1)Ne — K, 9)

kde investicie (fava strana (9)) su dané rozdielom toho, ¢o
mladi usporia a stari "zjedia"(prava strana (9))
amortizaciu kapitalu neuvazujeme
po predeleni oboch stran (9) N a s vyuzitim
Nii1 = (1 4+ gn)N;, dostaneme:

s(w, 1) _ S(F(ke) — kif' (ko). F'(Kev1))

Kiiq = = 10
s 1+9n 1+9n (10)

vo vztahu (10) je implicitne zadana funkcia k1 = kir1(ki)



STABILITA USTALENEHO STAVU

ustaleny stav kapitalu na hlavu k* bude taky, ze

ki1 = ki = k™ pre kazde t

o tom, &i existuje aspon jeden kladny ustaleny stav k*

bez d'alSich restrikcii na model nevieme rozhodnut

za predpokladu, ze eX|stu1e o stabilite ustaleného stavu k*
rozhoduije to, Ci plati ok e (k*)} < 1 alebo nie

mame:
dkr+1 —S:thf”(kt)

ok = T g sii(kes)

opat plati, ze bez dodatoCnych informacii, nevieme
ci | Gt (k)| < 1

(11)




ULOHY
Uloha é. 1:

e Zistite optimalnu volbu s; a najdite spotrebu mladych a
starych pre tuto hodnotu s;, ak u(c) = Inc.

RieSenie:
e dosadenim za u do vztahu (6) dostaneme:
0— 1T 14+ 1 1 14 rpyq 1

_a 146 02t+1__Wl‘_St 1+40 (1+rt+1)3t
e odtial po Uprave: s = 55
e spotreba mladych:

Wi 1+6
C1t:Wt—St:Wt—2+0: 210 Wi

e spotreba starych:

14+
Cotp1 = (1 +rpp1)St = ( 2+t;1>Wt




ULOHY
Uloha &. 2:
o N4jdite kladny pevny bod k* pre u(c) = Inc a f(k) = k?,
kde a € (0, 1) a zistite jeho stabilitu.
RieSenie:
e vyjadrime najprv vztah (10) pre s; vypocitané v tlohe €. 1:
St Wi (1 — Oz)kta

e S oy T @ 0t e @O0 +an)

9

i * —« T=a
e kladny pevny bod potom splna: k* = <(2+91)(1+gn)>

(1—a)ak ™!
(2+0)(1+9n)°

e zderivujme k;, 1 podfa k;, dostaneme: dgg =

¢o je kladné pre vSetky kladné k;

, . 0K -
e navyse v pevnom k* mame: <5~ (k*) = a < 1, teda je to

asymptoticky stabilny pevny bod



ULOHY
Uloha é. 3:

e Najdite kladny pevny bod k* pre u(c) =Inc a
f(k) = Ak® — 6k, kde a € (0,1), A>0a € (0,1) a zistite

jeho stabilitu.
RieSenie:
e vyjadrime najprv vztah (10) pre s; vypocCitané v ulohe €. 1:
St Wi (1 — a)Ak
ki1 = =

T+togy 2+0)(T+g) @+0)(1+9n)
vidime, ze § do vztahu nevstupuje

1

o o =
kladny pevny bod potom splna: k* = (@L)(ﬁgn))

dk,+1 (1—a)aAkt"_1
zderivujme k;, 1 podla k;, dostaneme: @ 0)(1+g0)
K41

v pevnom k* mame: g (k) = a <1 pre fubovofné
A> 0, tedajeto asymptotlcky stabilny pevny bod



ULOHY
Uloha é. 4:

e Pre k* vypocitané v tlohe €. 3 vypocitajte f'(k*). Nech
gv=0,35a=0,25,60=0,75a¢ =0,8. Plati, Zze
f'(k*) > gn? Ako sa to zmeni pre § = 0?

RieSenie:
T—a
« pre kladny pevny bod sme dostali: k* = <(2£19;(‘j)+“gn)>
e potom:

_ (24 06)(1+gn)

N 1—a

e pre hodnoty gy = 0,35, «=0,25,0=0,75a6 =0,8
dostaneme f'(k*) = 0,4375, Co je viac nez gy

e pre § =0 bude f'(k*) = 0,1, €o je menej nez gy

f'(k*) = Aa(k*)* 1 =6 —6




SOCIALNE ZABEZPECENIE A AKUMULACIA
KAPITALU

e uvazujeme tu istd maximaliza¢nu Ulohu ako v predoslom,
tj.maximalizovat':

1
u(ey) + 1 +9U(02t+1)
tentokrat za podmienok:
Cit+St = wi—0ah, (12)
Cotr1 = (14 rp1)St + by, (13)

kde d - prispevky do systému, b - davky v starobe



PRIEBEZNY A KAPITALOVY SYSTEM

e rozliSujeme:
e priebezny systém
o kapitalovy systém
e pri priebeznom déchodkovom systéme plati:
bt = (1 + gn)dh, tj. v Case t prispievaju mladi do systému
vo vySke d; a ked'Ze rast populécie sa riadi vztahom
Nii1 = (1 4+ gn) Ny, tak v tom istom Case dostand stari
davky vo vyske (1 + gn)d;
e pri kapitdlovom déchodkovom systéme plati:
bt = (1 + r;)d;_1, tj. mladi v Case t — 1 si dotuju viastnu
starobu v Case t, davku v starobe predstavuje zdroCeny
prispevok d;_1 do systému



PRIEBEZNY SYSTEM

rieSiac maximalizaCnu ulohu pre priebezny systém
dostavame:

U/(Wt — St — dt) = mu’(ﬂ + rtq )St + (1 + gN)dt+1),
(14)

kde s; = S( W, i1, dt, d1_|_1)

vyuzijuc vztah (9) pre vyvoj kapitélu a po dosadeni za s

z (14) mame: st = (1 + gn) Kt

Specialne ak u(c) = Inc, tak z (14) mame:

1 o 1 +r1‘+1 1
Wi — St — O 1460 (1+rq)se+ (1 + gn)dip

z ¢oho:

o - W= (1+6)(1+gn)
T 240 2+0)(1+r)

o (15)



KAPITALOVY SYSTEM
rieSiac maximaliza¢nu ulohu pre kapitalovy systém
dostavame:
T+ rig 1
1446
mézeme vyjadrit premennu s; + d; z tejto rovnice
vyuzijuc vztah (9) pre vyvoj kapitalu a po dosadeni
zas+dz(16) mame: s; + di = (1 + gn)Kir1
Specialne ak u(c) = Inc, tak z (16) mame:
1 1+ 1
W — St — a 1446 (1 +ft+1)(St+dt)

U/(Wt — St — dt) = Ul((1 + 41 )(St + dt)) (16)

z ¢oho:
¢oho W,

2+40
premenna s + d predstavuje Uspory mladych rovnako ako
v predchadzajicom, len tentokrat je Cast d Uspor urcena
Statom




USTALENY STAV

e pri znaceni ustaleného stavu tentokrat upustime
od hviezdiCiek a budeme pisat horny index P, ak pdjde
o priebezny systém, a K, ak pdjde o kapitalovy systém
e zrovnic (15) a (17) vyplyva:

p_w—d _(1+0)(1+gn)
2460 (2+0)(1 +r
P, W (14+0)(r—gn)
S Hd=5 5T @roin
resp.:
K_ W
S =539 ¢
sKrad=-2_



USTALENY STAV

¢ spotreba na hlavu mladych a starych v ustdlenom stave:
e priebezny systém:

cf=w-s"-d 1+0<W+g’\’_rd)

216 1+r
s =(1+ns"+(1+gn)d= ;ingr 92N+—9f
o kapitalovy systém:
cf(:wszfd:;%gw
1+r

05:(1+r)(s'<+d):2+9w



ZAVERY

vidime, Ze:

(1+0)(gn—T1)
2+6)(1+r)
gn —Tr
24460 d

cf =cf +

cf =ck+

o tom, & cf > cK, ¢ > ci alebo naopak, rozhoduje
rozdiel gy — r

ak gy > 1, tak cf’ > ¢k, ¢k > ¢ ateda priebezny systém
financovania déchodkov je lepsi

ak gy < r, tak cf’ < ¢k, cf < cf a naopak kapitalovy
systém je lepSi



