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Abstrakt

Cielom tejto prace je vybudovanie schémy podobnej
Shamirovej prahovej schéme na okruhu zvyskovych
tried Z., v pripade, Ze m je zlozené kladné celé cislo.
Taktiez  sa  budeme  zaoberat  perfektnostou
a monotonnostou schémy.

1. Uvod

Shamirova schéma na zdiel'anie tajomstva bola jednou z
prvych schém s (¢, n)-prahovou

pristupovou $truktarou. Casto byva zikladom pre
viacero dalSich schém, pretoze je jednoduchd na
pochopenie a vypoctové procesy doveryhodnej osoby
a aj kombinatora nie st ¢asovo ani pamétovo narocné.
Vyhodou tejto schémy je, ze neobmedzuje prahovu
hodnotu poctu podielov ¢ potrebnych na rekonstrukciu
kl'aca a pocet Gcastnikov n moéze 'ubovolne stupat’ bez
opatovného  prerozdelenia  podielov  ostatnych
ucastnikov. Shamirova schéma neumoznuje odhalit
podvadzajuceho ucastnika a je uréena pre rovnocennych
ucastnikov.

Hlavna myslienka konS$trukcie pri tejto schéme spociva
v tom, ze 'ubovol'na skupina ¢ ucastnikov z celkovej n
prvkovej skupiny moze zrekonstruovat’ kl'a€. Pri tom sa
vyuziva poznatok, ze polynom

stupna ¢ — 1 je jednoznac¢ne urceny ¢ roznymi bodmi.
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Obr. 1. Polyném
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Na rieSenie schém zdiel'ania tajomstva mame viacero
moznosti a jednou znich je vyuzitie Lagrangeovho
interpolacného  polynému, ktory je  rieSenim
nasledujtcej Glohy: Nech je danych ¢ r6znych bodov (x;
y)prei =1, 2, ..., t. Najdite polyndm f{x) taky, ze f(x;)
=y;prei=1, 2, ..., t. RieSenim moze byt polynéom:

f(x)—jZly,ll:[[—’ff(())%; (1)

Lagrangeov interpola¢ny polynom moézeme pouZzivat
v l'ubovolnom koneénom poli GF(g). My sa budeme
zaoberat’ len pripadom, ked’ ¢ = p, kde p je prvoéislo.
Teda budeme pracovat’ v kone¢nom poli Z, zvySkovych
tried podl'a prvociselného modulu p.

Nech pocet vsetkych tucastnikov schémy je n anech
pristupovou mnozinou je kazdd mnozina, ktord ma
aspont ¢ ucastnikov. Ulohou ddveryhodnej osoby je
najskor vybrat kl'a¢ K zmnoziny klucov %, kde
mnozina kI'icov K = Z,, pricom p > n. Déveryhodna
osoba, okrem klu¢a K = a,, nahodne vygeneruje
koeficienty a,, a,, ..., a,; € Z, pre polynom stupiia ¢ —
1. Polyném vyzera nasledovne:

f(x)=K+ax +a,x* +...+a,_x" (@
Po ziskani inicializacného polynému doéveryhodna
osoba vypocita podiely pre ucastnikov schémy. Vyberie
n navzajom rdéznych nenulovych &isel x;, x5, ..., x, zo Z,
a nasledne vypocita podiely s; na kI'a¢i pre jednotlivych
ucastnikov P;, P,, ..., P, podla vztahu:

s,=f(x,)=K+ax, +a,x’ +...+a,_x" 3)

Ucastnik P;pre i = 1, 2, ..., n dostane svoj podiel ako
dvojicu (x;, s;). Sikromna informacia ucastnika P,
teda podiel, je hodnota s;. Hodnoty x;, x,, ..., x, st
obvykle verejne zname. V praxi sa obvykle
pouziva x; = i Po dorudeni podielov jednotlivym
ucastnikom, loha déveryhodnej osoby kon¢i.



Pri (¢ n)-prahovej schéme pre jednoznacni
rekonstrukciu kl'i¢a potrebujeme poznat minimalne
t podielov na kIa¢i K. Nech pozname / podielov, pricom
[ >t . Potom sa méZeme pokusit’ zostavit polyném ¢ —
1 stupia pomocou opisaného Lagrangeovho
interpolacného polynému. Je zrejmé, ze v pripade / > ¢
plati:
a; = A= ... = (11,1:0

Pre jednoduchost oznacime podiely, ktoré mame
k dispozicii (x; s, i=1,2, ..., L

; %) & et

Absolutny ¢len a, tohto polynomu je kI'a¢ K = a, = f{(0).
Z toho vyplyva, ze nie je pre nas podstatny cely
polyném, ale len hodnota ay. Ked’ dosadime x = 0 do
predchadzajucej rovnice dostaneme vyraz:

-

K=f(0)=isi H —is,. H 5 (5)

= g% =X ) = g% =X

V pripade, Ze je prva suradnica bodov x; verejne znama,
modzeme si stéin v poslednej zatvorke vypocitat
dopredu. Toto sa vyuziva prioverovani perfektnosti
Shamirovej schémy auvedeny sucin (ked’ tajny kl'a¢
sklada vsetkych n ucastnikov schémy) oznacujeme ako
S ¥ - Teda:

—x.
S.= Il —— ©

l 1< j<n; j#i X, — .Xj

Existuje aj d’al§i sposob vypoctu, ako mdze mnozina
ucéastnikov [ zrekonS$truovat’ kIa¢ K= a, Kedze
pozname podiely ucastnikov z minimalnej pristupove;j
Struktary, mézeme si vyjadrit’ vztah medzi koeficientmi

polynébmu aznamymi podielmi pomocou suUstavy
rovnic.
-1 _
K + ax + a, | x, = 5
-1 _
K + ax, + a, x, = s,
. . . (7
-1
K + ax + ... a_x s,

Tuto stistavu je mozné zapisat’ aj v maticovom tvare.

2 -1
I x x X, K s
2 t-1
I x, x X @ | |5
. . . - (8)
2 t-1
1 x, x ... x )J\a, s,
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Matica A4 tejto sustavy je Vandermondova matica,
ktora nezavisi od zvoleného polyndému, ani od podielov
na kI'acéi, ale iba od znamych x; x, .., x, . Pre
determinant Vandermondovej matice plati:
det A = (x;—x1) (X3—X1) oo (x;—X))(X3—X2) (x4—x2)...
(Xi=X2)- . (X Xp1)

t

i,j=lj<i
Determinant ~ Vandermondovej matice v pripade

prvociselného modulu nebude nikdy nulovy. Sustava
rovnic bude mat’ vzdy len jedno riesenie.

Teraz si ukdzeme rekonstrukciu kIia pomocou
Lagrangeovho interpla¢ného polynéomu. Pre nas pripad
uvazZujme o prahovej (3, 5)-schéme v Z;;, tedat=3,n=
5 ap=11. Déveryhodna osoba vyberie kI'i¢ K = a) = 2
a koeficienty a; =9, a,= 7. Dostaneme polynom:

fx) =7+ 9x + 2

Potom doveryhodnd osoba vypocita podiely pre
ucastnikov schémy x;. Stradnice x; budi verejné a bude
platit’ x; = i. Druhu stradnicu odosle ucastnikom. Ti
dostanu nasledujtce podiely: s; =7, 5, =4,55=4, 54 =

7, S 5:2.
Ked sa buda prvy traja ucastnici pokusat
zrekon$truovat  kl'u¢  pomocou  Lagrangeovho

interpolacného polyndému, dosadia do vzorca x = 0.

Dostanu kl'uc:

,0=2)0-3) ,0-DO=-3) ,
1-2)1-3) (2-1)(2-3)

10 +10 + 4 = 2(mod 11)

Vsetci piati Géastnici buda rekonstruovat’ kI'a¢ podobne:

7 0-2)(0-3)0-40-5  ,0-D0-3)O0-H0O-5)
1-21-3)A-4H1-5  2-D2-32-92-5)

4 0-D0=20-40-5  ,0-DO0-20-30-5
GB-DG3-2)3-49H3-5) A4-1)(4-2)4-3)4-5)

) O0-1)(0-2)0-3)0-4)
G-D5-2)5-3)(5-4

Ako vidno hodnoty S 5, S8 daju vypocitat’ dopredu:

S, =5.5, =18, =10,S, =6.5_=1.

0-1)0-2) _
B-D3-2)

=2+4+7+9+2=2(modl 1)

Cielom tejto prace je vybudovanie schémy podobnej
Shamirovej prahovej schéme na okruhu zvyskovych
tried Z,, v pripade, ze m je zlozené kladné celé cislo.
V takom pripade niektoré prvky zo Z, nemaji inverzny
prvok vzhl'adom na nédsobenie. Napr. nech Z,, je Z; m =
3*2. Prehlad nasobenia je urobeny v Cayleyho
multiplikativnej tabulke. Z tejto tabulky je zrejmé, ze
prvky 2 a3 nemaju inverzné prvky. V modularnej
aritmetike plati, ze prvky z danej mnoziny Z,, ktoré st
sudelitelné s modulom m nemaji v mnozine Z,
inverzny prvok vzhladom na nasobenie. Aj nadalej
predpokladame, ze ucastnici schémy budi ocislovani
hodnotami i; zmnoziny Z, = {0,1,2, ..., m-1}, pritom
pre  jednoduchost budeme ucastnikov — schémy
stotoznovat’ s ich indexmi. Teda o mnozine castnikov



schémy M = {i;, i,, ..., i,} budeme predpokladat’, ze M
je podmnozinou Z,, Navyse, z typografickych dovodov
, pri pisani vzorcov “precislujeme* mnozinu M do tvaru
M={12 . m-l}

*
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Tab. 1. Cayleyho multiplikativna tabulka v Z;

Okruh Z, je vzhl'adom na scitanie komutativna grupa,
ale vzhl'adom na nésobenie je to iba pologrupa, v ktorej
mnozina prvkov nesudelitelnych s faktorom m tvori
multiplikativnu podgrupu Z°,. Preto, ak sa pokisime
o modifikaciu  Shamirovej schémy, narazime na
nasledujice problémy:

1. Problém: Pri ur¢enom prahu, nemusi kazda
skupina tcastnikov, ktorej pocetnost’ je vicsia, alebo
rovna prahu, byt’ schopna zrekonstruovat’ kl'uc.
Problém je v tom, Ze rozdiely Cisel priradenych
ucastnikom, ktoré sa vyskytuju v menovatel'och
koeficientov Lagrangeovho polynému, nemusia mat’
v Z,, inverzny prvok. Ak budeme kI'ai¢ rekonsStruovat’
pomocou Lagrangeovho interpola¢ného polynému
potom v pripade, Zze v menovateli jedného zo sucinov

S bude &islo sadelitelné s m, tak kI'a¢ nebude

zrekonstruovany, ked’ze nebude k tomuto ¢islu
existovat’ inverzny prvok. Podobna situacia nastane aj
ked’ sa pokusime kI'a¢ zrekonStruovat’ rieSenim
matice. Z toho vyplyva, Ze nebude mozné nahodné
pridel’'ovanie prvkov pre vypocet podielov z mnoziny
Z,., ale bude sa musiet’ pouzit’ systematicky vyber.

2. Problém: Moze sa stat, Ze ista skupina
ucastnikov schémy bude autorizovanou mnozinou,
pritom jej nadmnozina autorizovanou nebude. To by
davalo celkom pekny priklad nemonotonnej pristupovej
Struktary.

3. Problém: Da sa ocakavat, ze takéto schémy
nebudu perfektné schémy zdiel'ania tajomstva.

Pri modifikacii Shamirovej prahovej schémy budeme
uvazovat’ hlavne o funkcii dilera, ktory musi zabezpecit’
vybranie jednotlivych tucastnikov schémy tak, aby
schéma, vzhladom na ich ocislovanie, bola funk¢na.
V dal$ej Casti sa budeme zaoberat’ problémami 1) — 3),
ktoré budeme riesit’ hlavne v tom pripade ked m = xy
je stc¢inom dvoch prvocisel.

Najskor sa budeme zaoberat takym ocislovanim
ucastnikov schémy, pri ktorom rozdielom l'ubovolnej
dvojice pridelenych cisel nevznikne cislo sudelitel'né
s prvocislami, ktorych suc¢inom je ¢islo m. Ak Cislo m je
stcinom kone¢ného poctu prvocisel a Cislo x je z nich
najmensie, tak Z,, je rozdelené na x zvySkovych tried
podla modulu x. Je zrejmé, Ze diler nemoéze pridelit
réznym ucastnikom schémy ¢isla z tej istej triedy podla

modulu x, lebo ich rozdiel by bol deliteI'ny x-om a teda
stdelitelny s modulom m. Teda ucastnikov moézeme
o¢islovat’ maximalne x cislami, aby rozdielom
I'ubovolnej dvojice Cisel nevzniklo Cislo sudelitelné
s m. Tato podmienka je zrejma z existencie zvySkovych
tried podla modulu x. Teda diler musi nutne pridelit’
Cisla, ktoré reprezentuju rézne zvySkové triedy podla
modulu x. Z toho vyplyva, Ze mnozina ¢isel pridelenych
na ocislovanie ucastnikov schémy méze mat’ maximalne
x prvkov. Najjednoduchsi spdsob ako tieto ¢isla pridelit,
je zobrat prvych x ¢isel zo Z,, po¢ntic od 1, alebo zobrat’
lubovolnych x cisel iducich za sebou, lebo tie
predstavujii rozne zvyskové triedy podla modulu x.
Nestaci vSak zvolit' Cisla, ktoré reprezentuji rdzne
zvyskové triedy podla modulu x, ale musia byt
z roznych zvyskovych tried aj podl'a modulu y.

Priklad: Nech Z,, je Z;5, m =5%3, x=3.

Zvyskové triedy v Z;5 Zvyskové triedy v Z;5
podl'a modulu 3 podl'a modulu 5

1 2 3 1 2 3 4 5
4 5 6 6 7 8 9 10
7 8 9 11 12 13 14

10 11 12

13 14

V stipcoch tabuliek uvadzame prvky zo Z;5 rozdelené
do jednotlivych tried podla modulu 3 a 5. V tabulkach
nefiguruje 0, lebo td sa neprideluje ziadnemu
ucastnikovi schémy Maximalne mnoziny M cisel, ktoré
je mozné pridelovat’ i¢astnikom, tvorime tak, ze ich
vyberame z rdznych tried ekvivalencie podl'a modulu 3.
Musime vsak prihliadat’ na fakt, aby to neboli prvky
z jednej triedy ekvivalencia podla modulu 5. Potom
mdbzeme volit M = {1, 2, 3}. Iné moznosti pridelenia su
napr. {1, 8, 12}, {7, 8§, 9}. V tomto pripade nie je napr.
mozné zobrat trojicu obsahujucu ¢isla 1 a 11 aj ked’ su
v roznych zvyskovych triedach podl'a modulu 3 ale ich
rozdiel je sudelitelny s 5. Podobne 4 a 14 atd’. Mozeme
si v§imnut, ze ide o postvanie prvkov 1 all al a6 po
diagonale.

Ukazeme si rekonstrukciu kli¢a pre (2, 3)-prahovu
schému v Z;s, priCom rekonstruovat’ kI'a¢ budi vsetci
traja Ucastnici v pripade, ze volime ¢isla ucastnikov
pomocou mnoziny M = {1, 2, 3}. Doveryhodna osoba
vyberie kl'a¢ K = ay = 3 a koeficient a; = 5. Dostaneme
polynom:

) =5x + 3

Podiely tucastnikov st: s; = 8, s, = 13, s3 = 3.
Rekonstrukciou kI'i¢a dostanu:

8(0_2)(0_3)+13(0_1)(O_3)+3(0_l)(0_2)=
1-2)1-3) ~@2-D@2-3) (G-)3-2)
9+6+3=3(modl15)

Uvazujme o pripade, Ze sa o rekonstrukciu kI'i¢a pokusi
ta istd skupina ucastnikov , ktord bude rozsirena



o ucastnika, ktorému je pridelené Cislo 6. Jeho podiel je

ss = 3. RekonStrukcia kI'a¢a bude nasledovna:

g (0-2)(0-3)(0-06) 13 (0-1)(0-3)(0-6) N
(1=2)(1-3)(1-06) (2-1)(2-3)(2-6)

3 0-1)(0-2)0-6) +3 0O-1)(0-2)(0-3) _
B-D(B-2)3-6) 6-1)(6-2)6-3)

E+6+6+l
5 5

Tato skupina kI'ai¢ nezrekonstruuje, lebo k 5 neexistuje
inverzny prvok v Z;; vzhl'adom na nasobenie. Z toho
vyplyva, Zze takato schéma je prikladom nemonoténne;j
schémy.

V d’alSej casti sa budeme zaoberat pridelenim Ccisel
ucastnikom v Z,, kde m je stfinom dvoch réznych
prvocisel x a y, pri ktorom rozdielom niektorych dvojic
v menovateli koeficienta S,; vznikne Cislo sudelitel'né
sm, ale vykrati sa s Citatelom. Ak M je maximalna
mnozina Cisel pridelenych ucastnikom schémy, tak
citatel’ koeficienta S,; obsahuje len prvky z mnoziny M.
To znamena, Ze mnozina M musi obsahovat’ ¢o najviac
nasobkov ¢isiel x a y. Je potrebné si uvedomit’, ze
najprisnejsie podmienky na mnozinu M su kladené, ak
lubovolna dvojica ma zrekonstruovat’ kIai¢. V tomto
pripade, ak v menovateli vznikne Cislo sudelitelné s x,
tak v Citateli musi byt nasobok cisla x, alebo ak
v menovateli vznikne ¢islo sudelitelné s y, tak v Citateli
musi byt nasobok ¢isla y. Z toho vyplyva, Ze mnozina
M bude obsahovat’ iba niektoré nasobky Cisiel x a y. Pri
viacsich  poctoch  ucastnikov,  potrebnych na
rekonstrukciu kl'ica sa bude dat’ mnozina M za istych
podmienok zvacsit' ato v pripade, Ze v Citateli bude
navyse nasobok Cisla x alebo y.

Dalsim dolezitym faktom je, Ze na mnoZine Z,
rozdielom T'ubovolného nasobku cisla x s 'ubovolnym
nasobkom ¢isla y nikdy nevznikne cislo delitelné x —
om alebo y — om, pricom do Gvahy neberieme nulovy
nasobok, lebo nulu nepridel'ujeme a taktiez rozdielom
l'ubovol'ného néasobku ¢isla x () s inym nasobkom cisla
x (v) nikdy nevznikne ¢islo delitelné y — om (x — om).
Vyplyva to ztoho, Zze vSetky nasobky Ccisla x
predstavujii int zvySkovu triedu vzhladom na y a
naopak vsetky nasobky Cisla y predstavuju inti zvySkovu
triedu vzhl'adom na x.

Teraz si ukdzeme postup tvorby mnoziny M najskor pre
t = 2 apotom pre ¢t > 2. Sucasne si opisovany postup
vysvetlime na Z;3;.

Mnozina M je maximalna mnozina pre dany prah.
Predpoklad: Nech m =x *y, x <y.

Postup tvorby mnoziny M:

Vieme, ze do M mézu byt zaradené len nasobky x a y.
Spomedzi tychto nasobkov musime vylucit' tie ¢isla v
€ Z,, pre ktoré existujuz € M al <c<xtaké, ze v—
z =cx" pre n > 2. Toto vyluéovanie robime po kazdom
pridani nového prvku. Ztoho vyplyva, ze jedna
z moznosti pre tvorbu mnoziny M je nasledujica:
Zoberieme nasobky &isla x aZ po x°, potom nasobky x’
po x’ atak pokratujeme az po x", kde x" < x * y.
Takymto vyberom zabezpeCime, ze rozdielom
lubovolnych dvoch nasobkov ¢isla x nedostaneme
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mocninu ¢isla x, lebo inak by sme museli v Citateli
zabezpeCit mocninu x, ¢o nie je mozné urobit vzdy.
Ked’ze x < y nasobky y zaradime do M vsetky, lebo Z,
urcite obsahuje len nasobky prvej mocniny y. Z takto
vytvorenej mnoziny M l'ubovol'na dvojica zrekonstruuje
kla¢. Prvkov, ktoré su nasobkom x je viac ako tych, ¢o
st nasobkom y. Uvedend mnozina M je maximalna,
z ktorej sa daju ocislovat’ dvojice ucastnikov, lebo Cisla,
ktoré su nasobkom y padni do roznych tried
ekvivalencie podl'a modulu x, ktoré su v tvare: x*k+1,
x*k+2, ..., x*k+(x — 1) a nasobky x predstavuji padni
do poslednej triedy ekvivalencie x*k. Ked’ze v mnozine
Z,, ostali iba ¢isla x*k+1, x*k+2, ..., x*k+(x — 1), tak
ich pridanim do mnoziny M by sme vedeli zobrat
dvojicu, ktorej rozdiel je x*k a Citatel’ nasobok ¢isla x by
neobsahoval.

V nasledujucej  cCasti
oznacenie:
M — maximalna mnoZina ¢isel pre dany prah t
V' — mnozina vylu€enych ¢isel pre dany prah t
Z — mnozina zostavajucich ¢isel
Zn=M O VU Z U {0}

budeme pouzivat toto

Pre nas konkrétny priklad teda plati:
Zz,m=3*11,x=3,y=11.

M={3,6,9,18,27,11, 22}

Vylucené ¢isla: V= {12, 15, 21, 24, 30, 2, 20, 29, 4, 13,
31}
12-3=9,15-6=9,21-3=18,24-6=18,30-3 =
27,11-2=9,20-11=9,
29-11=18,22-4=18,22-13=9,31-22=09.
zZ={1,5,7,8,10, 14, 16, 17, 19, 23, 25, 26, 28, 32,}

Je zrejmé, ze z mnoziny M mdézeme podiely pridel'ovat’
aj pre prahové schémy pre ¢ > 2, lebo rovnako ako pri
dvoch ucastnikoch do6jde k vykrateniu Citatel'a
s menovatelom. Podobne zmnoziny M, ktora je
maximalna pre prah ¢, budeme moct’ pridel'ovat’ podiely
ucastnikom pre prahy vicsie ako ¢. Z toho vyplyva, zZe
ked budeme do mnoziny M pridavat’ novy prvok, je
potrebné preskiimat’ najhor$i mozny pripad s tymto
prvkom.

Postupne budeme zvySovat’ prah ucastnikov, ktori buda
schopni zrekonStruovat' kl'i¢ a snazit sa Co najviac
zvacsit mnozinu M. Ako uz bolo spomenuté prvkov,
ktoré st nasobkom x je viac ako tych, o st nasobkom
y. Preto bude jednoduchSie zabezpecit, aby nahodne
vybrana ¢ — tica obsahovala ndsobok c¢isla x. Z toho
doévodu budeme najskdr vkladat prvky, ktoré
predstavujii novu triedu ekvivalencie vzhl'adom na y,
¢im zabezpeCime, ze rozdielom nového prvku
s l'ubovol'nym prvkom z M nevznikne ¢islo delitelné y.
Prvy novy prvok mézeme pridat’ pri ¢ Gc¢astnikoch, pri
ktorych plati =x+1, lebo mame x — / prvkov, ktoré st
nasobkom y, pridanim jedného prvku budeme mat’ x —
ty prvok a posledny prvok bude urcite nasobok cisla x,
¢o je dolezité¢ preto, lebo rozdielom nového prvku
s jednym zo zvolenych prvkov vznikne ¢islo delitel'né x.
Takto som zvolil najhor$i mozny pripad, ked’ som sa
snazil vybrat’ ¢ - ticu, ktora neobsahuje nasobok cisla x.



Z toho vyplyva, ze v kazdom kroku je mozné pridat
maximalne jeden novy prvok, inak viem zobrat tak(
skupinu, ktora neobsahuje nasobok cisla x. Takto
pokracujeme az dovtedy kym mi ostanu éisla, ktorych
zvySkova trieda v mnozine M vzhladom na y uZ je.
Pridat’ novy prvok bude mozné iba pri takom prahu ¢,
ktory mi zabezpeci aspoii jeden nasobok ¢isla y. Pri tom
treba davat’ pozor na to, ze rozdielom viacerych cisel
modze vzniknit' Cislo delitelné y a Citatel' obsahuje len
jeden nasobok ¢isla y. Potom bude potrebné zvysit’ prah
t, ktory zabezpeci, ze l'ubovol'nd ¢ — tica obsahuje viac
nasobkov Cisla y.

Vratme sa k naSmu prikladu.

Novy prvok je mozné pridat’ az pri ¢ = x+1, ¢ize t = 3+1
=4,

Pri t = 3 to nie je mozné, lebo ked’ pridim l'ubovolny
prvok, moézZzem zobrat' Cisla 11 a22 arozdielom mi
urcite vznikne ¢islo delite'né tromi.

Teraz si rozpiSeme aké triedy ekvivalencie podla
modulu 11 mame zastipené v M.

3 € 11kt3,6 € 11kt6,9 € 11kt9, 18 € 11kt7, 27
€ 11k+5,

11 € 11k,22 € 11k

Pre t = 4 priddme prvok patriaci do novej triedy
ekvivalencie podla mod 11 napr. 1 € 11k+1.
Vylucime prvky 10 (10 — 1 =9), 19 (19 — 1 = 18), 28
28-1=27).

M={3,6,9,18,27,11,22, 1}

V={12, 15,21, 24, 30, 2, 20, 29, 4, 13, 31, 10, 19, 28}
Z=1{5,7,8, 14,16, 17, 23, 25, 26, 32}

Pre ¢ =5 priddme napr. 8 € 11k+8.

Vylacime prvky 17 (17 -8 =9), 26 (26 — 8 = 18).
M={3,6,9,18,27,11,22,1, 8}

V= {12, 15, 21, 24, 30, 2, 20, 29, 4, 13, 31, 10, 19,
28,17,26}

Z=1{5,7,14,16,23, 25,32}

Pre t = 6 pridame napr. 32 € 11k+10 — zaroven je to
posledna nova trieda ekvivalencie podl'a modulu 11 aka
nam v Z ostala.

Vylu¢ime prvky 5 (32 — 5 =27), 14 (32 — 14 = 18), 23
(32-23=9).

M=1{3,6,9,18,27,11,22, 1,8, 32}

V= {12, 15, 21, 24, 30, 2, 20, 29, 4, 13, 31, 10, 19, 28,
17,26, 5, 14, 23}

Z=1{7,16,25}

Mnozina M je maximalna aj pre prahy t =7, t = 8.

Pri prahu ¢t = 9 moZeme pridat napr. 24. V takom
pripade budeme mat’ prahovia schému (9, 11) atym
mame istotu Ze jeden prvok bude 9, 18 alebo 27. Prvky
12,15, 21,30 pridat nemézeme lebo by mohol rozdielom
vzniknit ¢islo 11 alebo 22.

Pre ¢t =9 pridame 24.

M={3,6,9,18,27,11,22, 1,8, 32,24}

V={12, 15, 21, 30, 2, 20, 29, 4, 13, 31, 10, 19, 28, 17,
26,5, 14,23}

Z=1{17,16,25}
Pre t = 10 sa mnozina M nemeni, lebo pridanim
Tubovolného prvku méze vzniknut’ rozdiel 11 alebo 22.

Pre t = 11 mdzeme pridat’ d’alsi prvok, lebo zvySenim
prahu sme zabezpecili, zobratie asponn jedného prvku
z triedy ekvivalencie 11k podla modulu 11. Pridame
napr. 7 € 11k+7.

Vyla¢im prvky 16 (16 — 7 =9), 25 (25 -7 =18).
M=1{3,6,9,18,27,11,22,1,8,32,24, 7}

V= {12, 15, 21, 30, 2, 20, 29, 4, 13, 31, 10, 19, 28, 17,
26, 5, 14,23, 16, 25}

Dalej postupujeme analogicky az po t =32 a M = Z3;—
{0}.

Dalej uvazujme Z,, kde m sa d4 napisat ako mocnina
jedného prvocisla x”.

Postup tvorby M pre ¢+ = 2 je podobny ako
v predchadzajiicom pripade. Zoberieme nasobky cisla x
aZ po x°, potom nasobky x’ po x’ a tak pokratujeme az
po x"'a doplnime prvymi n-1 prvkami zo Z,,. Z mnoZiny
Z,, musime vylucit’ tie ¢isla v € Z,, pre ktoré existuju z
€ M al<c<xtaké, ze v—z = cx" pre n > 2. Toto
vyluCovanie robime po kazdom pridani nového prvku.
Novy prvok mézem pridat’ az ked’ plati + = x+/ a vzdy
pridavam prvok, ktorého trieda ekvivalencie podla
modulu x v mnozine M je najmenej zastipena. Mnozina
M nebudeme moct rozsirit’ pri prahoch ¢ =x + 1 + x*c,
kde ce N, lebo vtychto pripadoch méze rozdielom
vzniknut' niekol’ko ¢isel delitelnych x ateda budeme
musiet’ zabezpelit, Ze l'ubovolna skupina obsahuje
viacero nasobkov Cisla x.

Priklad:

Zg7, m= 33,)6: 3.

M=1{3,6,9,18,1,2}

Vylucené ¢isla: V= {12, 15, 21, 24, 10, 19, 11, 20}
12-3=9,15-6=9,21-3=18,24-6=18,
10-1=9,19-1=18,11-2=9,20-2=18.
Z=1{4,5,7,8,13, 14,16, 17, 22, 23,25, 26}

Pre ¢ = 3 mnozina M sa nemeni, ked” pridame I'ubovolny
prvok moze vzniknit' rozdielom ¢islo patriace do triedy
ekvivalencie 3k podla modulu 3, preto musim
zabezbecCit’ skupinu, ktora obsahuje asponl jedno Cislo
z tejto triedy ekvivalencie 3.

(Mo6zem zobrat’ 1, 2, a nové pridané Cislo napr. 4, 4 — 1
=3)

Pre t = 4 pridame 4.
M=1{3,6,9,18,1,2,4}

V={12, 15,21, 24,10, 19, 11, 20, 13, 22}
Z=1{4,5,7,8,14,16,17,23,25,26}

Pre ¢ =5 pridame 5.

M=1{3,6,9,18,1,2,4,5}

V=1{12,15,21, 24,10, 19, 11, 20, 13, 22, 14, 23}
Z={7,8,16,17, 25,26}



Pre t = 6 mnozina M sa nemeni, ked’ pridame l'ubovolny
prvok mézu vzniknat’ dve Cisla z triedy ekvivalencie 3k
podla modulu 3 sucasne, preto musim zabezbeCit
skupinu, ktord obsahuje aspon dve Cisla z tejto triedy
ekvivalencie 3k.

Napr. 7-1=6,7-4=3.

Pre t =7 pridame 7.

M=1{3,6,9,18,1,2,4,5,7}

V= {12, 15, 21, 24, 10, 19, 11, 20, 13, 22, 14, 23, 16,
25}

Z=1{8,17,26}

Pre t = 8 pridame 8.

M=1{3,6,9,18,1,2,4,5,7, 8}

V={12, 15, 21, 24, 10, 19, 11, 20, 13, 22, 14, 23, 16,
25,17, 26}

A analogicky postupujeme dalej az po t =26, M = Z,; -
{05.

Zaoberali sme sa aj vytvorenim maximalnej
mnoziny prvkov M pre prah ¢ = 2, pricom prvky
vyberdme z mnoziny Z,, kde modul m je sucinom
dvoch mocnin prvodisel m = x” * )7,

Pri uvedenych postupoch vyuzivame poznatok:
Ak a#xkA"b#xknp+#q potom

ax? —bx? =x¥(ax"”™" —b) = ax”™? —b # xk

V dal$ej Casti si na priklade ukazeme, Ze schémy na Z,,
kde m nie je prvocislo, nie st perfektné. Najskor sa
budeme zaoberat' pripadom, kde do uvahy berieme
prvky zo Z,, ktoré predstavujii navzajom rozne triedy
ekvivalencie podl'a modulu vsetkych faktorov m. Nech
je dané prahova schéma (3,5) na Zs;5, kl'a¢ K = ay = 4
a koeficienty a; = 7, a; = 1. Polynom vyzera
nasledovne:
fx)=x"+7x +4

Potom doveryhodnd osoba vypocita podiely pre
ucastnikov schémy. Suradnice x; budu verejné a bude
platit x; = i. Druhu stradnicu odosle ucastnikom. Ti
obdrzia nasledujuce podiely: s; = 12, s, =22, 53 =34, 54
=13,55=29.
Nech sa kIi¢ pokusia zrekonStruovat prvy, druhy
a piaty ucastnik. Potom dostanu:

5 (0=2)(0=5)  ,, (0=D(O0=5) -

(1-2)1-5) (2-1(2-5)

30 +10 + 34 = 4(mod 35)
Zistime teraz, ¢i je dana schéma perfektna a ¢i naozaj ¢ —
1 ucastnikov neziska asponn minimalnu informaciu
o kI'a¢i. Nech sa pokusia zrekonstruovat’ kI'a¢ len prvy a
piaty ucastnik. Vedia, ze minimalny pocet podielov
potrebnych na zrekonStruovanie klica je 3 ax, = 2 je
verejné, preto si moézu dopredu vypocitat hodnotu

(0-1)0-2) _
(5-1(5-2)

S, =10. K zisteniu kl'i¢a K im chyba iba siradnica

Ys.
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(0-1)0-2)
5-1D(5-2)

2 (0=2)(0=5)  (0=D(O0=5)
1-2)1-5) 2-1)(2-5)
30 +10y + 34 = 29 + 10 y(mod 35)

Nasi ucastnici sa pokusia zmen$it mnozinu klIdc¢ov
postupnym dosadzovanim za y. Ich vystupy budu
nasledovné:

y | 0] 1] 2] 3| 4] 5 7] 8] 9]10|11

6
K |[29] 4114/12434| 9|19(29| 4]14|24|34

12113(14(15]|16|17(18|19|20(21|22|23

y
K| 9] 4]14|24|34| 9|24(34| 9]19|29] 4

y [24]25]26|27|28|29|30|31|32(33|34

K [34| 9/19|29| 4(14[24|34]| 9]19|29

Tab. 2.

Mnozina kl'i¢ov sa zredukovala z 35 na 7 a teda schéma
nie je perfektna.

Schéma nie je perfektnd v pripade, Ze jeden
z GCastnikov ma x; = i sudelitelné s m. Z toho vyplyva,
ze perfektnost’ schémy je mozné dosiahnut’ vylic¢enim
tychto ucastnikov. Potom vSak maximalny pocet
ucastnikov nie je najmensi faktor p Cisla m, ale p —
I(trieda ekvivalencie pk neméze byt zahrnuta).

V pripade, Ze do tivahy berieme maximalne mnoZziny
najskor pre ¢ = 2, tak napr. v Z;s dostaneme M =

{5,10,15,20,25,7,14,21,28}.  Aby  bola  schéma
perfektna, tak lubovolny ¢len  Lagrangevho
interpolacného  polynéomu nemoéze po vykrateni

obsahovat' ani jeden nasobok cisla 5 aani 7. Preto
moézeme brat’ do uvahy bud’ zvlast’ iba nasobky 5 alebo
iba nasobky 7. Ak berieme do tivahy iba néasobky 5,
nemdzeme zobrat’ 25, lebo po vykrateni ostane jedna 5
v Citateli. Teda dostaneme dve mnoziny
M;={5,10,15,20} a M, = {7,14,21,28}. Tieto mnoziny
s maximalne aj pre vyssie prahy a pre pocet ich prvkov
tak ako v predchadzajiicom pripade plati p — 1, kde p je
najmensi faktor m. Perfektnost schémy zarucime
vyberom prvych mocnin nasobkov ¢isla p alebo ¢, kde

a b
m =pq’.
V pripade schém (m-1, m-1) na Z, st dané schémy
perfektné (v kazdom  clene  Lagrangeovho

interpolacného polynému déjde k vykrateniu vSetkych
¢isiel sudelitelnych s m).
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