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Abstrakt. Lanchesterove modely bojovej Cinnosti armad prinasaji komplexny
pohlad na problematiku priebehov bojov a bitiek. Su ¢asto vyuzivanym modelom pri
planovani a vycviku armad roznych krajin, krajiny EU nevynimajic. S postupom
Casu a vSestrannym rozvojom spolo¢nosti nachadzaju uplatnenie v aj v ekondmii,
finan¢nictve ale aj v netradi¢nych oblastiach akymi su napriklad hracske asociacie
strategickych hier. Ich komplexnost' je naozaj dokonala, pri dostatku vstupnych
informacii, Lanchesterove rovnice uvazuju naozaj so vSetkymi varianciami aké mozu
nastat. Po¢niic GCinnostami armad, ich stratégiami, ¢asovymi zmenami ako napr.
prichadzajicimi posilami, ale tieZ s operatnymi stratami akymi st choroby, rozne
zranenia ale aj priatel'ské strel'ba a podobne. V préci prindSam podrobnejsi pohl'ad na
model vojny v ktorej sa stretnu konvencéna bojova sila s partizdnskou silou. Ako
teoreticky podklad som pouzil rieSenie sustavy nelinearnych diferencidlnych rovnic,
oznacovanych ako jedna z modifikacii Lanchesterovych modelov bojovej ¢innosti
armad. Ststavu som riesil separdciou premennych a zobrazenim vo fizovej rovine.
Na simulaciu mnozstva réznych vychodiskovych situacii som pouzil matematicky
software, Mathematica 5. Pripravil som tiez konkrétny priklad z historie na lepsiu
prezentaciu ziskanych poznatkov atiez simulaciu historickej udalosti, ktora sa
nast’astie nestala skuto¢nost’ou.

1 Uvod do Lanchesterovych modelov bojovej ¢innosti armad

Co i len kratky pohl'ad do histérie nam predostiera vel'ké mnozstvo prikladov réznych vojen a
konfliktov na celom svete. Kazd4 vojna vSak vzdy prindsa novy pohlad, na jednej strane
pohlad na krutosti, zékernosti, 'udské utrpenie, barbarstvo... no na druhej strane zakazdym sa
stretivame s inou stratégiu a planovanim. Od davnej minulosti az do dnes nds
sprevadzaju vojenské konflikty a musime priznat’, Ze tvoria Cast’ nasej historie 1 sucasnosti.

V tejto praci sa pokusim priniest iny pohl'ad na vojenské konflikty, pohlad cez
sustavu diferencidlnych nelinearnych rovnic ako néstroj na modelovanie bojovej Cinnosti
armad, pri Specifickych stratégiach boja. Konkrétne sa zameriavam na tzv. gerilova stratégiu
vojny, zakladajucu sa na partizdnskych praktikdch boja. Diferencialne rovnice, ktoré
vyuzivam pochadzaju z Lanchesterovho modelu gerilovej vojny. Vychadzaju zo sldvnych
rovnic, ktoré sformuloval F. W. Lanchester v roku 1914, Tieto rovnice sa stali Standardom na
odhad vysledkov jednotlivych bitiek a vojenskych operdcii a ich modifikacie su vyuzivané aj
dnes.

L py(0)=x,
;’; (1)
o —ax,y(0)=y,

kde x(t), y(t) su pocetnosti konvencnych armad v case t, xy, yy predstavuju pociatocnu silu
(pocetnost) armad v case t=0, kladné konstanty a, b reprezentuju efektivnost' armad x a y.

' Veduci prace: doc. RNDr. Pubomir Marko, PhD.



Vo vSeobecnosti s Lanchesterove rovnice, diferencidlnymi rovnicami vyjadrujicimi
zavislost’ efektivity a pouzitej stratégie sil bojujucich proti sebe ako funkciu ¢asu.

Gerilova stratégia je povazovana za jeden z najpresnejSich a najrealistickejsSich
modifikacii modelov Lanchesterovych rovnic bojovej ¢innosti armad. V tejto praci som sa
sustredil na zaujimavy a v redlnom zivote, od davna (partizanske boje v ¢ase II. svetovej
vojny, vojna vo Vietname) az dodnes (vojna v Iraku) sa vyskytujuci model, ked’ jedna
z bojujucich sil je konvenéna a druha je partizanska.

& b x(0) =
; )
E = —ax,y(O) =V

kde x(t), y(t) su pocetnosti armad v case t, xy, yy predstavuju pociatocnu silu (pocetnost)
armad v case t=0, kladné konstanty a, b reprezentuju efektivnost x — gerilovej a
y — konvencnej armady.

Tato modifikacia berie do uvahy, Ze bojova efektivnost gerilovej sily vychadza zjej
schopnosti zostat’ v utajeni a neumoZznit® superovi identifikdciu svojho postavenia, vyuZit
znalost’ bojového priestoru a moment prekvapenia. Potom, zatial’ ¢o su straty konvenénej sily
stale imerné poctu gerilovej sily, straty gerilovej armady su imerné tak poctu konvencne;j sily
ako aj vlastnej pocetnosti. Matematicky pohl'ad na vyhodu gerilove;j sily oproti konvencnej je
hlavne v tom, Ze gerilovd armada neposobi ako celok, ale je rozdelena do mnoZstva malych
uto¢nych skupin rozptylenych v geografickom priestore bitky. Uvazujuc pravdepodobnost’, Ze
konven¢na armada zasiahne rozptylené skupinky partizanov, dobre ukrytych a vyuZzivajlcich
znalost’ terénu, ktorych presnu polohu vobec nepozna je podstatne mensia (v extrémnom
pripade si mdéZeme predstavit, Ze konvencnd armada pali do okolitého priestranstva, napr. do
lesa a moze len predpokladat’, Ze zasiahne svojou pal’bou niektorti z utocnych skupin gerilove;j
armady) ako pravdepodobnost’, Ze partizdnska skupina zasiahne rozsiahlu konven¢nti armadu
koncentrovant na urcitom Gzemi, ba Co viac eSte vie ovela presnejSie urcit’ polohu (vyuzijiac
zvedov a pod.), kde sa akurat nachadzaju sily konvencnej armady. Situécia je zndzornena

na obr. 1, kde ¢ervenou farbou je vyznacena tzv. palebna oblast’ konvenénej armady a modrou
farbou sl znazornené utocné skupiny partizénov. Z obrazku je zrejmé, ze gerilové sily maju
pod kontrolou podstatne vicSie Uzemie pri mensej pocetnosti ako sily konvenéné. Toto
tvrdenie neskor dokézem rieSenim a upravou rovnic.
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Obr. 1 Ilustracia vyhody partizanskych sil



2 Urcenie modelovych rovnic pre konvenénu vs. gerilovi vojnu

Definiciu rovnic pre konven¢nu vojnu ako aj pre model vojny konvenénej proti partizanskej
armade som uz spomenul. Oznacenie budem nad’alej zachovavat’. Pre €isto konvenénu vojnu
je model velmi jednoduchy, reprezentovany sustavou dvoch linearnych diferencialnych
rovnic (1) (jednoducho riesite'nych analytickymi postupmi).

d.
?); = —by,x(O) =X,

d
Yo (0)=

Co sa teda zmeni ak jedna z armad bojuje gerilovym spoésobom? Zatial’ ¢o armada y je stale
« , d , - ., " TR
konvenc¢na, teda mame v _ —ax, armada x bojuje partizanskym Stylom. Gerilovy §tyl vojny
t
sa tiez nazyva ,area fire“ (vs. konventna vojna byva oznacovana ako ,direct fire®), Co
znamena, ze partizanski bojovnici su ukryti. Nepriatelia ich nevidia a nemé6zu palit’ priamo do
nich, jediné ¢o je konvencnym silam jasné je, ze skupiny partizanov sa nachadzaja ,,niekde*
S dx , ., . . . . ,
v okoli bojového pol'a. Teda = zavisi od efektivity a vel'kosti nepriatel'skej armady, rovnako
t
ako v pripade konvencnej armady, ale o zvySuje Sancu nepriatel’a zasiahnut' partizanov je

. e . . , dx A veis ey
samotna vel'kost’ Utocnej gerilovej skupiny a preto platl,z =—bxy . Ddlezité je uvedomit’ si,
t

dramaticky pokles Uc¢innosti — b konvencnej armady, oproti ,,direct fire* spdsobu vojny,
spojeny s nizkou pravdepodobnostou zéasahu gerilovej sily. Vo vsSeobecnosti je hodnota
ucinnosti b konvenénej armady, 100 az 1000—krat mensia ako v pripade, keby bojovala v Cisto
konvenc¢nej vojne.

3 Urcéenie koeficientov ucinnosti armad

Viac krat som sa uz zmienioval o kladnych konsStantach a, b opisujucich efektivnost’ armad.
Pri realnych aplikaciach Lanchesterovych modelov, prave tieto konstanty spdsobuju najvacsie
nepresnosti a ich urcenie je vel'mi ndrocné. Vypocet koeficientu G¢innosti konvencnej armady
sa riadi vzorcom: b=r,p , kde r, je konStanta nazyvana ,,palebna efektivita® a vypocita sa

ako: r, = thde(i).cad (i)let(i) ,kde n—pocet vSetkych zbrani v armade, gtde(i) — mnoZzstvo
i=l1

zbrani i-teho druhu, cad(i) — kadencia vystrelov zbrane i—teho druhu, /let(i) — koeficient

smrtel'nosti po zasiahnuti zbrafiou i-teho druhu (koeficient udava vyrobca zbrane) a p,

vyjadruje pravdepodobnost’ toho, ze jediny vystrel zneskodni nepriatela. Vypocet ucinnosti

partizdnskych jednotiek je eSte néarocnejS$i. Hodnota koeficientu asa urcuje pomerne

k hodnote tzv. ,priestoru efektivity jediného vystrelu konvencénej armady — 4,,* a nepriamo

A
umerne k priestoru obsadeného gerilovymi jednotkami — Ay a ma tvar: a =r,—, kde r, je
y A y
konStanta ,,palebnej efektivity* a vypocita sa rovnako ako v pripade konvencnej armady, 4,, -
je priestor efektivity jediného vystrelu konvencnej armady, t.j. oblast’, kde jediny vystrel y—
armady zneSkodni nepriatel’a, so spominanou pravdepodobnost'ou p,.



4 RieSenie sustavy rovnic a interpretacia vo fizovej rovine
Stustavu nelinearnych diferencidlnych rovnic, opisujucich vojnu medzi konven¢nou

a partizdnskou armadou, nemozno rieSit analyticky, preto budem riesit’ tento problém
separaciou premennych a nasledne vyuzijem zobrazenie vo fazovej rovine.

dx

7 = _bxya X(O) =Xy
Vyuzijem ststavu (2): t
Y ax,9(0)=
dt ’ °
2
Plati vztah: b% —ax+k 3)
kde k je konsStanta,
, by*
upravim: k=———ax (3a)
Dokaz tvrdenia:
zderivujem vyraz (3a): 0= 2by7y —ax
0=byy —ax

dosadim za y’, X, vyrazy zo sustavy (2): 0 =by(—ax) — a(—bxy)

0 =—abxy + abxy

¢im je tvrdenie dokazané 0=0

Uvaziac pociatocné podmienky rovnic, x(2) = xg, y(t) = yo (predstavuju pociatoc¢nt silu
armad), tak m6zem napisat’: k=—-ax,. (4)

2 2

Uvazujem vztah (3): %: ax+k, kde k :%—axo a zobrazim vo fazovej rovine
jednotlivé situacie pre k- k > 0 (Ciernou farbou v grafe), k£ < 0 (Cervenou), £k = 0 (fialovou).
Ako vyplyva zo zndzornenia vo fazovej rovine (obr.2), ak je k < 0 vyhraju partizdnske sily a
ak je £ > 0, vyhraji konvencne bojujuce sily. Znazornenim l'ubovolnej situacie pomocou
fazovej roviny mozem vel'mi flexibilne a nazorne ilustrovat’ priebeh a hlavne vysledok bitky.
Ako vhodny nastroj na rychlu simuléciu som pouzival matematicky software Mathematica
ver. 5.
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Obr.2 Graficka interpretacia vo fazovej rovine(Lanchesterov parabolicky zdakon)

Ziskané rovnice mi tiez umoznuju predpokladat’ vyvoj medzi poctami vojakov na
jednotlivych znepriatelenych stranach.

Z rovnosti (3), vyjmem y a dostadvam: y= ‘,%bﬂ (5)

2
— teraz vyjmem X: x= by _k (6)
2a a
2 2
dosadenim k do rovnosti (5) a (6) dostdvam: x= bZL - l;ﬁ - X, (7
a a

2ax  2ax,
=.—- + 8
y b b Yo )

Za urcitych okolnosti vyrovnaného suboja je mozné, Ze nastane pripad, kedy obe armady
dosiahnu nulovy pocet vojakov v rovnakom case. Pre tento pripad mozem postavit' x =y = 0,

2
by a y,= 26?0. Zjavna je

a ziskavam tym vztahy pre pociatocné podmienky, x,=

previazanost' (xp a yg) v tychto rovniciach, vyuzijuc tohto budem schopny urcit’ presné
hodnoty pociatocnej sily a pomeru vykonnosti jednotlivych armad. Jedinou nezavislou
premennou sa stane x, alebo yy,

5 DemonStracia vysledkov na konkrétnom priklade, vojna vo Vietname

[lustrujem teraz vSetky doposial’ ziskané vztahy na konkrétnom pripade. Ziskam tym
podstatne lepSiu a nazornejSiu predstavu o rozoberanej problematike. Prikladov, ked’” bojuju
proti sebe konvenc¢na a partizanska armada, bolo v historii vel'a. Za vzorovil vojnu som vybral
vojnu vo Vietname, konkrétne jej Cast’ a pocty vojakov z obdobia, kedy proti spojencom



bojovali gerilové sily severnych Vietnamcov a Viet Kongov. Pocas tejto vojny bol pomer

- . ., ., b 1 y . .
ucinnosti jednotlivych armad 2 = 1000 teda y, =,/1000x, , Co znamend, Ze skupina

a
xo = 10 partizénov je efektivna bojova sila proti 10—krat vacSiemu mnozstvu konvenénych
vojakov. Ako mozno vidiet vtabulke 1, efektivita partizanskych jednotiek klesa so
vzrastajicim poctom jej clenov.

Tabulka 1: Porovnanie vplyvu velkosti partizanskych sil na ich efektivitu

X0 10 {20 |30 |50 | 1001000 | 1010 | 1200
Yo 100 | 141 | 173 | 224 | 316 | 1000 | 1004 | 1095
pomer | 10 | 7,1 |58 |45 [32 |1 <1 0,9

Dokézal som, Ze na to, aby bola partizanska praktika boja u¢inna proti konvenénej armade je
nevyhnutné, aby partizdnska sila bola rozdelend do malych lokélnych Utoénych skupin.
Prirodzene sa nuka otazka extremalneho pripadu, ze najucinnejSia gerilova armada by
pozostavala iba z jednotlivcov. Tu treba poznamenat’, ze pri prili§ nizkom pocte muzov
v partizanskych jednotkach (menej ako 5) by sa zac¢al nadmerne prejavovat faktor operacnych
strat a efektivita by posobenim tohto faktoru prudko klesala. Vysledkom existencie malych
gerilovych jednotiek (s poftom 8 — 12 muzov) vo vojne vo Vietname je fakt, ze celd
spojenecka armada (USA, Juzny Vietnam a ostatni spojenci) by musela byt 10nasobne vacsia
ako partizanska arméada Viet Kongov a severnych Vietnamcov na to, aby spojenci mali redlnu
Sancu zvitazit. Z historickych vojenskych zaznamov je zname, ze v roku 1968, bol pomer
spojencov k partizdnom, 6:1.

6 Simulacia historickej udalosti

Pre zaujimavost’ som vykonal malu simulaciu historickej udalosti. Vychadzam z historického
podkladu. General spojeneckych sil, Westmoreland, poziadal v roku 1968 prezidenta o posilu
206 000 muzov. Prezident Johnson ziadost’ zamietol. Simulaciu zaloZzim na nasledovnej téze:
Vyhrali by spojenci bitku, keby prezident vyhovel Ziadosti generdla Westmorelanda?
Analyzujem teda situaciu. Priblizné poCty jednotlivych armad v Case ziadosti popisuje tabul’ka
2.

Tabulka 2: Pocty spojeneckych a partizanskych sil okolo roku 1968

konvenéné sily partizénske sily

Ameri¢ania 510 000 Severni Vietnamci | 50 000
Juzni Vietnamci | 1 100 000 Viet Kongovia 230 000
ostatni spojenci | 70 000

SPOLU: 1 680 000 280 000
Pomer sil pred ziadostou bol % z% V pripade posily spojeneckej armady o 206 000
muzov by sa pomer zmenil na Mz 6’7. Je teda zrejmé, Ze spojenecka posila by

280000 1
nepomohla armade generala Westmorelanda k vyhre, na to, aby vyhrali, by totiZ potrebovali



az zdvojnasobit’ pocet americkych vojakov, teda posilu d’alSich 510 000 muzov, ¢o bolo vtedy
pre USA nemozné.

Touto simuldciou by sa mohol vysvetlit' postoj prezidenta Johnsona, ktory
»politickym* rozhodnutim nevyhoviet Westmorelandove] Ziadosti posunul vietnamsky
konflikt do stavu, ktory vyvrcholil Parizskymi mierovymi rokovaniami v roku 1973,

v ktorych USA vystlpili z vojny.

7 Zaver ostava otvoreny ...

Z doposial’ uvedeného textu je zrejmé ako Lanchesterove modely bojovej ¢innosti armad
fungujt a nakol'’ko hodnotné a komplexné a v istych situdcidch aj strategické informacie mézu
poskytnut’ na prvy pohlad obycajné diferencidlne rovnice. Konkrétne rozoberany model
konvencno—partizanskej vojny, poukazuje na vel'mi interesantné fakty, z ktorych vyplyva, ze
v ¢im menSich skupindch bojuje partizanska armada, tym viac sa znizuje uU¢innost
konven¢nych sil.

Ako vel'mi zaujimavu a demonstrativnu tivahu na zaver nechdvam vypocet ako rychlo
by spojeneckd armada vo Vietname zniCila gerilovii armadu Viet Kongov a severnych
Vietnamcov, keby tito bojovali ako konven¢nid arméada. RieSenim uz znamej sustavy
linedrnych diferencidlnych rovnic (1), mézeme vel'mi jednoducho vypocitat ¢as v ktorom
spojeneckd arméda bez problémov zvitazila nad arméadou, ktoru v skutocnosti nebola schopna
nikdy porazit’.
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