Model epidemickej choroby (SIR model)
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Abstrakt. Tato praca sa zaobera zostavenim ,,SIR modelu* Sirenia epidémie. Zakladnym
problémom je popis Sirenia epidémie v populacii ako funkcia ¢asu. Matematicky popis
samozrejme zavisi od vela okolnosti, vratane charakteru choroby. Pri modelovani je
nevyhnutnost’ formulacie niektorych zavaznych predpokladov.

1 Uvod

Jeden z najznamejSich prikladov populacnej epidémie je pripad Velkého moru v
Londyne, ktory vypukol v rokoch 1665 — 1666. Zo zaznamov imrtnosti obyvatel'stva moézeme
zostrojit’ epidemicku krivku, ktorej charakteristicky tvar opisali A. G. McKendrick a W. O.
Kermack.

Anderson Gray McKendrick (1876 - 1943) a William Ogilvy Kermack (1898 - 1970)
propagovali vyuzitie matematickych metdd v epidemiologii. V rokoch 1927 a 1932 vydali dva
dolezit¢ dokumenty, tykajuce sa metematickej tedrie Sirenia epidémie, na ktoré sa
odvolavame dodnes. Zostavili SIR model pre l'udi infikovanych nakazlivou chorobou (v
konsStantnej populacii v priebehu ¢asu).

Model pozostava z systému dvoch nelinearnych standardnych diferencialnych rovnic.
2 Vseobecna charakteristika modelu

Model populécie je rozdeleny do troch skupin:
- citlivi jednotlivci S (susceptible individuals)
- infikovani jednotlivci | (infected individuals)

- odolni (imunni) jednotlivci R (re-infection individuals)

* Veduci prace: Doc. RNDr. Cubomir Marko, PhD.



Celkova populacia je rovna: N=S+I+R (1)

Citlivi jednotlivci S su ti, ktori nie s infikovani epidémiou a nie st iminni.
Infikovani jednotlivci I st ti, ktori moZzu §irit” chorobu.

Odolni (iminni) jednotlivei R su ti, ktori boli infikovani a pozivaji imunitu (st necitlivi).
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Obr.1 SIR model populdcie

3 Predpoklady

a.) jednotlivci st zaradeni do jednej z kategorii (citlivi, infikovani, odolni)

b.) populdcia je velka, ale so stabilnym poctom jednotlivcov, ignorujeme prirastok
populacie (narodenie a smrt’) v priebehu epidémie

c.) ignorujeme taktiez nejaké d’alSie rozdelenia obyvatel'stva vekom, pohlavym, mobilitou
alebo inymi faktormi, aj ked’ tieto rozdiely by mohli v realite zohravat’ dolezita tlohu

d.) kazdy jednotlivec prichddza denne do kontaktu s takym istym pomerom l'udi z kazdej
kategorie

e.) pre jednoduchost’ uvazujeme, ze odolni jednotlivci R si permanentne iminni

4 Diferencialne rovnice a parametre modelu

Zakladné diferencialne rovnice su nasledujtce:
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el as(t)i(t) )
? = as(1)i(t) - bi(t) 3)
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s(t) - podiel citlivej populacie pocet citlivych jednotlivcov / N

i(t) - podiel infikovanej populacie = pocet infikovanych jednotlivcov / N

r(t) - podiel odolnej populacie = pocet odolnych jednotlivcov / N

a — priepustnost’ (po&et kontaktov schopnych preniest’ chorobu) /deii™’]

b — regeneracna rychlost’ (denny pocet zotavenych) [der”']
% — priemerné trvanie infekcie [den]
c= % — pocet kontaktov &)

Rovnice (2, 3, 4) vyjadruja prechody citlivych jednotlivcov s(?) ku infikovanym i(z). Pre tieto
rovnice existuje urcitd invarianta systému. VyuZijeme priepustnost’ a a regenera¢nu rychlost’

b.
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po dosadeni z (2, 3) dostavame
as(t)i(t) —bi(t) —as(2)i(t) - g% (—as(t)i(t))=0

z ¢oho vyplyva, Ze uvedeny vyraz je rovny konStante.

Vyraz as(t)i(t)je Standardny kineticky vyraz, zalozeny na myslienke, Ze pocet stretnuti za
jednotku casu medzi s(2) a i(¢) bude umerny k ich poctu.
Priepustnost’ a je urcend frekvenciou kontaktov s(?) a i(t) jednotlivcov a G¢innost'ou, s ktorou

je choroba prenasand pri tomto stretavani.

Uvazujeme pripad bez novych infikovanych, takze rovnica (3) sa zredukuje na tvar

P bi(t) (7



Potom i(t) =i(0)e™” (8)

Pocet infikovanych jednotlivcov i(?) , ktori sa uzdravia (trvanie infekcie) za ¢as (¢, ¢t + dt)

bude

di(t)| = ‘(%}dr = i(t)bdt = i(0)be ™ dt 9)

Priemerné trvanie infekcie t, je potom rovné

j i(0Ybe ™ tdt
1
_20 _
by = =7 (10)
Ji(O)be‘b’ dt
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5 Podmienky pre Sirenie epidémie

V epidemioldgii ma slovo "epidémia” formalny vyznam- je to stav, v ktorom pocet
infikovanych jednotlivcov i(?) stupa z poc¢iato¢nej hodnoty. Podmienky pre sledovanie Sirenia
epidémie vyplyvaju priamo z rovnice (3):

it musi byt’ vzdy kladné, z ¢oho vyplyva s(¢) > b (1)
a

Tak pre dané a a b je kriticky pocet citlivych jednotlivcov s(?) pre epidémiu. Ak sy je

pociatocny pocet s(?), potom podmienka pre Sirenie epidémie je
550> 2 (12)
a

¢o vyplyva z rovnice (11).

Infikovani jednotlivci i(¢) budu priemerne ndkazlivi pocas doby % .

Pocet citlivych jednotlivcov s(?) nakazenych jednym infikovanym jednotlivcom i(?) za

jednotku casu je potom as(?).

as(t)

Potom celkovy pocet 'udi, nakazenych jednym infikovanym je Y (13)



Aby mohol byt tento stav kvalifikovany ako epidemicky, toto ¢islo musi byt’ vacsie ako 1
b

(s()>—).
a

Paramerer oznacovany ako

_asg (t)

(14)

sa nazyva miera reprodukcie epidémie.

Mozno je trochu prekvapujuce, ze zaiatocny pocet infikovanych jednotlivcov i(?) nehra
ulohu v urcovani, ¢i nastala epidémia. Samozrejme, od pociatoéného poctu infikovanych
jednotlivcov i(z) budi zéavislé iné¢ aspekty epidémie - obzvlast ¢as vrcholu (maxima)

epidémie. Cas vrcholu epidémie je ¢as maximalneho poétu infikovanych jednotlivcov i(z).

Z rovnice (3) vidiet, Ze vrchol (maximum) epidémie nastane, ked” s(¢) = b . To je vtedy, ked’
a

miera reprodukcie Ry je rovna 1 (Grafc.1b.)).
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Graf ¢.1 Priebeh infikovanej populacie v case (priklad pre chripku a=0.47, b=0.33)
a.) nastava Sirenie epidémie (Ry=1.33)
b.) spicka epidémie (Ry=1.00)

¢.) nenastava Sirenie epidémie (Ry=0.7)
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anej a odolnej populacie v case (priklad pre chripku a=0.47, b=0.33)
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Graf ¢.3 Fazovy portrét

Rovnovaha a stabilita
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:a.) rubeola (a=0.62, b=0.09); b.) chripka (a=0.47, b=0.33)



Moézme ukazat', ze rovnovazne stavy z rovnic (2, 3, 4) su tie, v ktorych i(x)=0 a
s(t)=c, kde ¢ je 'ubovol'na kladna konstanta.

Formalnou analyzou stability dostavame dve charakteristické ¢isla 0 a ac — b.
Ak su vhodné podmienky pre Sirenie epidémie, charakteristické Cislo ac — b nadobtida kladna
hodnotu a bod rovnovahy je nestabilny.
Ak toto charakteristické Cislo ma zapornu hodnotu, neda sa vyvodit’ zaver stability.

Je zrejmé, Ze rovnovaha nie je striktne stabilna ani v tomto pripade, pretoze kazdé
rieSenie s nenulovym i(?) bude smerovat’ do stavu, v ktorom s(?) klesa a preto sa nevrati do

stavu c.

7 Zhodnotenie

Cielom mojej prace bolo na zadklade teoretického modelu populacie, ako modelu
zlozeného z troch skupin jednotlivcov, popisat’ za uvedenych predpokladov Sirenie epidémie
v populécii ako funkciu ¢asu, ¢o sa mi aj podarilo.

Matematicky popis zavisi od charakteru choroby. Pri simulécii jednotlivych priebehov
som pouzival konstanty, ktoré zodpovedaju redlnym hodnotdm konStant pri chripke a rubeole.

Na tvorbu grafickych zavislosti som vyuzival vypoctovy systém Mathematica. Cely
projekt je vypracovany ako prezentacia v programe Microsoft PowerPoint s aplikaciou

softvéru Mathematica.
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