4. PARCIALNE DIFERENCIALNE ROVNICE

V predchadzajucich dastiach sme riesill niektoré typy obyéajnych dife-
rencidlnych rovnic, v ktorych vystupovala neznama funkcla, alebo funkcie
jednej premennej spolu soO svojimi derivaciami. \" tejso éa?tl sa  budene
zaoberat riesenim typov parciddnych diferencidboych arovnic. Su  to rovnice,
funkciu viac premennych spolu s Jjej parcidlnyn

ktoré obsahuju neznamu

derivéaciami. V&eobecne mozno parcialnu diferencidlnu rovnicu napisat v tvare

= (0.1)
F(t.x.y,...,u,ut,u‘,uy...ut‘,uxx.u‘y....) 0
kde F Je dand funkcia viac premennych , u Je neznama funkcia premennych
£, X, ¥y, pripaune z 8
2
ou au au 9 u
— =—'u u——'u =_'
" s T uu X y ay tt atz
su parcidlne derivédcie funkcle u
Rovnicu (0.1) wuvazujeme Vv oblasti D c R : Hladame funkeciu
u: =ul(t,x,y,...), ktora identicky splna dani parciélnu diferencidalnu rovni-
cu v ablasti P t.]J:
F(t.x.y....,u(t,x.y).u‘(t,x.y)..,.) = 0

pre vsetky (t,x,y) € D

Také funkcie nazyvame aiedenim parcidlnej diferencidlnej rovnice. Zameriame
sa len na rovnice druhého radu, ktoré modeluju &iroké spektrum roéznych

fyzikalnych javov.

4.1 MATEMATICKE MODELOVANIE NIEKTORYCH FYZIKALNYCH JAVOV

Rovnica prieéneho kmitania struny - hyperbolickd rovnica

UvaZujme napnutu strunu dIZky a upevneni na svojich dvoch koncoch.
Nasou ulohou bude ndjst pohybovd rovnicu, ktora charakterizuje polohu u(x,t)
bodu X struny v c¢ase t po uréitom =zadiatoénom impulze. Budeme
predpokladat, ze

a) struna je ohybnad a pruzna, t.J. nekladie odpor ohybu a nap#tie V
strune teda pbésobi vzdy v smere dotyénice k existujucemu tvaru struny,

b) struna sa nepredIZi na Ziadnom useku, t.j. podla Hookovho zakona Je
napatie v strune rovnaké,

c) priehyby struny su malé v porovnan{ s jej dlzkou

d) struna kmita v Jedne)j rovine.

Uvazujme Usek struny od bodu x po bod x + Ax . Nech T Jje napiitie v kon~

covych bodoch useku [x,x + Ax] , ako to vidime na obr. 21. Sily pésobiace né

element struny vo vertikélnom smere s\

Tsin B - T sin «
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Obr.21
Cast kmitajuicej struny

Podla Newtonovho druhého pohybového zakona Je vyslednd sila rovnd hmotnosti
elementu nasobenej zrychlenim. Tak dostAvame

T sin B ~ T gin o = pAs = (1.1)

kde p Je hustota a As Je dlzka obluka struny. Podla predpokladu smernica
dotyénice je mala, teda

As > Ax
a pretoze aj uhly « a p su malé, mdbZeme nahradit

sin ¢ > tg «, sin g > tg B

Potom rovnica (1.1) prejde na tvar

tg B - tg a = ETél B 5.2}

Na zaklade geometrickej interpretécie derivacie dostaneme vztahy

tg @ = ux(x). tg B = u‘(x + AXx)

Rovnica (1.2) sa potom d4 napisat v tvare

1 = v
X2 [ux(x + AXx) u'(x)] T U

odkial limitnym prechodom pre Ax » O dostaneme rovnicu

tt

u. = cu (1.3)

kde c? = . Dostali sme tak jednowzmevnd wvinovd ~rovnicu alebo ~aocwnicu
Emitania otuuy.
Ak na strunu pdsobi vonkajsia sila F na Jjednotku dlzky, potom sa

homogénna rovnica (1.3) zmeni na nehomogénnu

(1.4)

) [ czu 2 g ey i N
tt XX
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Podobnym spbsobom by sme dokézall odvodit rovnicu priedneho #milg
membrany, alebo dvojrozmervul vlnovd AoV

2
u'_g = C (uxl + uyy) (1.5)

a ak na membranu pdsobi a) vonkajsla sila, rovnlca ma tvar

T e e R (1.8)
tt xx yy

sa dali postupne odvodit trojrozmerna vlnova rovnica alebo aj

Tak by
viacrozmernd vlinova rovnica, ktoru by sme mohli vseobecne napisat v tvare
TR c2 Au (1.7)
tt
kde A je Laplaceov operator, ktory mdéze byt Jjedno-, dvoj-, troj- alebo
viacrozmerny. Dvojrozmerny a trojrozmerny Laplaceov operator maju tvar
2 2 2 2 a2
P e e : 5 3 oy
P e ax ay 9z

Vinova rovnica je dblezitd, pretoze takyto typ rovnice sa vyskytuje v mnohych

fyzikalnych problémoch napr.: zvukové viny v priestore, elektrické vibréacie

vo vodi¢i, vinenie v magnetohydrodynamike, pozdlzne kmitanie tyc¢e atd.
Rovnice typu (1.8) nazyvame aj #fyperbolickymi rovnicami.

Rovnica nestacionarneho vedenia tepla - parabolickd rovnica

Inym zakladnym typom parciédlnej diferencidlnej rovnice, ktory sa tiez
velmi ¢éasto vyskytuje v réznych fyzikalnych aplikécidch je sowvnica wedenia
tepla. Uvazujme oblast Q c R’ ohraniéenu plochou @8R . Nech u(x,y,z,t) &
teplota v bode (x,y,z) a v ¢ase t . Ak teplota nie je konstantna, teplo
prechadza z bodov s vy&$ou teplotou do bodov s niZzsou teplotou. Podla
Fourierovho zakona je mnozstvo toku tepla uUmerné gradientu teploty. Potom
rychlost toku tepla v izotropickom telese je

v =K prad u (1.8)

kde K je konstanta, ktoru nazyvame tepelnou vodivostou prostredia. Nech D
Je Iubovolnad oblast ohrani¢enad uzavretou plochou 8D v oblasti Q. Potom

mnozstvo tepla, ktoré opusta D za jednotku éasu, Je

/I v ds

aD
kde ¥ NN Je zlozka ryclosti v v smere vonkaj&ej normaly n k ploche
B . Podla Gaussovej vety o vztahu objemového a povrchového integralu ([(10],
[18]) plat{
ll vndS - Ilj div(- K grad u)dxdydz = - K III Au dxdydz

Suc¢asne je mnozstvo tepla v D rovné

Ilj opu dxdydz

kde p Je hustota materidlu telesa a ¢ Je Jeho &pecifické teplo. Na
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zédklade zamenitelnosti poradia derivovania a integrovania Je zmena mnozZzstva
tepla v D v ¢ase t rovnd integralu

o III ap g% dxdydz

Avéak zmena mnozstva tepla v D sa mus{ rovnat mnozstvu tepla ktoré opusta
oblast D za jednotku ¢asu, a tak mame

- Ilf op u dxdydz = - K Iij Au dxdydz

alebo

flj [pou, - KAul dxdydz = 0 (1.9)

pre kazda oblast D € @ . Predpokladdme, zZe uvedeny integrand je spojity.
Pretoze D Jje lubovolnd podoblast oblasti Q, Je aj integrand v integrale
(1.9) rovny nule Q0 , a tak dostaneme parci- alnu diferencidlnu rovnicu
2l A0
0= Au {(1.10)

kde c = (3§)“2

Ak v telese pdsobia vnutorné zdroje tepla teplotnej hustoty F(t,x,y.2z8

dostaneme nehomogénnu rovnicu

u, = c?Au + f (1::11)

kde f = il
cp
V pripade nekonstantnej tepelnej vodivosti K = K(x,y,z) m& rovnica

vedenia tepla tvar
e diviIK(x(yizlgrad ulF+ 180 (Xov-z) et} (1.12)

Rovnica (1.11) alebo (1.12) sa nazyva a) narabolickd novnica a opisuje nielen

vedenie tepla, ale aj difuzny proces.

Staciondrne vedenie tepla - eliptickd rovnica

Ak nedochadza Kk 'zmene teploty v ¢ase, prebieha v telese proces
stacionarneho vedenia tepla. V tom pripade funkcia teploty wu =zavis{ len od
priestorovych premennych x, y, z. Teda ¥ = 0O a rovnica stacionarneho

vedenia tepla ma tvar
- div. [K(x.y,z)erad ul-= T 5 (Riy,2) & O (1.13)

Rovnicu (1.13), v ktorej

K(x,y,z) 2 K, > 0 pre vsetky body (x,y,z) € Q

nazyvame efifiickou AOUVNACOU.

Ak K(x,y,z) = Ko > 0, dostaneme elipticku rovnicu

= Aui= o f (1.14)




ktori nazyvame aj Poi00ONOUCU AOUVMLCOU. colicipliii it . 0
o
AOVCACU

Au = 0 (1.16)

Vseobecne)&i tvar eliptickej rovnice Je

- div [K(x,y,z)grad ul + q(x,y,z)u = f, (x,y,2) €Q

Ak KOc.y.x)i® L, qlx.yegde= =K., k> Q
dostaneme rovnicu
_Au_k2u=g (1-16)
ktorda sa nazyva Zelmhollzova novnica. Funkcia u vyjadruje amplitudu vlnovej
A e e‘wt’ ak pravda strana vlnovej rovnice (1.6) ma tvar
1wt
rit,x,y,z) = gix,y,z)e  , v > 0,

Priebeh napétia elektrického pola

Doteraz uvedené parcidlne diferencialne rovnice vyJjadruju rozne
fyzikalne deje, ktoré navzajom vobec nesuvisia. UkadZzeme si napr., 2Ze vlnova
rovnica vyjadruje suc¢asne c¢asovo-priestorovy priebeh elektrického napidtia vo

vakuu. Maxwellove rovnice pre vakuum maju tvar

¢ oA
rot E = ot
divE-=0
(el
divH=0
e el )
rot H = = Bt

pri¢om H Je napédtie magnetického pola a E Jje napidtie elektrického pola.
Ak aplikujeme operator rotécie na prvi rovnicu dostaneme:

g B
rot rot E = c Bt

Podla znameho vztahu z vektorového poétu dostaneme rovnost

rot H (1.18)

rot rot E = grad(div E) - AE -

Z Maxwellovych rovnic (1.17) vidime, 2e div E = 0 , a teda

rot rot E = - AE

Ak tento vztah dosadime do (1.18) a pouzijeme posledni z rovnic (1.17), dos-
taneme rovnicu pre E

czAE=Eu
¢o Jje vlastne vinova rovnica. Podobne by sme mohli ukazat, 2ze aj rovnica
stacionarneho a nestacionarneho vedenia
fyzikalnych javov.

tepla sia aj rovnicami 1inych

4.2 METODA SEPARACIE PREMENNYCH

V tejto c¢asti sa budeme zaoberat riesenim za¢iatoéno-okrajovych wuloh

(dalej aj ZOU) pre hyperbolické a parabolické PDR a okrajovych uloh (OU) pre

eliptické PDR metédou separécie premennych. Tato metédu si ukézeme na najjed-

noduch&ich uUlohach pre kmitanie struny, nestaciondrne vedenie tepla v tyéi a

stacionédrne vedenie tepla v obdIZznikovej doske.
Oérajovou 4lokou pre eliptickd PDR rozumieme hladanie riesenia eliptic-

kej rovnice na oblasti Q , ktoré spina dodatoéné podmienky na jej hranici a9

Ileto podmienky sa nazyvaju obrajoné nodmienky. Okrajovych podmienok Jje

viac typov. My sa zameriame na nasledujuce okrajové podmienky (OP)
rovnice 2. radu.

a) Diichletove OP: na hranici oblasti sU predpisané hodnoty rie&enia u;
b) Newmannove OP: na hranici oblasti su

pre

predpisané hodnoty pre
g% = derivaciu v smere vonkajge] normaly k hranici 8Q; hranici oblasti,

c) XNewionove OP: na hranici 4Q su predpisané hodnoty pre funkcie
%E + hu, kde h je kladnd funkcia definovand na an
d) Lmiedané OP - na Jednotlivych ¢&astiach hranice su splnené

predchadzajuce OP

Prislusné okrajové ulohy nazyvame Dirichletove, Neumannove, Newtonove,
zmiesané.

V  pripade nestacionarnych rovniec - parabolickych a hyperbolickych
predpisujeme popri okrajovych aj za&ialodné nodmienky. Pri parabolicke]
rovnici, ktord je 1. radu vzhladom na é&asovu premennu t predpisujeme
hodnotu riesenia v zaéiatoénom okamihu to = 0 a pri hypebolickej
predpisujeme hodnoty riesenia a prvej derivacie podla t v ¢ase to =0
Ulohy tohto typu sa nazyvaju zatiatobno—okrnajoné lobny.

Rovnica kmitania struny

Skumajme problém prieéneho kmitania struny dlizky a , ktora je upevnena
na svojich koncoch x = 0 a x = a . Struna ma& zac¢iatoény tvar vyjadreny
funkciou f(x) a zaéina kmitat zadlatoénou rychlostou g(x) . Tuato fyzikalnu
formuldciu prevedieme do matematickej rec¢i takto:

Hladdme riesenie rovnice
U = eu Q¢Cealllt> o 1)
tt xx
s OP (Dirichletove OP)
u(o,t) =0 £ .50 (2.2)

u(a,t) =0 £t 0 (2.3)

a so ZP

u(x,0) = f(x)
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u‘(x,O) = g(x) (2.5)

‘2.4) &

struny.

(g.8) “a 2P
kmitania

(2.6) tvoria
Podstata metédy

i2:2),
rovnicu
e riegenie rovnice (2.1) hladame v tvare

Rovnica (2.1) spolu s OP

zac¢iatoéno-okrajovu ulohu pre

separacie premennych tkvie v tom, 2

u(x,t) = X(x)T(t) (2.6)

Ak dosadime (2.6) do rovnice (2.1), dostaneme
XT*® = c¢’X*'T
a pretoze hladame riesenle, pre ktoré XT # O , mame:

(2.7)

Pretoze lava strana rovnice (2.7) nezdvis{ od t a pravd strana nazavisi od

x , musi platit:

kde A je separac¢na konstanta. Zaporné znamienko pred konstantou volime z

praktickych dévodov, ktoré vyplynu z dalsieho postupu. Dostdavame dve rovnice:

X2t AKX =0 (2.8)

Py A™ 4D (2.9)

Dalej pouzijeme Dirichletove OP (2.2), (2.3). Dostaneme vztahy:

u(o,t)

X(0)T(t) =0

u(a,t) X(a)T(t) = O

Pretoze T(t) # O, mame okrajové podmienky pre funkciu X

X(0) 0 (2.10)

X(a) 0 (2. 11)

Ked chceme najst funkciu X(x), musime vyriedit «lohu na wvlaociné hodnotly a

vlaoiné funkcie:
X'" + AX =0
X(0) = 0 (2.12)
X(1l) = 0

Podrobnejsie sa ulohou tohto typu budeme zaoberat v nasledujuce) éasti. Uloha

tkvie v hladani takych hodnét parametra A , pre ktoré existuje nenulové

riesenle okrajovej ulohy (2.12). Oby¢ajni diferencialnu rovnicu v (2.12)
vieme riesit. Rozlisujeme tri pripady: A < O FA D - 2> 0

a) A< O VSeobecné riegenie mad v tomto pripade tvar podla znamych
poznatkov z ¢astil 2.2 tvar

X(x) = Ae'™™ 4 g~V Ax

kde A , B su Iubovolné konstanty,
mienok. Tak dostdvame

A+B=o0,

Aem."‘ Be -m. = 0

PretoZze determinant sustavy Je v pripade (2.13)
B =0 a riegenim dlohy (2.12) Je

rézny od nuly, Je A

X(x) =0
Potom (X, ) =i 0
nenulové riesenie.

b) A =0 VSeobecné riegenie ma v tomto pripade tvar

X(x) = A + Bx

Pouzitim okrajovych podmienok dostaneme

A=20
A+ Ba =0
Teda A =B =0 , a opdt dostavame 1iba nulové riegenie.

ey X>a0 VSeobecné riesenie ma v tomto pripade tvar

X(x) = A cos VAx + B sin Vax

Potom z podmienky X(0) = O dostavame, 2¢e A =0 a z podmienky

dostaneme

B sin VAa = 0

sin VAa. = O

¢o je splnené za predpokladu, ze

Yia = nn pEe n =1, 2;-a%
t.4.

2
e -
Aim )= [ - ] vk 1 Bty SR

Cisla An, | W s [ - T

funkcie

gin 2 petin W
a

vlaotné funkcie (Ulohy (2.12)).
Riesenia ulohy (2.12) maju potom tvar

X (x) = B sin L
n n

Pre A = A vseobecné riesenie rovnice (2.9) ma tvar
n

nc

nnct + D sin E——t
n a

a

T ()= Cicas
n n

Konétanty uréime pomocou okrajovych pod-

(2.13)

0 aj

a toto riegenie nam nevyhovuje, pretoZze my sme hladali

X(a) = 0O

V pripade B = O by sme dostali znovu trivialne riegenie, a preto kladieme:

(2.14)

sa nazyvaju wvlaotné hodnoty a 1im zodpovedajuce

(2.15)

(2.186)




kde C a D su lubovolné kon&tanty. Potom funkcie
n n

nnc nic nnx
un(x.t) = Xn(x)Tn(t) = [ancos _K_t + bnsin —E—t]sin —

splhaju rovnicu (2.1) a OP (2.2), (2.8), pricom sme polozill a = B C =g

nn
b =BD
n nn
Pretoze rovnica (2.1) Je lineadrna a homogeénna tak aj funkcla
@ »
nnc nnc nnx
ulx,t) = Z [ancos —E—t + bnsln —E—t]sln - (2. 174
n=1
je riesenim tejto rovnice za predpokladu, ze rad rovnomerne konverguje

rovnako, ako a) rad, ktory vznikne dvojnasobnym derivovanim jednotlivych jeho
&lenov podla t a x. Pretoze kazdy c¢len radu (2.17) splha OP (2.2)8%

(2.3), tak ich splha aj funkcia u(x,t) . Ostali ndm este zac¢latoc¢né podmien-
ky (2.4), (2.6), ktoré musia byt splnené. Doslahneme to vypo¢tom konstant a
» n
a b . Zderivujeme rovnost (2.17)
n
o
- nne [ T M_C_t] 1 DAX
™ Z o [ a sin g b cuy == Bin == (2.18)
n=1
Z podmienok (2.4) , (2.6) dostaneme
o
u(x,0) = f(x) = ) a_ sin nax (2.19)
n
n=1
N nne nix
u (x,0) = g(x) = len[ T] sin —= (2.20)
ne
Na zaklade viet o konvergencii Fourierovych sinusovych radov ((4], (6],(10])
rady (2.19), (2.20) rovnomerne konverguju k funkciam f resp. g na

intervale <0,a>», ak su funkcie f, g spojite diferencovatelné a splnaju OP
f(0) = f(a) = g(0) = g(a) = 0. Ak su uvedené funkcie spojito diferencovatelné
a nesplnaja uvedené OP, vtedy rady konverguju Kk f resp. g bodovo na
intervale (0,a).
Koeficienty a a bn su potom dané integréalmi
a
a = s I f(x) sin naz ax
n a o a
(2.21)

2 " nnx
bn = Io g(x) sin = dx

Teda riesenie ZOU (2.1) - (2.5) je dané radom (2.17), kde koeficienty a a
bn su dané vztahmi (2.21)

Rovnica vedenia tepla

Uvazujme homogénnu tyé dlzky a . Predpokladdme, ze tyé& Je dostatocne
tenkd a teplo sa v danom ¢asovom okamihu &iri rovnomerne cez Jjej prierez.
Predpokladame dalej, 2e tyé¢ je tepelne izolovana od vonkaj&ieho prostredia,
je) koniec x = 0 sa udrziava na nule¥) teplote a druhy koniec x = a J@

izolovany tak, Ze v fom neprebieha vymena tepla s okolim. Ak rozdelenie tep~

loty v ty¢i v ¢ase t = 0 je dané funkciou f(x), potom rozdelenie teploty V
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tyéi v ¢ase t a bode x Jje dané riesenim zaé¢latoéno-okrajovej ulohy
u, " ku“. V- CX-¢ &5 2000 - K'Y 0

u(o,t) =0

u'(a.t) [ SE(0 el 8- = (o)

uix,0) = £iX) . 0. X S B

Tak ako pri rovnici kmitania struny, vyjadrime riesenie rovnice vedenia
v tvare

uix,t) = X(x)T(t)

Podobnym postupom ako v predoélej ZOU dostaneme

NI e X T
¢o prepigeme do tvaru
XID TI

B o B = A

X KT
kde A > O je kladnd konstanta. Teda X a T splfiaju rovnice
X'+ AX = O
T b ART =0

Z OP dostaneme
u(o,t)

1}

X(0)T(t) = O

ul(a.t) X' (a)Tlt) = 0

i
X(0) =0 , X'(a) =0

pre Iubovolni funkciu T(t) . Tak funkcia X(x) Je riedenim ulohy na v

hodnoty a vlastné funkcle
X! AKX =D

X(0) = 0 , X'(a) =0

V&eobecné riesenie rovnice (2.23) Je
X(x) = A cos YAx + B sin VAx

Z podmienky X(0) = O mame A =0 . Z druhej OP potom mame

X'(a) = BVA cos Via
Pretoze hladame netrivialne riesenie, mus{ platit:

cos YAa = 0
odkial

vxasl'z-+nn,n-o. {2,

2
(2n + 1)n
= R Ut £ S = 0. 428
An [ 5 ] == T 0,1

su vlastné hodnoty a im zodpovedajuce vlastné funkcie maju tvar
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(2.22)

tepla

(2.23)

(2.24)

lastné




(2n + 1)nx
xn(x) - anln e |

Riegenie rovnice (2.3) potom dostavame V tvare

T(t) = Ce M*t

. .
Tn(“ = Cne—((z.nnn/za) Kt

Teda netrivialne riesenie rovnice vedenia tepla, ktoré splna OP, je

2
~((2n+1)7L/23) Kty {(2n + 1)nx

un(x,t) = Xn(x)Tn(t) et T 5a
N 15 @ W5
kde a = BC su l'ubovolné kondtanty. Formalne vytvorime rad
n n n
2
-((2n+1)71/2a) kt_ {2n. + 1)nx
uix,t) = z a e sin >a (2.26)
n=1
ktory splna zac¢iatoénu podmienku ak
(oY)
(gn % 1)nx
(x.0) = f(x) = z ansln o5~ T
n=1
2
(2n % 1)ox (2.28)

2a

n

2 a
. = = f f(x) sin
= 0

Teda funkcionalny rad (2.26) Jje 2za predpokladu, 2Ze rovnomerne konverguje
spolu s radmi ktoré vznikni derivovanim podla t a dvojnasobnym derivovanim
podla x, riesenim ZOU (2.22). Podobne, ako napr. v literature (2], (3],
mozno dokazat, Ze postadujucou podmienkou na to je, aby funkcia zac¢iatoénej
teploty f bola spojito diferencovatelnd na intervale <0,a> a splnala okra-
Jové podmienky f(0) = f’'(a) = 0. Poznamendvame, Ze formalne je rad riesdenim
danej ulohy aj za slab$ich predpokladov pre funkciu f . Vtedy hovorime aj o
tzv. azovdeobecnenom, alebo ofabom ~riedend, ktoré sa zavadza a) pri inych

za¢iatoéno-okrajovych, alebo okrajovych ulohach.

Laplaceova rovnica

Uvazujme stacionarne vedenie tepla v tenkej obdlznikovej doske, ktorej
dve bo¢né hrany su tepelne izolované od okolitého prostredia, jedna hrana je
udrziavana pri nulovej teplote a teplota poslednej hrany Jje predpisand
funkciou f(x). Pretoze ide o staciondrne vedenie tepla, v rovnici nebude

vystupovat ¢as. To znamend, Ze v dvojrozmernej rovnici vedenia tepla

o k Au
uvazujeme B, 0, t.). teplota sa nemen{ s &asom. Matematicka formuldcia
tejto okrajovej ulohy je nasledujuca:

80U SO0 W0V B
ulx,0) = i) 0. x < a

uix,b) =0 "0 s & o §Z:.27)

u‘(O.y) il B o B i

u!(a.y) i 0 s ¥y < b
Rlesenie op#t hladdme v tvare u(x,y) = X(x)Y(y) . Po dosadeni do
Laplaceove) rovnice a separéacil premennych, ¢o je pre néas teraz uz iba rutin-
na zalezitost, dostavame rovnice pre X(x) a Y(y)

X' £ 2% =0
N =AY e (0)
Pretoze OP su homogénne na okrajoch x = 0 a x =a pre A 2 0 , dostaneme
netrivialne riesenie uUlohy na vlastné hodnoty a vlastné funkcie:
AT ok AN w10 (2.28)
X'(0) = X'(a) =0 (2.29)

Véeobecné riesenie rovnice (2.28) je za predpokladu A > 0O v tvare
X(x) = A cos VAx + B sin VAx
odkial

X'(x) = - AVA sin VAx + BVA cos Vax

Potom pouzitim okrajovych podmienok dostavame

0 =X'(0) =BVA3B=0

0 = X'(a) = - AVA sin Yia 2 VA = Eg T b a1
nn = nnx
A = [ — ] X (X)) =maA . cos —— > N wm . 2. 3,
n a n n a

su odpovedajuce vlastné hodnoty a vlastné funkcie. Na rozdiel od okrajovych
podmienok v predchadzajucich ulohach je vlastnou hodnotou aj Ao = 0, ktorej

zodpovedéd konstantna vlastna funkcia Xo(x) = AO.

Riesenie druhej rovnice

2
yee = [ o ] w0 ivw 0004 2

ma pre n =0 tvar

ktorej riesenie mdézeme napisat v tvare

Yo = Coy 4 Do

PEer n = .1.+2, 3, ..., rrlesenie mé . .tvar
(nTt/a)y -(nTt/a)y
- +
Yn(y) Cne Dne
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Formalne vytvorime rad
o
ulx,y) = ay + b0 * z (an

n=1

~(nTt/a) nm
g IRy o @™ " VY Y cos —El
n

kde e w N a b = AD Potom z okrajovych podmienok
n nn n nn
wix.0) =T(x) & u(x,b) =0 pre 0 <X s a
mame :
S nnx
f(x) = u(x,0) = b0 + Z (an + bn)cos i
n=1
a
& (n7l/a)b -(nTt/a)b nnx
o=u«x,b>=ab+b+2(ae““ +be Joos S
0 0 n n

n=1

odkial dostavame Fourierove koeficlenty funkcie f

o a
1 2 ninx >
o ey "a - os — dx, n = 1,2,...
b, = 3 joum det’n + b =2 J‘Of(x) cos = 1.8
resp. funkcie O :
) bo
g8 b +:b =05 alebp 8 == ==
0 0 0 b
a eM/alk e—(nn/a)b R T e
n n

Ak polozZime

Lage nnx ; =
Bn—afot(x) cos ZX dx ; n=0,1, 2,..,

tak
Bn Bne(Znﬂ/a)b
a = ol s B e
n (1 = e(Znﬂ/a)b) n (1= e(2nﬂ/a)b)
1
b= %
a riesenie OU mbézeme napisat v tvare
B ® (n7t/a) -
S o b -y - en Y e e(n7l/a)(2b y) nnx
'y s B cos ——
R { - e(2n7t/a)b a

odkial po jednoduchych uUpravach vyjadrime riedenie pomocou funkcie sinh V
tvare
nn

B ® nn =
ulx,y) =2 2oy ' A nnx
Y 3 5 + Bn 5 cos ——
n=i sinh D%_ a

Takto sme pomocou separéacie premennych formalnym sposobom vyrie$111
hyperbolicka a parabolickia ZOU, ako aj eliptickd OU. Formalnym sposobom

preto, Ze zatlial sme predpokladali iba to, aby vytvoreny rad rovnomerne kon-—

vergoval a mal tolko a takych derivacif, kolko si vyzaduje problém, ktory

riesime. V zmysle klasicke) definicie riedenia parcidlnej diferencidlnel
rovnice by sme mali dokazat, Ze riesgenia véetkych troch uloh existuju a su

Jediné. Tieto dbékazy, rovnako ako aj otazky konvergencie predchédzajucich
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radov, presahuju ramec tohto skripta a mozno ich ndjst v literature [1]
(8715 1 13NpaiL 9] ;

» [2],

CVICENIA 4.2

V ulohdch 1 - 9 rieste ZOU
2

i o] = c'u R0 Bl a BN G| i e
tt X%

w(0; ) = Uhn e QUTE e O

(X, 0) w Sagitt X U S 5518
ut(x.O) mig . 0SS X SN
&, u = czu e X<t D)
tt XX
u(o,t) mutl )=t gty &0
dilx - 0) = 08 0 & X <1
ut(x.O) =Hogin x ., 0 S XS
S u = czu Sl 0 ) QR R AR ) Rt A58 Je(0)
tt XX

u(o,t) = ux(u,t)

I
o
(ad
v
o

ulix.0) =% + sin X , 0 %X S 7
ut(x.O) =0 . 0= % gsn
4.0 = 4& 1 . O Cix Rt )0
t xX

0 t) = ullt) = 0 &t S50

ulx.0) = (1~ x) . DEEeA

6. 0 =4 SO X-C 2 it D0
t XX
u(0,t) =u (2;t) = OF & tr 280
x
u0) =% . 0 N S2
6. u = ku R 0 JoR G SR W )

t XX

u(o.t) = 0 |, ‘ula;t) =0 t 2.0

nx
= —_— s <
u(x,0) sin B 0 X a
7. Homogénna struna upevnena na koncoch X =0 , x=a ma v ¢ase t =0

tvar

1%

wtns0n « B RN G (8 (£ ]]

kde h > 0 je dostatoéne malé ¢islo, zacne kmitat bez zaéiatoénej rychlosti.

Rieste ulohu o kmitani struny t.j. rieste ZOU
0 - c?u o' N, 20
tt XX
ul0. t) = ula,t) =0 , t < 0

4 - §
u(x,0)=1%n[[§] —z[g] +[-’§]],0sxsa

ut(x.O) m-UTs 0 S RSoH
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e o R a ma v ¢ase t = g

a zaéne kmitat bpegz

8. Homogénna struna upevnend na koncoch

tvar paraboly symetricke) vzhladom na priamku
Rieste ulohu o kmitan{ struny t.J. rieste ZOU

X =

N~ i

za¢iatoénej rychlosti.

u = czu SO R Y 0
tt XX
u(o,t) = u(a,t) =0 , t 2 0
4hx(a - X)

u(x,0) = T e T O S X S &

a
ut(x,O) =0 OSx5S H

9. Metdédou separéacie premennych rieste ZOU pre telegrafnu rovnicu

u + au + bu = czu gt €l L) 0
tt t xx

ufo. t) = ull.t) =0 , t 20
ulx. 0} = vy : 0.8 x =1

ut(x,O) &0 uUsS xSl

10. Danda je tenkd homogénna ty¢ dlzky a izolovanda od vonkajsieho prostredia

so zacClatoénou teplotou

ex{(a = %)

2
a

fix) =

Konce tyée su udrziavané pri nulovej teplote. Rieste ulohu o vedeni tepla v

tyéil:
ku 0% % Loawoit D@

t XX
w0, t) =0 A, v) =gt e 0
eila = %)

2
a

u

u(x,0) = i UoSERs <. o

Metdédou separacie premennych rieste okrajové ulohy:
1. &= 0 , 0 D€y <N
u(0,y) = u(n,y) =0, 0 <y <n

0. ulx.0) e #in'x .0 ¢ ¢ »

ulx,n)

10 B = Qo 0% RS- 0 GY € X

u‘(O.y) - u‘(n.y) =0 0Ly X

0 ul%,0) % X 10 i

ulx,n)

VYSLEDKY CVICENI 4.2

1. uix,t) = 3 cor ¢t sin x

+ dnn((-1)"cos 1 - 1)

cin"x” - 1)%

2. u{x,t) =

[ (-1)™! 2 sin 1

2_2

] sin nnct sin nnx
n=1 c nax. -~ 1

8(-1)"*!

3. ulx,t) = i [ 2n - 1)(2n +3) & %[[m\ + 3]2 7 (2n : f]j"

n=0

2n +

1 2n

X
cos ——c2 t sin 2 X
® 22
4 iz ) = Z 343 (2(-1)™! - 1]e™ ™ sin nnx
n=1 N7
S n 4 " -((2num/4)2t on + 1
6wty = nzo (~-1) [ T I ] e sin e aa
8w +1 n ( =
6. ulx,t) = = (-1)" T TM/® Kt gy DEX
n=0 4n - 1
(L]
7. u(x,t) = 15338h 1 - cos (2n + 1)nct L +“1)nx
6n° n%o (2n + 1) ” »
(]
8. u(x,t) = gg% s 5 cos feh * LVICE Sin 20 linx 2
ft nwo (2n + 1) £ a
h = u(%.O)
0 2 1
9. ulx,t) = z a0 rCe) sin 2%5 , kdei'a = —f £(x) "sin . ot
nn n 1 l
n=1 0
a ak oznac¢ime
£ Eig n2n2e2)11/2
a = —[a = 4[b + ]]
2 l2
1 n2n2c? 1172
=4l ) -]
2 12
tak
e **?[cosh at + ﬁgsinh atJ pre &> > 0
T (t) = e""2[1 +a—;] pre a® = 0
n
e'auz[cos Bt + §%sin Ht] pre g2 > 0
© 2
10. u(x,t) = 8c 1 - o (e /a) Kkt oy (2n +a1)ux
> oxo Zn 1)
m e
Ll pata ) e = % z zslnh {2n 1) (n y) sin (2n -
n=l tant - 1)(2n - 8) sinh (Zn = 1I%
() n ol
12 iR, w) - % n(n - y) + 4 z ( 1)281nh nin y) cos nx
n=1 n sinh nn
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4.3 STURMOVA-LIOUVILLEOVA ULOHA A BESSELOVE FUNKCIE

V predchadzajucej ¢astl sme hladali riesenia ZOU a OU metddou separdcie

premennych. V kazde) ulohe sme hladali nenulové rileSenie oby¢ajne}
diferencidalnej rovnice X" XX mQ splhajuce niektoré z okrajovych
podmienok X(0) = X(a) = 0 , X(0) = X'(a) = 0, X'(0) = X'(a) = 0. Vlastnosti

rieseni uvedenych uloh si zachovavaju aj riedenla nasledujucej vseobecnejse}

ulohy

3_;( PN ] + (Ap(x) - q(X)IX =0, 0 < x < a (3.1)

aX(0) + BX'(0) =0

yX(a) + 8X'(a) = O (3.2)

pri¢om predpokladame, 2zZe Bl D Oy ple) o 0O na <0,a>». Funkcia p Je
spojito diferencovatelna a p, q su spojitée. Konstanty a, B ( yo, 0)  nie
su obe rovné nule.

Hodnoty parametra A , pre ktoré mda ulsha (3.1), (3.2) netrivialne
riesenie, sa nazyvaju vwlaoilné fodnoly a im zodpovedajuce riesenia su wvlaotné
funkcie. Uloha hladania vlastnych hodndét a vlastnych funkcii sa nazyva
Sturmova-Liouvilleova uloha.

Ak A = q(x) = 0, potom rovnica (3.1) vyjadruje vedenie tepla v

nehomogénnej tyéi s funkciou tepelnej vodivosti p(x)
Pri rieseni ZOU kmitania struny sme riesili uUlohu

A kpkX-w O 30 6n ¢ &
X(0)
X(a)

] ]
Q0D

Jej vlastné hodnoty su

a 1m zodpovedajuce vlastné funkcie

X (x) =gin 282 s 2 8
n a

Lahko sa moZzno presvedé¢it,Zze vlastné funkcie sin E%ﬁ splfhaju rovnost

O ak m % n

"
nnx mnx
I sin s sin 5 . dx = {

o a
= 8k m=n

Hovorime, 2ze funkcie

nnx : ?
{sin a } suU ouogondfne na intervale (0,a).
Pripomenme si, Ze Fourierov rad kazde}) integrovatelnej funkcie f:<0.a>—R
podla systému {sin Dgﬁ} ma tvar

nnx

2
. f(x) sin e i A, 0= 1% s

n

o

Uvedeny rad konverguje v strede na <0,a> k funkecii f

Gl g5
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a
1im [ (£(x) - 8 (x)1%x = 0 , 5 (x) = ic sin knx
R 0 n n Lot k a

Ak funkcia 6 Je na intervale <0.a)> spojite diferencovatelna a splna

okrajové podmienky f(0) = f(a) = 0 , vtedy dany Fourierov rad k nej konver-

guje rovnomerne na <0,ad>.

Tieto vlastnosti mézeme zové&eobecnit ajJ na vlastné hodnoty a vlastné
funkcie Sturmovej-Liovilleovej ulohy (3.1), (3.2).

Najprv rozsirime vyssie uvedeny pojem ortogonality na
vzhladom na funkciu p

ortogonalitu

Definicia 4.1

Postupnost integrovatelnych funkcii X :<0,a>—R sa nazyva ouogondina
n
o wdfor p, ak

a
I p(x)X (x)X (x)dx <
0 k m

Hodnotu

a

1/2
2 2
x|l = [ t[p(x)Xﬂ(x)dx ]

nazyvame normou funkcie Xn (s vahou p(x)).

Ak f : €0,a> » R Je integrovatelnd funkcia, potom funkcionalny rad

(L] a

zc ® (x), ¢ = jp(x)f(x)x (x)dx
k k k 2 k

k=1 HXkH 0

sa nazyva Youwvierow nad funkcie f podla ortogondlneho systému {Xk} s vahou
p. Hovorime, Ze Fourierov rad funkcie f forwenguje v otrede k funkeii f
na intervale 0,a> s vahou p, ak

1
lim f pix)ITixg — sn(x)lzdx =0

n-0 0
kde
sn(x) = k21ckxk(X)
(oY)
Je n-ty ¢iastoény sucet radu E:ckxk(x)
k=1

Nasledujuca veta zovsSeobecnuje uz spominané vlastnosti vlastnych hodndt

a vlastnych funkcii z predchadzajucej casti.

Veta 4.1
a) Existuje postupnost vlastnych hodnot {An) nkahy "(ar1); 08.2), pre

ktoré plati

(x) SR I =«
min gT;T < Al < Az Ghe o o ' &

x€[(0,al n-0 :
b) Zodpovedajuca postupnost vlastnych funkeci{ {Xn} tvor{ ortogonalny

systém na intervale £0,a> s vahou p
¢) Fourierov rad kazde) funkcie f podla ortogonalneho systému {x“} s
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