Spojité pravdepodobnostné rozdelenia
Ciselné charakteristiky

Priklad 1:

Je dané funkcia hustoty f(x) = 2/(x+1) na intervale [0, exp(0.5)-1]. V Matlabe si ju mozeme
definovat’ ako inline objekt (kvoli d’alsim vypoctom musi ist’ pred delenie bodka):

>> f=inline('2./(x+1)");

Ubezpecme sa, Ze je definovana spravne a zistime hodnotu integralu na danom intervale. Na
numerické integrovanie vyuzijeme prikaz quad:

>> format long, d=exp(0.5)-1;
>> quad(f,0,d)

ans =
1.000000023810609e+000

Ocakavali sme vysledok 1 a odpoved” Matlabu nie je daleko od ocakadvani. Nepresnost' je
spOsobend tym, Zze quad integruje Standardne s presnostou le-6. Tuto presnost modzeme
zvySit’ Stvrtym parametrom:

>> quad(f,0,d, 1e-12)

ans =
1.000000000000002e+000

>> quad(f,0,d, 1e-16)

ans =
1

Néjdime distribuéntt funkciu pravd. rozdelenia F. S integrovanim nam poradi Matlab
a moznosti jeho symbolického modu. (Zelenym pismom st uvedené Casti, bez ktorych sa
bude dat’ zaobist’ na pisomkach a predstavuji priestor na dobrovol'né rozsirovanie si obzoru.)

>> s=sym('s’);
>> int(f(s))

ans =
2*log(s+1)

Vykreslime teraz grafy funkcii f a F. Interval [0, d] rozdelime na 1000 Casti prikazom linspace
(dany interval rozdeli na n Casti, zadavame vSak ¢islo n+1 ako pocet deliacich bodov).

>> xd = linspace(0,d,1001);
>> plot(xd,f(xd)), grid on



Nie je to celkom ono... Upresnime, akll oblast’ roviny méa Matlab znazornit”:

>> plot(xd,f(xd)), axis([0, 0.7, 0, 2.2]), grid on

Uloha: Podobne nakreslite funkciu F (najprv si ju definujte ako inline objekt s premennou x).

Na vypocet kvantilov potrebujeme inverznu funkciu k F. V tomto priklade nie je
problém ju najst (ruéne), ale nie vzdy sa to podari. Ukazeme si teda univerzalnejsi postup’
vyuzivajuci prikaz fzero, ktorym Matlab hl'ada korene rovnice f(x) = 0. Pripominame, Ze
najst’ kvantil q, znamena najst’ ¢islo, pre ktoré plati F(q,) = a, €o je to isté ako F(q,) - a = 0.
N4jdime najprv median, teda 0.5-kvantil. Definujeme Fq =F - 0.5 a najdeme jej koren:

>> Fg=inline('2*log(x+1)-0.5"); q05=fzero(Fq, 0)
g05 = 2.840254166877414e-001

Prikaz fzero potrebuje ,,poradit™, kde zacat’ hl'adat’ koren, preto je druhy vstup 0 (odhad
hl'adanej hodnoty). Treba sa ubezpecit, Zze vysledok nie je ,,mimo* pripustného intervalu.

Uloha: Najdite kvartily funkcie F a 0.1, 0.9 a 0.95 -kvantily.
Uloha: Rieste to isté pre intl funkciu hustoty na inom intervale (sami si vhodne zvolte).

! Jeho nevyhodou je vé&sia pracnost, ak potrebujeme tych kvantilov viac.



Priklad 2:

Je dand hustota f(x,y) = 1-x+y pravdepodobnostného vektora (X,Y), na ploche moznych
udalosti [0,1] x [0,1]. Na teorii sme uz zistili, ako vyzeraju fx a fy (hustota premennych X, Y
samostatne).

Uloha 1: Zadajte f, fx, fy ako inline objekty. Ubezpeéte sa, Ze f, fx a fy s zadané spravne.
RieSenie: Funkcie fx a fy ndjdeme ru¢nym integrovanim.

>> f=inline('1-x+y"); fx=inline('1.5-x"); fy=inline('0.5+y");

Kontrola spravnosti:

>> j1=quad(fx,0,1); i2=quad(fy,0,1); i3=dblquad(f,0,1,0,1); [i1,i2,i3]

ans= 1 1 1

Na vypocet dvojitého integralu sme pouzili prikaz dblquad, do ktorého sa vkladaja postupne
hranice intervalov premennej X a y (pozor na poradie).

Uloha 2: Vypog¢itajte stredni hodnotu E(X), E(Y), rozptyl var(X), var(Y), kovarianciu
a korelaény koeficient vektora (X,Y). RieSte samostatne a az nakoniec si porovnajte vysledky
s nasledujacim postupom!

RieSenie: — Kedze Matlab nevie integrovat’ vstup x*f(x) apod., kde f je zadana ako inline
objekt, musime kazdy takyto integrand zadat’ ako novy inline objekt. Tento postup je

schodny, ale trochu otravny ... Nepomohlo by, ak by sa f zadalo ako m-funkcia?

>> fxe=inline('1.5*x-x.*2"; fye=inline('0.5*y+y."2");
>> Ex=quad(fxe, 0, 1); Ey=quad(fye, 0, 1); [Ex, Ey]

ans = 4.166666666666667e-001 5.833333333333334e-001

>> fxv=inline('1.5*x.*2-x."3"); fyv=inline('0.5*y."2+y."3");
>> varx=quad(fxv, 0, 1)-Ex"2; vary=quad(fyv, 0, 1)-Ey”"2; [varX, vary]

ans = 7.638888888888881e-002 7.638888888888878e-002

>> fxy=inline('x.*y.*(1-x+y)"); EXY=dblquad(fxy,0,1,0,1); covxy=EXY-EX*Ey
COVXYy = 6.944444444444392e-003

>> cocfxy=covxy/(varx*vary)"0.5

cocfxy = 9.090909090909033e-002

Uloha 3: Na oblasti [-1, 2] x [-2, 4] je dana funkcia hustoty f(X,y) = (2-X+y)/9. Vypoéitajte
jednotlivé ¢iselné charakteristiky pravdepodobnostného rozdelenia urc¢eného funkciou f.



Priklad 3:
Nakoniec sa budeme venovat’ situacii, ked” méa oblast’ nenulovych hodndt funkcie
hustoty iny tvar ako obdiznik.
Nech oblast’ Q je dand takto: Q = {(x,y)eR?; x,y>0 A x+y>2 A x+y < 5}.
Funkcia hustoty bude: f=2/21 pre (x,y)e Q
af=0 inde.
Uloha: Naértnite (na papier) oblast’ Q.

Matlab nam neddva priamu moznost' pocitat integrdl z funkcie na inych ako
obdiznikovych oblastiach. Musime preto Glohu rie§it nepriamo — integrovat’ budeme na
obdizniku B = [0, 5] x [0, 5] a funkciu f poloZime rovnu nule viade na B/Q.” To nam
v Matlabe umoziiuje zapojenie boolovskych vyrazov do predpisu funkcie:

>> f=inline('(x+y<=5).*(x+y>=2)*2/21");
>> dblquad(f,0,5,0,5,1e-10)

Na danej oblasti je hodnota integralu takmer 1, takze f je dobre definovana funkcia hustoty.
(Vystupy uz neuvadzame, vidno ich vo vasom matlabe).

Funkcie hustoty fx a fy (funkcia fy je zhodna s fx) premennych X, Y samostatne mozno
jednoducho zistit’ z nacrtu na papieri (skuste!). Ide o ,,vetvickové™ funkcie, ¢o opdt’ mozno
matlabu vysvetlit pomocou boolovskych vyrazov, ktoré ,,zapna* prislusnt vetvu vtedy, ked’
hodnoty X,y su na spravnej oblasti:

>> fx = inline('2/7*(x<2)+(5-x).*(x>2)*2/21");
>> quad(fx,0,5)

Vypocet strednej hodnoty: (pre X aj Y rovnaka)

>> fxx=inline('(2/7*(x<2)+(5-x).*(x>2)*2/21).*x");
>> ex=quad(fxx,0,5,1e-11)

Vypocet variancie: (pre X aj Y rovnaka)

>> fxxx=inline('(2/7*(x<2)+(5-x).*(x>2)*2/21) .*x.*Xx);
>> vax=quad(fxxx,0,5,1e-11) — ex"2

Vypodet kovariancie a korelaéného koeficientu:

>> fxy=inline('((x+y<5).*(x+y>2)/10.5).*x.*y");
>> cox=dblquad(fxy,0,5,0,5,1e-11)-ex*ey
>> cocof=cox/vax

Uloha: Pri vypocte korelacného koeficientu mame v menovateli nieo iné, ako sa uvadza
v Standardnom vzorci pouZzitom napr. v priklade 2. Preco?

? Do predpisu neddvame podmienky nezapornosti x, y. Budeme vak na ne pamitat’ a pri vypo&toch sa budeme
vyhybat’ vSetkym kvadrantom okrem prvého.



Uloha: Zvolte si samostatne na nejakej nepravidelnej oblasti (napr. trojuholnik dany tromi
nahodne zvolenymi bodmi v rovine) vhodnu funkciu hustoty f(x,y) andjdite ciselné
charakteristiky takto uréeného rozdelenia ndhodnej premenne;j.



