1. Vypocitajte integral:
/ |z|dzdy, ak M je ohranitena krivkami: y = 22, 42° + y* = 12 a y > 0.
M

Riesenie:
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Obr. 1: Cervenou - zvyraznené hranice oblasti M, zelenou - elipsa, modrou - parabola.

Na obrazku 1 je zndzornend oblast’ M, na ktorej budeme integrovat'. Z obrdzka,
ale aj analyticky, je I'ahké zistit’, aké st hranice pre y. Plati:

? <y < V12 — 4x2.

Za tcelom zistenia hranic pre premennti z, je potrebné najst’ priesecniky kriviek.
Vyrie$me teda stistavu dvoch rovnic:

y = a% (1)
12 = 42% +4° (2)
Dosadenim (1) do (2) dostaneme kvadratickd rovnicu:
y? 44y — 12 =0,

ktora mé dva redlne korene y; = 2 a y» = —6. Nds zaujima iba kladny koren y;.
Dosadenim ¥, za y v (1) dostaneme hl'adané hranice pre z. PopiSme teda oblast’
M pomocou ziskanych tdajov:

—V2< 2z <V2, 3)
<y SQM. 4)

Mobzeme ist’ integrovat

// |x\dxdy_/ /2m|x|dydx—/_ 2l v 17 de =

= / |z (2\/ > dz = [ |2|(2v/3 — 22 — 2?) je pdrna funkcia (overte) | =
V3
V2 V2 V2
= / 2(2V3 — 12 — o) dr = 2/ 20V3 — 22 — pidx = 2/ 20V3 — 2%dx —
0 0
V2

0
na prvy z integralov pouZime substittciu:
2 / Sdr =
0

1
t=23—a? :—2/%(&—2[%}?:
3

dt = —2zdzx
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2. Vypocitajte integral:
// (z°+y)dxdy, ak M je trojuholnik AABC s vrcholmi A = (1,2), B = (5,2), C = (4,4).
M

Riesenie:

ol 1 1 1 L L J gl 1 L L .l 1 J
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Obr. 2: vl'avo - trojuholnik ABC v rovine [x,y], vpravo - trojuholnik ABC v rovine [y,x].

Na obrazku 2 vl'avo je zndzorneny trojuholnik AABC' v rovine s vodorovnou
osou O, a zvislou O,, teda oblast' M je typu [z,y]. Na obrdzku 2 vpravo je ten
isty trojuholnik, ale zndzorneny v rovine s vodorovnou osou O, a zvislou O,, ¢iZe
oblast’ M je typu [y, z]. Vyhodnejsie je v tomto pripade integrovat’ na oblasti A/
typu [y, z] nez [z, y|, pretoze odpada nutnost’ rozkladu oblasti na dve podoblasti
a integrécie na kazdej z tychto podoblasti zvlast'. PopiSme oblast’ M ako oblast’

typu [y, x]:

2< y <4, )
—y—2< x <6——y. (6)

MobZeme integrovat':

foy 4 1
// 2 +y dxdy—/l (a:2+y)dxdy:/ [%3+J:y]zyil;dy:
3y—-2 2 2
3

(12 — 223—43 Y12 —y)® (3y—4)3
:/ y)+6yy By —4) /( y)® By —4)
) 24 ) 24 24

2
4
—}-/ 8y—2y2 dy: i[ _(12_9)4 _ (3y—4)* }4_'_ |: 4y2_i ]4:
9 2 2

dy+




3. Vypocitajte integral:
// (z*y)dzdy, ak M je ohrani¢end krivkami: y = v — 4 a y* = 2.
M

Riesenie:
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Obr. 3: Cervenou - zvyraznené hranice oblasti M, zelenou - parabola, modrou -
priamka.

Na obrazku 3 je znazornena oblast’ M ako oblast’ typu [y, z], tj. na vodorovnej
osi je vynesend premennd y a na zvislej osi premennd x. Ako obrdzok naznacuje,
tak je jednoduchsie urcit’ oblast’ M ako oblast’ ohranic¢ent krivkami: z =y +4 a

xr = % Z obrazka, ale aj analyticky, je I'ahké zistit’, aké st hranice pre z. Plati:

y2

Za ticelom zistenia hranic pre premennt y, je potrebné ndjst’ priesecniky kriviek.
Vyrie$me teda stistavu dvoch rovnic:

2
v = 7 )
+ 4. (8)

Tr =

<

Ich porovnanim dostaneme kvadratickt rovnicu:
Y — 2y —8=0,

ktora mé dva reédlne korene y; = —2 a y» = 4, ¢o st zdroven hranice pre y. Po-
pisme teda oblast’ M pomocou ziskanych tidajov:

—2< y <4, )
y?
Integrujme:
y+4 4 6
z +4 () )
//xydxdy—// xyd:cdy—/ [;ﬂ;dy:/?)((y—i-él) 8)dy:
- —2
4ot Y’ ak 2412



4. Vypocitajte integrdl pomocou transformaécie do polarnych stiradnic:

1—a2—y2
T dady,ak M = {(z,y) e R* 2 +¢y* < 1,2 >0,y > 0}.
//Jw‘/1+x2+y2 y {(z,y) y? <1,2>0,y >0}

Riesenie:
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Obr. 4: Cervenou - zvyraznené hranice oblasti M.

Lahko mozno urcit/, Ze oblast’ M (na obrazku 4) je stvrt’kruh so stredom v bode
(0,0) a polomerom 1, leZiaci v prvom kvadrante. Vzhl'adom na oblast’ integrova-
nia ako aj predpis funkcie v integrande je Ziadtce pouZit’ na integrovanie trans-

formaciu do polarnych staradnic:

T = pcosp, (11)
y = psing, (12)
Jakobian = p. (13)
Z obrazka 4 (alebo analyticky) mdZeme urcit’ hranice pre nové premenné:
0< p <1, (14)
0< ¢ <3 (15)
¢im sme popisali oblast’ A/ pomocou novych premennych p a .
Pri integrovani nezabudneme na jakobian:
1—a?2—y
drdy = d = 2 dp =
//\/1+x2+y$y // \/1+290p /\/ P
1—p - e substittcia: - 1=
s 2
:E/pH—de:—/Qp sdp=|t=p :—/\/—dt
substittcia:
— “_\/% :_W/Ou—QdUZZ/IUQ—udu:
t= 27— 1 1 (u?+1)2 2)o (u?2+41)?
dt = ;jf‘l‘ du
per partes -
u iy —Uu 1 s
= f(u) =u gl(u) = (u22+1)2 = 5[ e }O—i_i/ 2 ldu = ———l-—[ arctg( ) ]
fw) =1 glw) = o °
= —7 4 2 (arctg(l) —arctg(0)) = =3+ 2 (2 —0) =—F+ T =2(2 — 1)




5. Vypocitajte integrdl pomocou transformdcie do poldrnych stiradnic:

In(
//M nxzjj_g dxdy, ak M = {(z,y) € R*1 < 2> +y* < e}.

Riesenie:
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Obr. 5: Cervenou - hranica vnutorného kruhu, zelenou - hranica vonkajsieho kruhu,
oblast’ M - medzikruZie.

Popis oblasti M (na obrazku 5) v polarnych stiradniciach:

Ve, (16)
2.

IAIA
IAIA

1< p
0< ¢

Integrovanie po transformaécii do polarnych stradnic:

In( Ve r2m oy 52 veal <
//nfw ddy:/ / Pt p=27r/ “Lap = on[ ?p ]} =
u 22+ yP 11 0 P 1 P
v

27r<ln e — In? 1):27T<——()> ==
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6. Vypoctitajte plosny obsah mnoZiny M = {(z,y) € R% 2z < 2 +¢? < 4z, —/3z <
y< 5k

RieSenie:

Vypocitat’ obsah plochy mnoziny znamend integrovat’ konstatnu funkciu f(z,y) =
1 na tejto mnozine. MnoZina M je urcena Styrmi nerovnost'ami. Z nerovnosti
2% + y* < 4z po uprave dostaneme:

v —dr+y* <0
v —dr+4+y* < 4
(x—22+(y—-0?2 < 2°

Cize ide o kruh so stredom v bode (2,0) a polomerom 2.
Z nerovnosti 2z < 2 + y? po podobnych tupravach ako v predoslom dostaneme:

1< (z—1)2+42

Teda ide o body, ktoré nelezia vnutri kruhu so stredom v bode (1, 0) a polomerom
1. Nerovnosti 2z < 22 + y?> < 4z teda urcujui medzikruZie dvoch neststrednych
kruhov:

(z—272+y* < 4 (18)
(z—17°+y* < 1. (19)

Zvysné dve nerovnosti z tohto medzikruzia vysekdvaja cast’, ktord tvori mno-
Zinu M.

Vzhl'adom na charakter mnoziny M je vhodné pouzit' transformaciu do polar-
nych saradnic (11), (12).

Z nerovnosti 2z < 2 + y? < 4z po transformécii dostaneme:

2pcosp < p? < 4dpcosp,
2cosp < p < 4dcosp. (20)

Sucasne z nerovnosti 22 + y? < 4z mdme x > 0. PretoZe x = pcosp a p > 0, tak
cosp >0ateda —5 < p < 7.
Z druhej dvojice nerovnosti —V3Br<y< \/% po transformadcii dostaneme:

1
—V3pcosp < psing < %pcosgo, (21)
: 1
_\/§< sin ¢ < :
— cos — \/g
1
—V3< ot <,
S gy = /3
T T
—— < < -—. 22
s ¥ =g (22)

Nerovnosti (21) je mozné splnit’ pre p = 0 a teda bod (0,0). Ten vSak neovp-
lyvni vel'kost’ obsahu plochy mnoZziny M (hoci do nej patri), pretoZe je izolovany.
Z rovnakého dovodu moZzno integrovat’ funkciu f na M bez toho, aby sme brali
na zretel bod (0, 0). Nerovnosti (20) a (22) ur¢ujd hranice polarnych premennych
a je nimi vymedzend integrac¢nd oblast’ M, ktorej obsah plochy P chceme vypo-
citat'.

Vypocitajme ho:

% 4cosp 5
P—// 1dxdy—/ / pdpdgp—/
M —5J2cosp —

5 J4cosep s 1
[%} dgo—/_ §(l2cos2cp) dy =

2cos ™
3

w3
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